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КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ОБЩЕЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА С ВНУТРЕННИМ

ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ

Аннотация. В статье предлагается конечно-разностный метод для численного решения общей
краевой задачи третьего порядка. Исследуется сходимость метода при определенных услови-
ях. Приводятся результаты численных экспериментов для тестовых задач, подтверждающие
эффективность метода, дается теоретическое обоснование второго порядка точности метода.

Ключевые слова: краевая задача, разностный метод, нелинейность, сходимость второго по-
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Введение

В последние годы наблюдаются существенные изменения в развитии как естественных,
так и гуманитарных наук. Для определения уровня сложности исследуемых проблем обыч-
но применяются краевые задачи и уравнения с одним или несколькими граничными услови-
ями. Такие задачи, как двухточечная краевая задача для обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка, а также вопросы их практического применения хорошо
изучены и подробно описаны в литературе. Свойства краевых задач обыкновенных диф-
ференциальных уравнений третьего порядка сильно отличаются от свойств задач второго
порядка и потому все больше привлекают внимание исследователей. Среди последних работ
по названной тематике наибольшего внимания заслуживает монография [1] (и использован-
ные в этой книге источники). Краевые задачи третьего порядка возникают в естественных
науках и технике, в частности, при моделировании электромагнитных волн, трехслойных
пучков, в теории отклонения луча и в гидромеханике.
В статье рассматривается следующая краевая задача третьего порядка

u′′′(x) = f(x, u, u′, u′′), a < x < b, (1)

при граничных условиях

u

(
a + b

2

)
= α, u′(a) = β и u′(b) = γ, (2)

где α, β и γ – вещественные константы.
Теоретическое обоснование существования и единственности решения задачи (1) можно

найти в литературе [2]–[5]. Ограниченность решения задачи (1) исследуется в [6]. Предпо-
ложим [7], что

(i) функция f(x, u, u′, u′′) непрерывна,
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(ii) существуют производные ∂f
∂u ,

∂f
∂u′ и ∂f

∂u′′ ,
(iii) ∂f

∂u > 0, | ∂f
∂u′ | ≤ w0 и | ∂f

∂u′′ | ≤ w1; w0, w1 > 0.
Далее не будем делать никаких дополнительных предположений, обеспечивающих суще-
ствование и единственность решения задачи (1). Вообще говоря, решить нелинейные те-
стовые задачи из этого класса аналитически довольно сложно. Однако во многих случаях
важно получить численное решение краевых задач. Этим вопросам и посвящена данная
статья. Основным результатом работы является предложенный в ней конечно-разностный
метод для точного численного решения краевых задач третьего порядка.
Краевые задачи третьего порядка решались рядом исследователей при разных гранич-

ных условиях различными методами: методом суперпозиции [8], конечно-разностным ме-
тодом [9], методом квинтичных сплайнов [10], методом неполиномиальных сплайнов [11] и
методом воспроизводящего ядра [12]. Цель данной работы состоит в том, чтобы предложить
численный метод решения краевых задач третьего порядка (1).
Работа имеет следующую структуру. В разделе 1 описывается метод конечных разно-

стей. В разделах 2 и 3 соответственно приводится вывод метода и доказывается его сходи-
мость при определенных условиях. Раздел 4 посвящен вопросам применения данного метода
для численного решения тестовых задач и анализу его эффективности. Раздел 5 содержит
обсуждение полученных результатов и выводы относительно практической применимости
предложенного метода.

1. Метод разностей

ПустьN — конечное число узловых точек отрезка [a, b], на котором отыскивается решение
задачи (1), точки a ≤ x0 < x1 < x2 < · · · < xN = b получены с помощью равномерного шага
длины h, т. е. xi = a + ih, i = 0, 1, 2, . . . , N . Необходимо найти численную аппроксимацию
аналитического решения u(x) задачи (4) в узловых точках xi, i = 1, 2, . . . , N . Обозначим

Рис. 1. Узловые точки

приближенное значение функции u(x) в узле x = xi через ui. Пусть fi — приближенное
значение функции источника f(x, u(x), u′(x), u′′(x)) в узле x = xi, i = 0, 1, 2, . . . , N . Таким
образом, краевая задача (1) в узле x = xi принимает вид

u′′′
i = fi, a ≤ xi ≤ b, (3)

при граничных условиях
uN/2 = α, u′

0 = β и u′
N = γ. (4)

Зададим узлы xi±1/2 = xi ± h/2, i = 1, 2, . . . , N − 1, и обозначим решение задачи (1) в этих
узлах через ui±1/2. Определим аппроксимации

u′
i−3/2 =

{−3ui−3/2+4ui−1/2−ui+1/2

2h , N/2 ≤ i < N − 1;
ui−1/2−ui−5/2

2h , i = N − 1,
(5)
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u′
i−1/2 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

4ui+1/2−3ui−1/2−ui+3/2

2h , i = 1;
ui+1/2−ui−3/2

2h , 1 < i < N − 1;
3ui−1/2−4ui−3/2+ui−5/2

2h , i = N − 1,

(6)

u′
i+1/2 =

{
ui+3/2−ui−1/2

2h , i = 1;
3ui+1/2−4ui−1/2+ui−3/2

2h , 1 < i < N/2,
(7)

u′′
i−3/2 =

{
3ui−3/2−14ui−1/2−5ui+1/2+16ui

h2 , i = N/2;
ui−1/2−2ui−3/2+ui−5/2

h2 , N/2 < i ≤ N − 1,
(8)

u′′
i−1/2 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−ui+3/2+26ui+1/2−25ui−1/2−24hu′
i−1

23h2 , i = 1;
ui+1/2−2ui−1/2+ui−3/2

h2 , 1 < i < N − 1;
−ui−1/2−22ui−3/2+23ui−5/2+24hu′

i

48h2 , i = N − 1,

(9)

u′′
i+1/2 =

ui−1/2 − 2ui+1/2 + ui+3/2

h2
, 1 ≤ i < N/2, (10)

и
f i+1/2 = f(xi+1/2, ui+1/2, u

′
i+1/2, u

′′
i+1/2), i = 1, 2, . . . , N/2 − 1,

f i−1/2 = f(xi−1/2, ui−1/2, u
′
i−1/2, u

′′
i−1/2), i = 1, 2, . . . , N − 1,

f i−3/2 = f(xi−1/2, ui−1/2, u
′
i−1/2, u

′′
i−1/2), i = N/2, . . . , N − 1.

(11)

Согласно принципу, предложенному в [13], с помощью аппроксимаций (3)–(9), дискретизи-
руем задачу (2) в узлах xi−1/2 отрезка [a, b] следующим образом:

2ui−1/2 − 3ui+1/2 + ui+3/2 = −hu′
i−1 +

h3

48
(21f i−1/2 + 25f i+1/2) + ti, i = 1,

−ui−3/2 + 3ui−1/2 − 3ui+1/2 + ui+3/2 =
h3

2
(f i−1/2 + f i+1/2) + ti, 1 < i < N/2,

−ui−3/2 + 6ui−1/2 + 3ui+1/2 = 8ui −
h3

16
(f i−3/2 − 9f i−1/2) + ti, i = N/2,

ui−5/2 − 3ui−3/2 + 3ui−1/2 − ui+1/2 = −h3

2
(f i−3/2 + f i−1/2) + ti, N/2 < i < N − 1,

2ui−5/2 − 5ui−3/2 + 3ui−1/2 = hu′
i+1 −

h3

48
(27f i−3/2 + 115f i−1/2) + ti, i = N − 1,

(12)

где ti, i = 1, 2, . . . , N−1, — ошибка округления. При разработке предлагаемого здесь метода
естественным образом учтены граничные условия.
Пренебрегая значениями ti в формуле (10) в узловых точках xi−1/2, i = 1, 2, . . . , N − 1,

получим систему уравнений размерности N − 1 × N − 1 относительно неизвестных ui−1/2.
Линейность (или нелинейность) уравнений этой системы и выбор метода ее решения за-
висят от вида функции источника f(x, u, u′, u′′). В частности, для решения системы урав-
нений (10) в линейном и нелинейном случаях нами использовался соответственно метод
Гаусса–Зейделя и метод Ньютона–Рафсона.
Вычислим значение ui−1, i = 1, 2, . . . , N/2− 1, N/2 + 1, . . . , N + 1, с помощью следующих

аппроксимаций второго порядка:

ui−1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ui−1/2 − 1/2u′
i−1, i = 1;

1/2(ui−1/2 + ui+1/2), i = 2, . . . , N/2 − 1, N/2 + 1, . . . , N − 1;
uN−3/2 + h

2 (i − N + 1/2)u′
N , i = N,N + 1.

(13)
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2. Вывод разностного метода

Выведем конечно-разностный метод (10). Согласно формулам (3) величины u′
i−1/2 имеют

порядок аппроксимации O(h2) для u′
i−1/2, т. е.

u′
i−1/2 = u′

i−1/2 + O(h2). (14)

Из аппроксимаций (4) следует, что u′′
i−1/2 имеет порядок аппроксимации O(h2) для u′′

i−1/2,
т. е.

u′′
i−1/2 = u′′

i−1/2 + O(h2). (15)

Подставляя соотношения (12) и (13) в (9), получим

f(xi−1/2, ui−1/2, u
′
i−1/2, u

′′
i−1/2) = f(xi−1/2, ui−1/2, u

′
i−1/2 + O(h2), u′′

i−1/2 + O(h2)).

Линеаризуя fi−1/2, найдем

f(xi−1/2, ui−1/2, u
′
i−1/2, u

′′
i−1/2) = f(xi−1/2, ui−1/2, u

′
i−1/2, u

′′
i−1/2) + O(h2)

(
∂f

∂u′ +
∂f

∂u′′

)
i−1/2

.

Наконец, можно утверждать, что f i−1/2 имеет порядок аппроксимации O(h2) для fi−1/2,
т. е.

f i−1/2 = fi−1/2 + O(h2), i = 1, 2, . . . , N − 1. (16)

Аналогично можно показать, что f i+1/2, f i−3/2 имеет порядок аппроксимации O(h2) соот-
ветственно для fi+1/2 и fi−3/2, т. е.

f i+1/2 = fi+1/2 + O(h2), i = 1, 2, . . . , N/2 − 1, (17)

f i−3/2 = fi−3/2 + O(h2), i = N/2, . . . , N − 1. (18)

Следовательно, согласно аппроксимациям (14)–(16)

2ui−1/2 − 3ui+1/2 + ui+3/2 = −hu′
i−1 +

h3

48
(21fi−1/2 + 25fi+1/2) + ti + O(h5), i = 1, (19)

−ui−3/2 + 3ui−1/2 − 3ui+1/2 + ui+3/2 =
h3

2
(fi−1/2 + fi+1/2) + ti + O(h5), 1 < i < N/2,

−ui−3/2 + 6ui−1/2 + 3ui+1/2 = 8ui −
h3

16
(fi−3/2 − 9fi−1/2) + ti + O(h5), i = N/2,

ui−5/2 − 3ui−3/2 + 3ui−1/2 − ui+1/2 = −h3

2
(fi−3/2 + fi−1/2) + ti + O(h5), N/2 < i < N − 1,

2ui−5/2 − 5ui−3/2 + 3ui−1/2 = hu′
i+1 −

h3

48
(27fi−3/2 + 115fi−1/2) + ti + O(h5), i = N − 1.

Таким образом, из формулы (17) вытекает, что порядок дискретизации для метода (10)
применительно к задаче (1) в узлах xi−1/2 равен O(h2), i = 1, 2, . . . , N − 1.
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3. Анализ сходимости метода

Исследуем сходимость предложенного метода (10) с помощью следующей тестовой ли-
нейной задачи:

u′′′(x) = f(x), a < x < b, (20)
при граничных условиях uN/2 = α, u′

0 = β и u′
N = γ. Запишем метод (10) в матричной

форме для точного решения U
DU = a + t, (21)

где t — матрица, элементами которой являются ошибки округления, имеющие порядок
аппроксимации O(h2). Элементы формулы (21) равны

D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −3 1 0
−1 3 −3 1

.. .. .. ..
−1 3 −3 −1

−1 6 3
1 −3 3 −1

.. .. .. ..
1 −3 3 −1

0 2 −5 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

N−1×N−1

,

U = (Ui−1/2), a = (ai),

ai =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−hβ + h3

48 (21fi−1/2 + 25fi+1/2), i = 1;
h3

2 (fi−1/2 + fi+1/2), 1 < i < N/2;
8α − h3

16 (fi−3/2 − 9fi−1/2) i = N/2;
−h3

2 (fi−3/2 + fi−1/2), N/2 < i < N − 1;
hγ − h3

48 (27fi−3/2 + 115fi−1/2), i = N − 1,

и t = (ti),

ti =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−31h5

1920u
(5)
i−1/2, i = 1;

o(h6), 1 < i < N/2;
h5

16u
(5)
i−1/2, i = N/2;

o(h6), 1 < i < N − 1;
−809h5

1920 u
(5)
i−1/2, i = N − 1,

представляют собой (N − 1)-мерные векторы-столбцы. Пренебрегая слагаемыми ti в фор-
муле (10), получим систему уравнений относительно ui−1/2. Запишем ее в матричном виде:

Du = a, (22)

где u = (ui−1/2) — (N−1)-мерный вектор-столбец приближенного решения системы уравне-
ний, полученной из (10). Определим погрешность решения для каждого внутреннего узла
xi−1/2, i = 1, 2, . . . , N − 1,

ei−1/2 = Ui−1/2 − ui−1/2,

где ui−1/2 — приближенное значение величины Ui−1/2, i = 1, 2, . . . , N − 1. Учитывая соот-
ношение (21), из (19) и (20) выведем уравнение для погрешности (в матричной форме):

De = t, (23)
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где e = [e1/2, e3/2, . . . , eN−1/2]� представляет собой (N − 1)-мерный вектор-столбец.
Диагональные элементы матрицы D положительны. Предположим, что D — матрица

смежности некоторого графа G. Нетрудно показать, что граф G является сильно связным.
Тогда матрица смежности D является неприводимой [14], а значит, она обратима. Пусть
матрица B = (bl,m)M×M совпадает с точной обратной матрицей для D, где для простоты
вместо N − 1 используется буква M ,

bl,m =

{
1/2(l(l − 1)b2,m − (l + 1)(l − 2)b1,m), l < m;
1
4(((M − l)2 + 3(M − l))bM−1,m − ((M − l)2 + 3(M − l) − 4)bM,m), l ≥ m,

причем

b1,m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

m(3M(M+2)+4(1−mM−m))
8(M+1) , m < M+1

2 ;
1
8 , m = M+1

2 ;
−M(M+2)(M−m+2)

8(M+1) , M+1
2 < m < M ;

−M(M+2)
8(M+1) , m = M,

b2,m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(mM(3M−4m+6)−4(2M+(m−1)(m−2)))
8(M+1) , m < M+1

2 ;
1
8 , m = M+1

2 ;
−(M2+2M−8)(M−m+2)

8(M+1) , M+1
2 < m < M ;

−(M2+2M−8)
8(M+1) , m = M,

bM−1,m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−m(M−4)(M+6)
8(M+1) , m < M+1

2 ;
1
8 , m = M+1

2 ;
8((M+1)2−m(M+3)+2)+(M−m+2)(4mM−M2−14M+4m−4)

8(M+1) , M+1
2 < m < M ;

(3M−2)(M−4)
8(M+1) , m = M,

bM,m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−m(M+4)(M−2)
8(M+1) , m < M+1

2 ;
1
8 , m = M+1

2 ;
(M−m+2)(4mM−M2−6M+4m)−4(M+m)

8(M+1) , M+1
2 < m < M ;

3((M−1)2−1)
8(M+1) , m = M.

Пусть задана матрица R = (Rl)M×1, состоящая из сумм строк матрицы B = (bl,m)M×M ,
т. е.

Rl =
M∑

m=1

bl,m, l = 1, 2, . . . ,M, (24)

Rl =
1

192
(64l(l+1)(l−1)+(M −1)(5M2+14M +3(2l−1)2+9)+24(1−2l(l−1)(M −2l−1)))+

+
1

64(M + 1)
(2l + M)(2l − M − 2)(M2 + 4M − 13), l <

M + 1
2

,

Rl =
1

64(M + 1)
(4l(l − 1)((M − 2l)(3M − 2l) + 2(5M − 6l + 4)) + 8(M + 1)+

+ (2l + M)(2l − M − 2)(M2 + 4M − 13)), l =
M + 1

2
,
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Rl =
1

192
(M3 + 21M2 + 74M + 24 + 12(M − 1)(M − l)(M − l + 3) − 16l(l + 1)(2l + 1))+

+
1

64(M + 1)
((M + 2l + 3)(2l − M − 1)((M − 2l + 6)(M + 2l) + 4(1 + 2lM))+

+4(2l−M−1)(4l(l−2M−3)−M(M +2)2)+4(2l+M)(2l−M −2)(M2+3M−2+l(l−2M−3))),
M + 1

2
< l < M,

Rl =
1

64(M + 1)
(((M + 2l)(M − 2l + 6) + 4(1 + 2Ml))(M − 3)(3M + 1)+

+ 4(M − 3)(4l(l − 2M − 3) − M(M + 2)2) + 24M(M − 2))+

+
1

192
(12(M − 1)(M − l)(M − l + 3) − M(31M2 − 69M − 58) + 24), l = M.

Отсюда получим

max
1≤l≤M

(Rl) = RM = − 1
192

(19M3 + 2M2 + 425M − 537) − 183
64(M + 1)

.

Пусть

Mu = max
x∈[a,b]

∣∣∣u(5)(x)
∣∣∣ . (25)

Таким образом, для больших значений M [15] справедливо соотношение

‖B‖ = max
1≤l≤M

|Rl| = |RM | <
19
192

(
b − a

h

)3

.

Тогда из формул (22), (23) и (24) имеем

‖e‖ ≤ 19h2(b − a)3

192
Mu.

Из уравнения (25) вытекает, что ‖e‖ → 0 при h → 0. Следовательно, метод (10) сходится,
причем порядок сходимости не меньше O(h2).

4. Численные результаты

Проиллюстрируем работу метода и продемонстрируем его вычислительную эффектив-
ность на примере четырех тестовых задач. В каждой задаче будем использовать один и
тот же шаг сетки h. В табл. 1–4 приведены значения величины MAE — максимальной аб-
солютной погрешности решения u задачи (1) для различных значений N . Величина MAE
рассчитывалась по формуле

MAE = max
1≤i≤N

|u(xi) − ui|.

Для решения системы уравнений (3) в линейном и нелинейном случаях использовался
метод Гаусса–Зейделя и метод Ньютона–Рафсона соответственно. Все вычисления проводи-
лись на персональном компьютере с операционной системой Windows 2007 (процессор Intel
Core i3-2330M, 2.20 GHz), программа была составлена на языке FORTRAN. Работа метода
(для N узлов) прекращается, когда максимальная разность между двумя последователь-
ными итерациями станет меньше 10(−10) или когда число итераций достигнет 103.
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Таблица 1. Максимальная абсолютная погрешность (Ex-1)

MAE
N с учетом uN без учета uN

8 .12908615(−2) .85954519(−3)
16 .35606002(−3) .25350484(−3)
32 .91508060(−4) .66704801(−4)

64 .19697036(−4) .13647554(−4)
128 .35325747(−5) .21016101(−5)
256 .82285175(−6) .50418214(−6)
512 .16898936(−6) .16898936(−6)

1024.12707984(−6) .12707984(−6)

Задача 1. Линейная тестовая задача, предложенная в работе [16], имеет вид

u′′′(x) + 2u′′(x) − 4u′(x) + u(x) =
1
4
(8x − x2) +

9 exp(−2x) + 2x − 9
4(1 − exp(−2)

, 0 < x < 1,

при граничных условиях u
(
1/2

)
= 0, u′(0) = 0 и u′(1) = 0. Аналитическим решением задачи

является

u(x) = c1 exp x+c2 exp
(
−x

2
(3−

√
13)

)
+c3 exp

(
−x

2
(3+

√
13)

)
+

1
4
(4−x2)+

exp(−2x) + 2x − 1
4(1 − exp(−2))

,

причем значения c1, c2 и c3 обеспечивают выполнение граничных условий для аналитиче-
ского решения. Значения MAE, вычисленные для метода (10) при различных значениях N ,
представлены в табл. 1.

Задача 2. Линейная тестовая задача, исследуемая в [17], имеет вид

u′′′(x) = K2u′(x) − r, 0 < x < 1,
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Таблица 3.

MAE
r = 1, 0, K = 15, 0

N с учетом uN без учета uN

8 .58073428(−3) .27603691(−3)
16 .20875796(−3) .11124527(−3)

32 .63473512(−4) .35463450(−4)
64 .17283053(−4) .97452466(−5)
128 .43674709(−5) .24101541(−5)
256 .11118001(−5) .61295486(−6)

512 .28175882(−6) .15581871(−6)
1024.71047090(−7) .39392351(−7)

Таблица 4. Максимальная абсолютная погрешность (Ex-3)

MAE
N с учетом uN без учета uN

8 .57939291(−2) .37553906(−2)

16 .14628768(−2) .96416473(−2)
32 .31989813(−3) .19651651(−3)
64 .70273876(−4) .39577484(−4)
128 .17285347(−4) .96559525(−5)
256 .43511391(−5) .24437904(−5)

512 .11324883(−5) .74505806(−6)
1024.50663948(−6) .50663948(−6)

при граничных условиях

u
(
1/2

)
= 0, u′(0) = 0 и u′(1) = 0.

Аналитическим решением задачи является u(x) = r(cosh(K(1−x))−cosh(Kx))
K3 sinh(K) + r

K2 (x − 1/2).
Значения MAE, вычисленные методом (10) для различных значений N и для K = 5, 10, 15
и r = 1, представлены в табл. 2.

Задача 3. Нелинейная тестовая задача, исследуемая в [18], имеет вид

u′′′(x) = −2 exp(−3u(x)) + 4(1 + x)−3, 0 < x < 1,

при граничных условиях

u′(0) = 1, u′(1) = 1/2 и u(1/2) = ln(3/2).

Аналитическим решением задачи является u(x) = ln(1 + x). Значения MAE, вычисленные
методом (10) при различных значениях N , представлены в табл. 3.
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Как показывают результаты численных экспериментов для примера 1, проведенных при
различных значениях N (см. табл. 1), максимальная абсолютная погрешность решения убы-
вает при уменьшении длины шага h. Найдена оценка порядка точности. Сделаны некоторые
выводы из анализа результатов, полученных для других тестовых задач. Очевидно, что ме-
тод (10) сходится, причем скорость сходимости не менее квадратичной.

5. Выводы

Предложен конечно-разностный метод численного решения краевых задач третьего по-
рядка. Для узловых точек x = xi−1/2, i = 1, 2, . . . , N − 1, получена система алгебраических
уравнений (10). В случае, когда функция источника f(x, u, u′, u′′) является линейной, эта
система состоит из линейных уравнений, иначе – из нелинейных. Для линейного случая
предложенный метод позволяет получить хорошую численную аппроксимацию решения
тестовых задач, т.е. является достаточно эффективным и точным. Концепция, изложенная
в данной статье, является теоретической основой для создания конечно-разностных методов
численного решения краевых задач высоких нечетных порядков.

Автор выражает благодарность рецензенту и редактору за ценные замечания, позволив-
шие улучшить качество данной статьи.
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