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�§ãç¥­¨¥  «£¥¡à, ¯®¤ «£¥¡àë ª®â®àëå ®¡« ¤ îâ â¥¬ ¨«¨ ¨­ë¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ á¢®©áâ¢®¬,
¤ ¢­® ï¢«ï¥âáï ®¤­¨¬ ¨§ ¯®¯ã«ïà­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨© ¢  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¨áá«¥¤®¢ ­¨ïå. � â¥®à¨¨
¯®«ã£àã¯¯ ãª § ­­ë© ¯®¤å®¤ ­ ç « ¯à®ï¢«ïâìáï á ¯ïâ¨¤¥áïâëå £®¤®¢ ¨ à §à ¡ âë¢ «áï ¬­®£¨-
¬¨  ¢â®à ¬¨. �¯®¬ï­¥¬ â®«ìª® ­¥ª®â®àë¥ à ¡®âë, ¨­¨æ¨¨à®¢ ¢è¨¥ ­ è¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥. � ª, ¢
áâ âìïå [1]{[3]  ¢â®àë ­¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  ®¯¨áë¢ îâ ¯®«ã£àã¯¯ë, ¢ ª®â®àëå «î¡ ï ¯®¤-
¯®«ã£àã¯¯  ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ (§¤¥áì ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¯®¤ ¨¤¥ «®¬ ¯®­¨¬ ¥âáï ¤¢ãáâ®à®­­¨©
¨¤¥ «). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢ à ¡®â¥ [4] á â®ç­®áâìî ¤® £àã¯¯ ®å à ªâ¥à¨§®¢ ­ë ¯®«ã£àã¯¯ë, ¢á¥
á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ë ª®â®àëå æ¨ª«¨ç¥áª¨¥. �á«®¢¨¬áï ¯®«ã£àã¯¯ë á ¯¥à¢ë¬ á¢®©áâ¢®¬
­ §ë¢ âì Id-¯®«ã£àã¯¯ ¬¨,   á® ¢â®àë¬ | C-¯®«ã£àã¯¯ ¬¨. �®«ãç¨¢ å®à®è¥¥ ®¯¨á ­¨¥  «£¥¡à
á ­¥ª®â®àë¬ á¢®©áâ¢®¬ ¤«ï ¢á¥å ¯®¤ «£¥¡à, ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ï¢«ï¥âáï ¦¥« ­¨¥ à áè¨à¨âì íâ®â
ª« áá, çâ® § ç áâãî ¤®áâ¨£ ¥âáï âà¥¡®¢ ­¨¥¬ ¢ë¯®«­¨¬®áâ¨ § ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® á¢®©áâ¢  «¨èì
¤«ï ­¥ª®â®àëå ¯®¤ «£¥¡à.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨§ãç îâáï ¯®«ã£àã¯¯ë, ¢á¥ ­¥æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ë ª®â®àëå ï¢«ï-
îâáï ¨¤¥ « ¬¨; ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¨å IdNC-¯®«ã£àã¯¯ ¬¨. �®­ïâ­®, çâ® «î¡ ï Id-¯®«ã£àã¯¯ 
¨ «î¡ ï C-¯®«ã£àã¯¯  ï¢«ïîâáï IdNC-¯®«ã£àã¯¯ ¬¨. � ç áâ­®áâ¨, «î¡ ï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï C-
£àã¯¯  ï¢«ï¥âáï â ª®¢®©. � ¡®â  [5] ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯®á«¥¤­¨¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ãáâà®¥­ë ¢¥áì¬ 
á«®¦­®. �á¯®«ì§ãï ®¯¨á ­¨¥ Id-¯®«ã£àã¯¯, ¯®«ãç ¥¬ å à ªâ¥à¨§ æ¨î IdNC-¯®«ã£àã¯¯. �à¨
íâ®¬ à¥§ã«ìâ â à ¡®âë [4] ® C-¯®«ã£àã¯¯ å ­¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï; ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¥£® ¢ ª ç¥áâ¢¥ á«¥¤-
áâ¢¨ï.

� à ¡®â¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï â¥à¬¨­®«®£¨ï ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï, ¯à¨­ïâë¥ ¢ [6]. �®¤¯®«ã£àã¯¯ã H ¯®«ã-
£àã¯¯ë S ­ §®¢¥¬ k-áâï­ãâ®© ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  M ¬­®¦¥áâ¢  S nH, ¥á«¨ jM j � k
¨ hs1; s2; : : : ; ski � H ¤«ï «î¡ëå à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ s1; s2; : : : ; sk ¨§ M . �á«¨ � ï¢«ï¥âáï
k-áâï­ãâ®© ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  S n H, â® H ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯à®áâ® k-áâï­ãâ®©. �¡à â¨¬
¢­¨¬ ­¨¥ ­  â®, çâ® â¥à¬¨­ \áâï­ãâ ï ¯®«ã£àã¯¯ " ¨á¯®«ì§®¢ «áï ¢ à ¡®â¥ [7] ¢ ¤àã£®¬ á¬ëá«¥.

�¯à¥¤¥«¨¬ ­¥ª®â®àë¥ â¨¯ë ¯®«ã£àã¯¯, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¨ ®¯¨á ­¨¨ IdNC-
¯®«ã£àã¯¯.

T¨¯ 1. �®«ã£àã¯¯  S ¥áâì 3-­¨«ì¯®â¥­â­ ï, S2 = fc; 0g, a2 = 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® a 2 S n S2 ¨
S2 ï¢«ï¥âáï 2-áâï­ãâ®©.

T¨¯ 2. �®«ã£àã¯¯  S ¥áâì 3-­¨«ì¯®â¥­â­ ï, S2 = fa2; c; 0g, ¯®¤¯®«ã£àã¯¯  fc; 0g ï¢«ï¥âáï
2-áâï­ãâ®© ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  S n S2 ¨ hx; yi � S2 ¤«ï «î¡ëå ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå ­¥à §-
«®¦¨¬ëå í«¥¬¥­â®¢ x ¨ y, ¨§ ª®â®àëå ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤¨­ ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ í«¥¬¥­â 
a2.

�¨¯ 3. �®«ã£àã¯¯  S ¥áâì  ¬ «ì£ ¬  ¯®«ã£àã¯¯ A ¨ B á ®¡é¥© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© C = A3 =
B2 = fc; 0g, £¤¥ A ¥áâì à §¤ã¢ ­¨¥ æ¨ª«¨ç¥áª®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© ¯®«ã£àã¯¯ë hai ¨­¤¥ªá  4 ­ ¤
®¡à §ãîé¨¬ a, ¯à¨ç¥¬ c = a3, B ¥áâì ­¨«ì¯®â¥­â­ ï Id-¯®«ã£àã¯¯  áâã¯¥­¨ 3 á 1-áâï­ãâ®©
¯®¤¯®«ã£àã¯¯®© C,   ®¯¥à æ¨ï ã¬­®¦¥­¨ï ¢ S á®¢¯ ¤ ¥â ­  A ¨ B á ¨áå®¤­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨
¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ x 2 A nA2 ¨ y 2 B nB2 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® xy; yx 2 C ¨ x2y = yx2 = 0.

T¨¯ 4. �®«ã£àã¯¯  S ¥áâì à §¤ã¢ ­¨¥ æ¨ª«¨ç¥áª®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© ¯®«ã£àã¯¯ë ¨­¤¥ªá  4
­ ¤ ®¡à §ãîé¨¬ í«¥¬¥­â®¬.
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T¨¯ 5. �®«ã£àã¯¯  S ¥áâì à §¤ã¢ ­¨¥ æ¨ª«¨ç¥áª®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© ¯®«ã£àã¯¯ë ¨­¤¥ªá  5
­ ¤ ®¡à §ãîé¨¬ í«¥¬¥­â®¬.

� ¯®¬­¨¬ [1], çâ® Id-¯®«ã£àã¯¯ë | íâ® ¢ â®ç­®áâ¨ ¯®«ã£àã¯¯ë, ¢ ª®â®àëå ¤«ï «î¡ëå
í«¥¬¥­â®¢ x ¨ y cãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  k ¨ r, 2 � k; r � 3, çâ® ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥
xy = xk = yr. � ç áâ­®áâ¨, «î¡ ï Id-¯®«ã£àã¯¯  ï¢«ï¥âáï 3-­¨«ì¯®â¥­â­®©. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®
­¨ ®¤­  ¨§ ¯®«ã£àã¯¯ ãª § ­­ëå ¢ëè¥ â¨¯®¢ 1{5 ­¥ ï¢«ï¥âáï Id-¯®«ã£àã¯¯®©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �¨ª«¨ç¥áª ï ¯®«ã£àã¯¯  S = hai ï¢«ï¥âáï IdNC-¯®«ã£àã¯¯®© â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­  ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®© ¨­¤¥ªá  r ¨ ¯¥à¨®¤  m ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«­¥­® ®¤­®

¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

1) r � 3, m «î¡®¥;
2) r = 4, m ­¥ç¥â­®¥;
3) r = 5, m ­¥ ¤¥«¨âáï ­  2 ¨ 3.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 ¯à®¢®¤¨âáï áâ ­¤ àâ­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �î¡ ï IdNC-¯®«ã£àã¯¯  ï¢«ï¥âáï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �¨«ì¯®«ã£àã¯¯  ï¢«ï¥âáï IdNC-¯®«ã£àã¯¯®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®-

£¤  ®­  «¨¡® ï¢«ï¥âáï Id-¯®«ã£àã¯¯®©, «¨¡® ï¢«ï¥âáï ¯®«ã£àã¯¯®© ®¤­®£® ¨§ â¨¯®¢ 1{5.

�à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á­ ç «  ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï, çâ® áâã¯¥­ì ­¨«ì¯®â¥­â-
­®áâ¨ «î¡®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© IdNC-¯®«ã£àã¯¯ë ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 5,   § â¥¬ á ãç¥â®¬ â®£®, çâ®
­¨«ì¯®«ã£àã¯¯ , ¢ ª®â®à®© áâã¯¥­¨ ¢á¥å ¥¥ ­¨«ì¯®â¥­â­ëå ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ®£à ­¨ç¥­ë ¢ á®¢®-
ªã¯­®áâ¨, ï¢«ï¥âáï ­¨«ì¯®â¥­â­®© ([8], â¥®à¥¬  3), ¤¥« ¥âáï ¢ë¢®¤ ® 5-­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨ «î¡®©
IdNC-­¨«ì¯®«ã£àã¯¯ë. � «ì­¥©è¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨á¯®«ì§ã¥â áâ ­¤ àâ­ë¥ ª®¬¡¨­ â®à­ë¥
¬¥â®¤ë.

�á­®¢­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ à ¡®âë ï¢«ï¥âáï

�¥®à¥¬ . �®«ã£àã¯¯  S ï¢«ï¥âáï IdNC-¯®«ã£àã¯¯®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«-

­¥­® ®¤­® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:
I. S ¥áâì ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ã­¨¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  á ¬ ªá¨¬ «ì­®© C-¯®¤£àã¯¯®© G â ª®©,

çâ® «î¡ ï á®¡áâ¢¥­­ ï ­¥¬ ªá¨¬ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  H £àã¯¯ë G á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ ¨¤¥ «¨-

§ â®à®¬ I(H) ¢ S,   ¨¤¥ «¨§ â®à I(M) «î¡®© ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¯®¤£àã¯¯ë M ¨§ G ¢ S ¥áâì

æ¨ª«¨ç¥áª ï C-¯®«ã£àã¯¯  ¨ I(M) [ G ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ ¢ S,   ä ªâ®à¯®«ã£àã¯¯  �¨á  S=G
¥áâì «¨¡® Id-¯®«ã£àã¯¯ , «¨¡® ¯®«ã£àã¯¯  ®¤­®£® ¨§ â¨¯®¢ 1{5;

II. S ¥áâì ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï ­¥ã­¨¯®â¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  ¨ «¨¡® S ¥áâì ¯à ¢®á¨­£ã«ïà­ ï

[«¥¢®á¨­£ã«ïà­ ï] á¢ï§ª  ¤¢ãå á¢®¨å ª« áá®¢ ªàãç¥­¨ï Ke, Kf , ¯à¨ç¥¬ KeKf = ffg, KfKe = feg
[KeKf = feg, KfKe = ffg], «¨¡® S ¥áâì 0-¯àï¬®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¯®«ã£àã¯¯, ®¤­  ¨§ ª®â®àëå ¥áâì

Id-¯®«ã£àã¯¯ ,   ª ¦¤ ï ¨§ ®áâ «ì­ëå ï¢«ï¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© ¯®«ã£àã¯¯®© ¨­-

¤¥ªá  r � 3 á ¢­¥è­¥ ¯à¨á®¥¤¨­¥­­ë¬ ­ã«¥¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë ¯à®¢®¤¨âáï áâ ­¤ àâ­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨. �®ª -
§ â¥«ìáâ¢® ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë ¨á¯®«ì§ã¥â â¥®à¥¬ã 2.6 ¨§ [2], ¢ ª®â®à®© ¤ ­® (¢ ­ è¥©
â¥à¬¨­®«®£¨¨) ®¯¨á ­¨¥ IdNC-á¢ï§®ª, ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 ¨ 3 ¨§ [9] ® á¢®©áâ¢ å ª« áá®¢ ªàãç¥­¨ï
¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å ¯®«ã£àã¯¯ (¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¡®«¥¥ ®¡é¨¥ à¥§ã«ìâ âë ®¡ í¯¨£àã¯¯ å ¨§ x 2
à ¡®âë [10]).

� ­¨¦¥á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå á«ãç ïå ¬®¦­® ¤ âì ¡®«¥¥ ¤¥â «ì­®¥ ®¯¨á ­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
IdNC-¯®«ã£àã¯¯.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ S | ã­¨¯®â¥­â­ ï IdNC-¯®«ã£àã¯¯ , G | ¥¥ ­ ¨¡®«ìè ï ¯®¤£àã¯¯  ¨
S=G ï¢«ï¥âáï ¯®«ã£àã¯¯®© â¨¯  4, â® S ï¢«ï¥âáï à §¤ã¢ ­¨¥¬ æ¨ª«¨ç¥áª®© ¯®«ã£àã¯¯ë ¨­¤¥ªá 
4 ¨ ­¥ç¥â­®£® ¯¥à¨®¤  ­ ¤ ®¡à §ãîé¨¬ í«¥¬¥­â®¬.
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�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �á«¨ S | ã­¨¯®â¥­â­ ï INC-¯®«ã£àã¯¯ , G | ¥¥ ­ ¨¡®«ìè ï ¯®¤£àã¯¯  ¨
S=G ï¢«ï¥âáï ¯®«ã£àã¯¯®© â¨¯  5, â® S ï¢«ï¥âáï à §¤ã¢ ­¨¥¬ æ¨ª«¨ç¥áª®© ¯®«ã£àã¯¯ë ¨­¤¥ªá 
5 ¨ ¯¥à¨®¤ , ­¥ ¤¥«ïé¥£®áï ­  2 ¨ 3, ­ ¤ ®¡à §ãîé¨¬ í«¥¬¥­â®¬.

�«¥¤áâ¢¨¥¬ ®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â  áâ âì¨ ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3 ([4]). �®«ã£àã¯¯  S ï¢«ï¥âáï C{¯®«ã£àã¯¯®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

¢ë¯®«­ï¥âáï ®¤­® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

1) S | ¤¢ãåí«¥¬¥­â­ ï ¯®«ã£àã¯¯  ¨¤¥¬¯®â¥­â®¢;
2) S | ¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï C-£àã¯¯ ;
3) S | æ¨ª«¨ç¥áª ï ¯®«ã£àã¯¯  «¨¡® ¨­¤¥ªá  2 ¨ «î¡®£® ¯¥à¨®¤ , «¨¡® ¨­¤¥ªá  3 ¨ ­¥ç¥â-

­®£® ¯¥à¨®¤ ;
4) S | à §¤ã¢ ­¨¥ ª®­¥ç­®© æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ­ ¤ ®¡à §ãîé¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ­¥ª®â®à®©

¥¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¯®¤£àã¯¯ë á ¯®¬®éìî ®¤­®£® í«¥¬¥­â ;
5) S | à §¤ã¢ ­¨¥ ª®­¥ç­®© æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ­ ¤ ®¡à §ãîé¨¬ í«¥¬¥­â®¬ á ¯®¬®éìî

¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢;
6) S | à §¤ã¢ ­¨¥ ª®­¥ç­®© æ¨ª«¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ­ ¤ ¤¢ã¬ï ¥¥ à §«¨ç­ë¬¨ ®¡à §ãîé¨¬¨

í«¥¬¥­â ¬¨ á ¯®¬®éìî ®¤­®£® í«¥¬¥­â ;
7) S = ha; bi, £¤¥ a, b | í«¥¬¥­âë ¨­¤¥ªá  3 ¨ ­¥ç¥â­®£® ¯¥à¨®¤  m, ak = bk ¯à¨ k � 2 ¨

ab; ba 2 fa2; am+2g.

� § ª«îç¥­¨¥ § ¬¥â¨¬, çâ® IdNC-¯®«ã£àã¯¯  ­¥ á®¤¥à¦¨â ¢ ª ç¥áâ¢¥ á®¡áâ¢¥­­®© ¯®¤¯®«ã-
£àã¯¯ë ª¢ §¨æ¨ª«¨ç¥áªãî p-£àã¯¯ã ­¨ ¤«ï ª ª®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, à §¤ã-
¢ ­¨¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ¨§ [5] ­ ¤ «î¡ë¬ ®¡à §ãîé¨¬ ¥¥ ­¥ª®â®à®© ¬ ªá¨¬ «ì­®© æ¨ª«¨-
ç¥áª®© ¯®¤£àã¯¯ë ¤ ¥â IdNC-¯®«ã£àã¯¯ã.

�¢â®àë £«ã¡®ª® ¡« £®¤ à­ë à¥æ¥­§¥­âã §  àï¤ ¯®«¥§­ëå ¯à¥¤«®¦¥­¨© ¯® ã«ãçè¥­¨î ¯¥à-
¢®­ ç «ì­®£® â¥ªáâ  áâ âì¨.
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