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ПОВТОРНОСТЬ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ В ЭЛЕМЕНТАРНОМ БАЗИСЕ

Аннотация.Доказывается новый критерий бесповторности булевой функции в базисе из конъ-
юнкции, дизъюнкции и отрицания. Устанавливается, что всякая булева функция либо явля-
ется бесповторной, либо обладает множеством из четырех или шести наборов аргументов,
значения на которых доказывают ее повторность. С использованием этого критерия выво-
дится альтернативное доказательство известного критерия Стеценко.
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Abstract. We establish a new criterion for a Boolean function to be read-once over the basis of
conjunction, disjunction, and negation. We prove that each Boolean function is either read-once or
has a set of four or six input vectors such that values of this function on these vectors show that it
is iterated. We use this criterion to deduce an alternative proof of the known Stetsenko criterion.

Keywords: read-once Boolean function, criterion.

Булева функция f(x1, . . . , xn), представимая (не представимая) бесповторной формулой
в элементарном базисе {&,∨,¬} называется бесповторной (повторной). Константы 0 и 1
считаются бесповторными функциями.
Напомним, что булева функция f(x1, . . . , xn) называется монотонной (антимонотон-

ной) по переменной xi, если для любого набора значений оставшихся переменных α1, ..., αi−1,
αi+1, ..., αn выполнено соотношение

f(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) ≤ f(α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn),

(f(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) ≥ f(α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn)).

Функция, монотонная или антимонотонная по всем переменным, называется поляризуемой.

Предложение 1. Любая бесповторная функция представима в виде дерева, во внутрен-
них вершинах которого реализуются чередующиеся конъюнкции и дизъюнкции произволь-
ной арности, а в листьях — тождественные функции и отрицания попарно различных
переменных.

Предложение 2. Множество бесповторных функций замкнуто относительно подста-
новки констант.

Предложение 3. Неполяризуемая функция повторна.
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Преобразованиями обобщенной однотипности называются замена переменной или са-
мой функции на ее отрицание и перестановка переменных. Функции, получаемые друг из
друга конечным числом преобразований обобщенной однотипности, называются обобщенно
однотипными.

Предложение 4. Обобщенно однотипные функции бесповторны одновременно.

Существенная переменная xi функции g(x1, . . . , xm) называется отмеченной, если обе
функции g(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xm) и g(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xm) тождественно не рав-
ны константам и существенно зависят от всех существенных переменных g, кроме xi.
Будем говорить, что функция имеет запретную четверку, если на области ее определения

существуют две пары соседних по одной и той же переменной наборов, на которых функ-
ция совпадает с этой переменной и ее отрицанием соответственно. Заметим, что функция,
не содержащая запретных четверок, является поляризуемой. Будем говорить, что функ-
ция f(x1, . . . , xn) имеет запретную шестерку, если на области ее определения или области
определения какой-либо обобщенно однотипной с ней функции существуют две тройки на-
боров: (0, 0, α3, . . . , αn), (0, 1, α3, . . . , αn), (1, 0, α3, . . . , αn) и (0, 1, β3, . . . , βn), (1, 0, β3, . . . , βn),
(1, 1, β3, . . . , βn), на которых рассматриваемая функция совпадает с дизъюнкцией x1 ∨ x2 и
конъюнкцией x1 · x2 соответственно.
Функциями Стеценко называются функции следующих пяти семейств:

f
(s)
d = x1 · (x2 ∨ x3 · . . . · xs) ∨ x2 · x3 · . . . · xs, s � 3,

f
(s)
t = x1 · x2 · . . . · xs ∨ x1 · x2 · . . . · xs, s � 2,

f (s)
m = x1 · (x2 ∨ . . . ∨ xs) ∨ x2 · . . . · xs, s � 3,
f4 = x1 · (x2 ∨ x3) ∨ x3 · x4,

f5 = x1 · (x3 · x4 ∨ x5) ∨ x2 · (x3 ∨ x4 · x5).

Рассмотрим следующие свойства.

Свойство 1. Функция f(x1, . . . , xn) повторна.

Свойство 2. Из функции f(x1, . . . , xn) подстановкой констант можно получить функ-
цию, обладающую отмеченной переменной.

Свойство 3. Из функции f(x1, . . . , xn) подстановкой констант можно получить функ-
цию, обобщенно однотипную с некоторой функцией Cтеценко.

Свойство 4. У функции f(x1, . . . , xn) имеется запретная четверка или запретная ше-
стерка.

Здесь и далее считаем, что функция f также может быть получена из себя самой под-
становкой констант.
Теорема Субботовской ([1]). Свойства 1 и 2 эквивалентны.
Теорема Стеценко ([2]). Свойства 2 и 3 эквивалентны.
Отметим, что следующие четыре утверждения доказываются тривиально.

Утверждение 1. Всякая функция Стеценко имеет отмеченную переменную: (3) ⇒ (2).

Утверждение 2. Всякая функция, обладающая отмеченной переменной, повторна: (2) ⇒
(1).

Утверждение 3. Всякая функция Стеценко имеет запретную четверку либо запретную
шестерку : (3) ⇒ (4).
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Утверждение 4. Всякая функция, имеющая запретную четверку либо запретную ше-
стерку, повторна: (4) ⇒ (1).
Из теоремы Субботовской, теоремы Стеценко и утверждений 3, 4 вытекает эквивалент-

ность свойств 1, 2, 3 и 4.
В работе предложен обходной вариант доказательства теоремы Стеценко путем доказа-

тельства справедливости импликаций (1), (2) ⇒ (4) и (4) ⇒ (3). Справедливость теоремы
Субботовской при этом предполагается известной.

Символом fx
σ будем обозначать функцию, получаемую из f подстановкой константы σ

на место переменной x. Вообще, функции, получаемые из f подстановками констант на
места каких-либо переменных, будем называть подфункциями функции f . Функция f также
считается своей подфункцией, в отличие от всех остальных — собственных подфункций.
Однозначность представления бесповторных функций деревьями, упомянутого в предло-

жении 1, была доказана В.А. Гурвичем [3]: для любой пары существенных переменных xi, xj

из бесповторной функции f подстановкой констант на места остальных переменных можно
получить либо конъюнкцию xi · xj, либо дизъюнкцию xi ∨ xj , но не обе эти функции, при
этом сама функция f однозначно определяется множеством ее существенных переменных
и информацией о наличии всевозможных подфункций вида xi · xj и xi ∨ xj.
Связь между бесповторными функциями различного числа переменных обсуждалась в

работе [4], а однозначное представление бесповторных функций в более широких базисах
получено в [5].
Лемма 1. Для поляризуемой повторной функции можно найти шесть наборов, доказы-
вающих ее повторность.
Из леммы 1 (без использования теоремы Стеценко) вытекает

Теорема 1. Всякая повторная функция имеет запретную четверку или запретную ше-
стерку : (1), (2) ⇒ (4).
Перейдем к импликации (4) ⇒ (3). Справедливы следующие утверждения.

Лемма 2. Пусть функция f имеет запретную четверку по переменной x и все ее соб-
ственные подфункции бесповторны. Пусть каждая из остальных переменных либо мо-
нотонна, либо антимонотонна. Тогда f обобщенно однотипна с функцией f

(3)
d из первого

семейства Стеценко.
Лемма 3. Пусть функция f имеет запретную четверку по переменной x и все ее соб-
ственные подфункции бесповторны. Пусть переменная z функции f не является ни моно-
тонной, ни антимонотонной. Тогда f обобщенно однотипна с одной из функций f

(s)
d или

f
(s)
t из первого или второго семейства Стеценко соответственно.
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Теорема 2. Всякая функция, имеющая запретную четверку, обладает подфункцией, обоб-
щенно однотипной с некоторой функцией первого или второго семейства Стеценко, т. е.
с f

(s)
d или f

(s)
t .

Доказательство теоремы 2 вытекает из лемм 2 и 3.
Рассмотрим теперь функцию g(x, y, z1, . . . , zl) без запретной четверки, обладающую един-

ственной запретной шестеркой вида
g(0, 0, α1 , . . . , αl) = 0, g(1, 1, α1, . . . , αl) = 1,
g(1, 0, α1 , . . . , αl) = 1, g(0, 1, α1, . . . , αl) = 0,
g(0, 1, α1 , . . . , αl) = 1, g(1, 0, α1, . . . , αl) = 0.

Она поляризуема, а следовательно, может рассматриваться как монотонная (воспользовав-
шись преобразованиями обобщенной однотипности, этого всегда можно добиться).
Введем дискретную функцию F : {0, 1}l → {0, 1, x, y, x∨y, x ·y} по правилу F (β1, . . . , βl) =

g(x, y, β1, . . . , βl). При этом F (α1, . . . , αl) = x∨y, F (α1, . . . , αl) = x ·y, на остальных наборах
F (β1, . . . , βl) ∈ {0, 1, x, y}. Тогда F можно рассматривать как монотонное отображение пе-
ременных z1, . . . , zl, где l � 1, в частичный шестиэлементный порядок монотонных функций
двух переменных 0 < x · y < x, y < x ∨ y < 1 по правилу

Лемма 4. Пусть f обладает запретной шестеркой и монотонна, а все ее собственные
подфункции бесповторны. Пусть F (0, . . . , 0) = x ·y и F (1, . . . , 1) = x∨y. Тогда f обобщенно
однотипна с некоторой функцией третьего либо четвертого семейства Стеценко, т. е.
с f

(s)
m при s ≥ 3 либо с f4.

Лемма 5. Пусть f обладает запретной шестеркой и монотонна, а все ее собственные
подфункции бесповторны. Пусть F (0, . . . , 0) = 0 и F (1, . . . , 1) = 1, а на промежуточных
наборах F принимает значения x · y и x ∨ y и, возможно, 0, 1, x и y. Тогда f обобщенно
однотипна с некоторой функцией третьего либо пятого семейства Стеценко, т. е. с f

(s)
m

при s ≥ 3 либо с f5.

Доказательство. Так как все собственные подфункции f бесповторны, то F принимает
каждое из значений x · y и x ∨ y ровно на одном наборе, причем эти два набора проти-
воположны. Рассмотрим интервалы булева куба между этими наборами и наборами 0, 1.
Функция F обладает на этих интервалах следующими свойствами:

— на нижнем левом подкубе (от 0 до x·y) функция F равна нулю всюду, кроме верхней
точки, в которой она принимает значение x · y;

— на верхнем правом подкубе (от x ∨ y до 1) функция F равна единице всюду, кроме
нижней точки, в которой она принимает значение x ∨ y;
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— на верхнем левом подкубе (от x ·y до 1) в нижней точке, и только в ней, функция F
равна x ·y, а в промежуточных точках F принимает значения из множества {x, y, 1}.
Из строения рассматриваемого частично упорядоченного множества следует, что
на данном подкубе есть антицепи верхних x и верхних y (в объединении также
образующие антицепь), везде под ними реализуются только x и y соответственно.
Во всех остальных точках функция F равна единице;

— на нижнем правом подкубе (от 0 до x∨y) в верхней точке, и только в ней, функция F
равна x∨y, в промежуточных точках — {x, y, 0}. Аналогично предыдущему пункту,
на этом подкубе есть антицепи нижних x, нижних y, везде над ними реализуются
только x и y соответственно. Во всех остальных точках функция F равна нулю.

Уточним строение верхнего левого и нижнего правого подкубов. Пусть z∨ij, i, j = 1, 2, 3,
— дизъюнкции различных групп переменных zij , содержащих по kij � 0, i, j = 1, 2, 3,
переменных соответственно; z&

ij , i, j = 1, 2, 3, — конъюнкции тех же групп переменных zij .
На исследуемых подкубах реализуются функции соответственно

(x ∨ z∨11 ∨ z∨12 ∨ z∨13) · (y ∨ z∨21 ∨ z∨22 ∨ z∨23) ∨ z∨31 ∨ z∨32 ∨ z∨33,

(x · z&
11 · z&

21 · z&
31 ∨ y · z&

12 · z&
22 · z&

32) · z&
13 · z&

23 · z&
33.

Выясним конкретный вид этих функций, подставляя константы вместо x, y в f .
Подставим вначале x = 0. Предположим, что k11 = k12 = k13 = 0. Тогда функции на

рассматриваемых подкубах равны соответственно

z∨31 ∨ z∨32 ∨ z∨33,

y · z&
22 · z&

32 · z&
23 · z&

33.

Таким образом, подфункция функции f , получаемая подстановкой x = 0, обладает под-
функциями z∨32 ∨ z∨33 и z&

32&z&
33. С другой стороны, эта подфункция бесповторна и, следова-

тельно, не имеет запретных шестерок. Следовательно, общее число переменных в множе-
ствах z32 и z33 не превосходит 1: k32 + k33 ≤ 1. В случае же k11 + k12 + k13 > 0 с помощью
аналогичных рассуждений получаем k33 = k32 = k23 = k22 = 0 и k12 + k13 � 1.
Три остальные подстановки приводят к следующим результатам:
— при y = 0, если k21 = k22 = k23 = 0, то k31 + k33 � 1; если же k21 + k22 + k23 > 0, то

k33 = k31 = k13 = k11 = 0 и k21 + k23 � 1;
— при x = 1, если k11 = k21 = k31 = 0, то k23 + k33 � 1; если же k11 + k21 + k31 > 0, то

k33 = k32 = k23 = k22 = 0 и k21 + k31 � 1;
— при y = 1, если k12 = k22 = k32 = 0, то k13 + k33 � 1; если же k12 + k22 + k32 > 0, то

k33 = k31 = k13 = k11 = 0 и k12 + k32 � 1.
Лишь четыре группы переменных могут быть одновременно отличными от нуля: k33 = 1;

k12 � 1, k21 � 1 и k12 + k21 > 0; k11, k13 � 1, k31 � 1; k22, k23 � 1, k32 � 1. Изучение
порождаемых ими функций приводит к следующему результату.

Теорема 3. Всякая поляризуемая функция, имеющая запретную шестерку, обладает под-
функцией, обобщенно однотипной с некоторой функцией третьего, четвертого или пято-
го семейства Стеценко, т. е. с f

(s)
m , f4 или f5.

Доказательство теоремы 3 вытекает из лемм 4 и 5.

Теорема 4. Всякая функция, имеющая запретную четверку или запретную шестерку,
обладает подфункцией, обобщенно однотипной с некоторой функцией Стеценко: (4) ⇒ (3).

Доказательство теоремы 4 следует из теорем 2 и 3.
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