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� áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç  ç¨á«¥®£® ®áà¥¤¥¨ï í««¨¯â¨ç¥áª®£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢-
¥¨ï ¢¨¤ 

�rT (K(x; y)ru) +Q = 0; x; y 2 [0; 1]; (1)

á ¡ëáâà® ®áæ¨««¨àãîé¨¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬ K(x; y). �¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¥ ç¨á«¥®¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢-
¥¨© ¢¨¤  (1) ( ¯à., ¬¥â®¤®¬ ª®¥çëå à §®áâ¥© ¨«¨ ¬¥â®¤®¬ ª®¥çëå í«¥¬¥â®¢) âà¥¡ã¥â
§ ç¨â¥«ìëå ¢ëç¨á«¨â¥«ìëå § âà â, ¯®áª®«ìªã ¯à¥¤¯®« £ ¥â ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ à áç¥â®© á¥âª¨
®ç¥ì ¬ «®£® è £ .

� ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥áâë¬ áà¥¤¨ ¬¥â®¤®¢ ç¨á«¥®£® ®áà¥¤¥¨ï ï¢«ï¥âáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ¬¥â®¤
®áà¥¤¥¨ï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨å áà¥¤, ¯à¥¤«®¦¥ë© �.�. � å¢ «®¢ë¬ [1]. � íâ®¬ ¬¥â®¤¥ ¢ë¢®¤ïâáï
á®®â®è¥¨ï, á¢ï§ë¢ îé¨¥ ¤¢  ¬ áèâ ¡  | ¬¨ªà® ¨ ¬ ªà®, ¤«ï ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ ¢¨¤  L"u" = f",
£¤¥ " | ¬ «ë© ¯ à ¬¥âà â ª®©, çâ® u" ! u ¯à¨ "! 0, u | ®áà¥¤¥®¥ à¥è¥¨¥. � ¤ ç  ®áà¥¤-
¥¨ï § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ®¡ë  ©â¨ â ª¨¥ L ¨ f , çâ®¡ë u ã¤®¢«¥â¢®àï«® ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ã
ãà ¢¥¨î Lu = f .

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¬¥â®¤ ®áà¥¤¥¨ï, ®á®¢ ë©   ¬®£®¬ áèâ ¡®¬   «¨§¥
á ¢¥©¢«¥â ¯à®¥ªæ¨¥© ¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ¤¨áªà¥â®£® ®¯¥à â®à .

1. �¥©¢«¥â-®áà¥¤¥¨¥   ®á®¢¥ ¬¥â®¤  ª®¥çëå í«¥¬¥â®¢

� ®¤®¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¢¥©¢«¥â ¬¨ ¨ ¬ áèâ ¡¨àãîé¨¬¨ äãªæ¨ï¬¨  §ë¢ îâáï äãªæ¨¨,
®¡à §ãîé¨¥ ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L2(R) ¨ ¯®«ãç ¥¬ë¥ á¤¢¨£®¬ ¨ á¦ â¨¥¬ ®¤®© äãªæ¨¨ �j;k(x) =
2j=2�(2jx � k),  j;k(x) = 2j=2 (2jx � k), j; k 2 Z, £¤¥ Z | ¯à®áâà áâ¢® æ¥«ëå ç¨á¥«,  ¨ � |
á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢¥©¢«¥â ¨ ¬ áèâ ¡¨àãîé ï äãªæ¨ï ®¤®¬¥à®£® ¡ §¨á  �  à :

 (x) =

(
1; x 2 [0; 1=2);

�1; x 2 [1=2; 1];
�(x) =

(
1; x 2 [0; 1];

0; x =2 [0; 1]:

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©
(¯à®¥ªâ ò07-01-96069-à ãà « a) ¨ £à â  ¬®«®¤ëå ãç¥ëå �à «ìáª®£® ®â¤¥«¥¨ï �®áá¨©áª®©  ª ¤¥¬¨¨
 ãª.
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�¢ã¬¥àë© ¢¥©¢«¥â-¡ §¨á ®¡à §ã¥âáï §  áç¥â äãªæ¨© ®¤®¬¥à®£® ¡ §¨á . � áá¬®âà¨¬ ¯à®-
áâà áâ¢® L2([0; 1] � [0; 1]). �¢¥¤¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¢«®¦¥ëå ¯à®áâà áâ¢

Vj = spanf�j;k1 
 �j;k2 ; ki 2 Zg;

Wj = spanf j;k3 
 �j;k4 ; �j;k5 
  j;k6 ;  j;k7 
  j;k8 ; ki 2 Zg;

£¤¥ á¨¬¢®« 
 ®§ ç ¥â ®¯¥à æ¨î â¥§®à®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï äãªæ¨© ®¤®¬¥à®£® ¡ §¨á  �  à 
 j;ki 
  j;kl(x; y) =  j;ki(x) j;kl(y).

� ¤¢ã¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¢¥©¢«¥â-¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ä®à¬¨àã¥âáï ¨§ ç¥âëà¥å ®¯¥à â®à®¢ ¯à®¥ªæ¨©
(¡®«¥¥ ¯®¤à®¡® ® ¤¢ã¬¥à®¬ ¢¥©¢«¥â-¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ á¬. [2]):

Wj =

0
BB@
P
Q1

Q2

Q3

1
CCA ;

P : Vj 
 Vj �! Vj�1 
 Vj�1;

Q1 : Vj 
 Vj �! Vj�1 
Wj�1;

Q2 : Vj 
 Vj �! Wj�1 
 Vj�1;

Q3 : Vj 
 Vj �!Wj�1 
Wj�1:

�¯¥à â®àë P, Q1, Q2, Q3 á®áâ®ïâ ¨§ ¤¢ãå ¡«®ª®¢ | ®¤¨ ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¯® ª®®à¤¨ â¥ x, ¢â®à®©
¯® ª®®à¤¨ â¥ y: P = PxPy, Q1 = PxQy, Q2 = QxPy, Q3 = QxQy.

�à®áâà áâ¢® Vj ®â¢¥ç ¥â §  ®áà¥¤¥ë¥ ¢¥«¨ç¨ë, ¯à®áâà áâ¢® Wj á®¤¥à¦¨â ¨ä®à¬ -
æ¨î ® ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¤¢ãå  ¯à ¢«¥¨© ¨ ãâ®çïîéãî ¨ä®à¬ æ¨î. �à¥®¡à §®¢ ¨¥Wj ï¢«ï¥âáï
®àâ®£® «ìë¬.

�¨áªà¥â¨§¨àã¥¬ ãà ¢¥¨¥ (1) ¬¥â®¤®¬ ª®¥çëå í«¥¬¥â®¢ (���)   á¥âª¥ á «¨¥©ë¬¨
¡ §¨áë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¨ âà¥ã£®«ìë¬¨ ª®¥çë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® § ¤ ë
ªà ¥¢ë¥ ãá«®¢¨ï �¨à¨å«¥ ¨«¨ �¥©¬  . � à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ��� ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨-
¥©ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢¥¨©

Au = b; A = (aik); b = (bi); u = (ui); i; k = 1 : : : 2j ; (2)

£¤¥ ¬ âà¨æ  A á¨¬¬¥âà¨ç  ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ .
�à¨¬¥¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ Wj ª á¨áâ¥¬¥ (2), ¯®«ãç¨¬ (¨¤¥ªáë j ¨ j � 1 ®¯ãé¥ë)

WAWTWu =Wb;0
BB@
P
Q1

Q2

Q3

1
CCAA(PTQT

1Q
T
2Q

T
3 )

0
BB@
uc

ud1
ud2
ud3

1
CCA =

0
BB@
bc

bd1
bd2
bd3

1
CCA :

�¢®¤ï ®¡®§ ç¥¨ï

M11 =

0
@Q1AQ

T
1 Q1AQ

T
2 Q1AQ

T
3

Q2AQ
T
1 Q2AQ

T
2 Q2AQ

T
3

Q3AQ
T
1 Q3AQ

T
2 Q3AQ

T
3

1
A ; M12 =

0
@Q1AP

T

Q2AP
T

Q3AP
T

1
A ; u1 =

0
@ud1ud2
ud3

1
A ; b1 =

0
@bd1bd2
bd3

1
A ;

u2 = uc, b2 = bc ¨ c ãç¥â®¬ â®£®, çâ® M21 =MT
12, ¯¥à¥¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã ¢ ¢¨¤¥�

M11 M12

M21 M22

��
u1
u2

�
=
�
b1
b2

�
:

�®àï¤®ª ¯®«ãç¥®© á¨áâ¥¬ë á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®àï¤ª®¬ ¨áå®¤®© á¨áâ¥¬ë. �ëà §¨¢ u1 ¨§ ¯¥à¢®£®
ãà ¢¥¨ï ¨ ¯®¤áâ ¢¨¢ ¥£® ¢® ¢â®à®¥, ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã

Su2 = b; (3)

£¤¥ S| ¤®¯®«¥¨¥�ãà : S =M22�M21M
�1
11 M12, b = b2�M21M

�1
11 b1. � §à¥è¨¢ á®®â®è¥¨e (3),

¯®«ãç ¥¬ à¥è¥¨¥ u2. �¥ªâ®à u2 ¨ ¡ã¤¥â ¨áª®¬ë¬ ®áà¥¤¥ë¬ à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï (1)   ¡®«¥¥
£àã¡®© (¯® áà ¢¥¨î á  ç «ì®©) ª®¥ç®-í«¥¬¥â®© á¥âª¥.
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� ë© ¯®¤å®¤ ¡«¨§®ª ª ¯à®æ¥¤ãà¥ ¨áª«îç¥¨ï ¥¨§¢¥áâëå ¢ ¡«®ç®¬ ¬¥â®¤¥ � ãáá . �â-
«¨ç¨¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¯à®æ¥¤ãà  ¢¥©¢«¥â-¯à¥®¡à §®¢ ¨ï âà¥¡ã¥â ¨§¬¥¥¨ï ¡ §¨á , ª®â®à®¥
¢ë¯®«ï¥âáï ª ¦¤ë© à § ¯¥à¥¤ è £®¬ à¥¤ãªæ¨¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥¨§¢¥áâë¥ ¢ ¯à¨¢¥¤¥®©
á¨áâ¥¬¥ ¥ ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ ¥¨§¢¥áâëå ¨áå®¤®© á¨áâ¥¬ë. � âà¨æ  S á¨áâ¥-
¬ë (3) ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ª®¥ç®-í«¥¬¥â®© ¬ âà¨æë ¦¥áâª®áâ¨ ¨ ®¯¨áë¢ ¥â ®áà¥¤¥ë¥ á¢®©-
áâ¢  ¬ â¥à¨ « , ® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨á¯®«ì§®¢ âì íâã ¬ âà¨æã ¢ ª ç¥áâ¢¥ £àã¡®£® ®¯¥à â®à   
á¥âª¥ ¥ ã¤ ¥âáï. �«£®à¨â¬ ¢¥©¢«¥â-®áà¥¤¥¨ï, ¯à¨¬¥¥ë© ª á¨áâ¥¬¥ (2), ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì
®áà¥¤¥ë¥ ¯®«ï à¥è¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï (1).

�«ï ¯®¢ëè¥¨ï íää¥ªâ¨¢®áâ¨ ¢¥©¢«¥â-®áà¥¤¥¨ï á«¥¤ã¥â ãç¨âë¢ âì â ª¨¥ á¢®©áâ¢  ¬ -
âà¨æ, ¢®§¨ª îé¨å ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï, ª ª à §à¥¦¥®áâì ¨ ã¡ë¢ ¨¥ í«¥¬¥â®¢ ¬ -
âà¨æ ¯® ¬¥à¥ ã¤ «¥¨ï ®â £« ¢®© ¤¨ £® «¨ [2].

2. �ëç¨á«¥¨¥ íää¥ªâ¨¢ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª

�«ï ¢ëç¨á«¥¨ï íää¥ªâ¨¢®£® ª®íää¨æ¨¥â  ¨á¯®«ì§ã¥¬ ®áà¥¤¥®¥ à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë (3)
¯® á«¥¤ãîé¥¬ã  «£®à¨â¬ã. �¯¨è¥¬ ¥£®   ¯à¨¬¥à¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®íää¨æ¨¥â  ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨
¬ â¥à¨ « . �ää¥ªâ¨¢ë© ª®íää¨æ¨¥â ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ ¢ ãá«®¢¨ïå ¢ë¯®«¥¨ï § ª®  � àá¨
®¯à¥¤¥«ï¥âáï   ®á®¢¥ ¢¥©¢«¥â-®áà¥¤¥¨ï ¨ à¥è¥¨ï ¬¥â®¤®¬ ª®¥çëå í«¥¬¥â®¢ ¤¢ã¬¥à®©
§ ¤ ç¨ ä¨«ìâà æ¨¨ ¦¨¤ª®áâ¨, ®¯¨áë¢ ¥¬®© ãà ¢¥¨¥¬

�rT (K(x; y)rp) +Q = 0; (4)

¢  áëé¥®© ¯®à¨áâ®© ¥®¤®à®¤®© áà¥¤¥ á® á«¥¤ãîé¨¬¨ £à ¨çë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨:   ®¤®©
£à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ § ¤ ® ãá«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  ã«î ¤ ¢«¥¨ï pjx=0 = 0,   ¯à®â¨¢®¯®«®¦®© £à ¨-
æ¥ § ¤   ª®¬¯®¥â  x ¢¥ªâ®à  áª®à®áâ¨ ä¨«ìâà æ¨¨K(x; y) @p

@x

��
x=1

= v0,   ®áâ ¢è¥©áï £à ¨æ¥
§ ¤ ® ãá«®¢¨¥ ¥¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ £à ¨æë (¯®â®ª ç¥à¥§ £à ¨æã à ¢¥ ã«î) @p

@y

��
y=0;y=1

= 0.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ pwij ®áà¥¤¥®¥ á ¯®¬®éìî ¢¥©¢«¥â-¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¯®«¥ ¤ ¢«¥¨ï ¢ ã§«¥

á¥âª¨ (xi; yj). �ää¥ªâ¨¢ë© ª®íää¨æ¨¥â ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ à ááç¨âë¢ «áï ª ª áà¥¤¥¥ § ç¥¨¥
¯® ¢á¥¬ ã§« ¬ (N | ç¨á«® ã§«®¢)

Kw
x =

1
N

X
i

X
j

K ij
x ; K ij

x = �
v0xi
pwij

:

� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à ®áà¥¤¥¨ï â¥§®à  ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ ¢ ¤¢ã¬¥à®© § ¤ ç¥ ä¨«ìâà æ¨¨ (4)
¤«ï á«ãç ©®£®  ç «ì®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨. �ãáâì â¥§®à ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ ¨¬¥¥â
¢¨¤ K(x) = d(x) ( 1 0

0 1 ), £¤¥ ¢¥«¨ç¨  d(x) ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© § ª® à á¯à¥¤¥«¥¨ï: d = z� ln(a),
z | á«ãç ©® à á¯à¥¤¥«¥ ï ¢¥«¨ç¨    ¨â¥à¢ «¥ (0; 1) ¨ ¢¥«¨ç¨  d(x) ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï
ªãá®ç®-¯®áâ®ï®©   ª®¥ç®¬ í«¥¬¥â¥. �«ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï â ª®£® ¢¨¤  ¨§¢¥áâ® [3], çâ®
§ ç¥¨¥ íää¥ªâ¨¢®£® ª®íää¨æ¨¥â  ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ áà¥¤-
¥¥ § ç¥¨© à á¯à¥¤¥«¥¨ï. �à ¢¥¨¥ íää¥ªâ¨¢®£® ª®íää¨æ¨¥â  ¯à®¨æ ¥¬®áâ¨ ¤«ï á«ã-
ç ©®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ à¥§ã«ìâ âë ¬®¤¥«¨à®¢ ¨ï ¤«ï § ç¥¨© a = 2, a = 5 ¨ a = 10  
á¥âª¥ 128� 128 ã§«®¢ ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ â ¡«¨æ¥.

� ¡«¨æ 
a Kmax Kmin � Ka Kh Kg Kw

2 255.87 1.00 4.45 2.57 1.6 2 2.07
5 6:06e + 6 1.00 67936.3 992.47 2.59 4.95 5.13
10 2:5e + 10 1.00 2:01e + 8 2:21e + 6 3.29 9.86 9.5

� ¯¥à¢®¬{âà¥âì¥¬ áâ®«¡æ å ¤ ë áâ â¨áâ¨ç¥áª¨¥ ¤ ë¥ ®  ç «ì®¬ à á¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯à®¨-
æ ¥¬®áâ¨ | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ Kmax, ¬¨¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ Kmin, áà¥¤¥ª¢ ¤à â¨ç¥áª®¥
®âª«®¥¨¥ �. � ç¥â¢¥àâ®¬{á¥¤ì¬®¬ áâ®«¡æ å ¯®ª § ë á®®â¢¥âáâ¢¥®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥ áà¥¤-
¥¥ Ka, £ à¬®¨ç¥áª®¥ áà¥¤¥¥ Kh, £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ áà¥¤¥¥ Kg ¨ § ç¥¨¥ Kw, ¯®«ãç¥®¥ á
¯®¬®éìî ¢¥©¢«¥â-®áà¥¤¥¨ï.
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�ç¥¢¨¤®, à¥§ã«ìâ âë ¬®¤¥«¨à®¢ ¨ï ¡«¨§ª¨ ª £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ áà¥¤¨¬ | ®â®á¨â¥«ì ï
¯®£à¥è®áâì jKg�Kwj

Kg à ¢  3:5%, 3:6%, 3:7% ¤«ï à §ëå a. �à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥ ¨ £ à¬®¨ç¥áª®¥
áà¥¤¨¥ ¤ îâ  áâ®«ìª® è¨à®ª¨© ¨â¥à¢ « ®æ¥®ª, çâ® ¨å ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ¥ ¨¬¥¥â á¬ëá« . � -
¬¥â¨¬, çâ® ¨§¢¥áâë¥   «¨â¨ç¥áª¨¥ ®æ¥ª¨ � è¨ {�âà¨ª¬   [4] ¤«ï íää¥ªâ¨¢ëå á¢®©áâ¢
¬ â¥à¨ « ,   â ª¦¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨© ¬¥â®¤ ®áà¥¤¥¨ï [1] ¥ ¯à¨¬¥¨¬ë ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥.
�àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ¢¥©¢«¥â-¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¬®¦®  ©â¨ ¢ [5].

� à ¡®â¥ ¯à®¢¥¤¥® ¯®áâà®¥¨¥ ¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¬¥â®¤  ®áà¥¤¥¨ï, ®á®¢ ®£®   ¬®£®-
¬ áèâ ¡®¬   «¨§¥ á ¢¥©¢«¥â-¯à®¥ªæ¨¥© ¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à .
�®ª § ®, çâ® ¢¥©¢«¥â-¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ á®§¤ ¥â ¯¥àá¯¥ªâ¨¢®¥ áà¥¤áâ¢® ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¨ à¥è¥¨ï
ãà ¢¥¨©, ®¯¨áë¢ îé¨å ¯à®æ¥ááë ¢ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ¬ áèâ ¡®¢ ¨ ¯®§¢®«ïîâ à ¡®â âì á
¨ä®à¬ æ¨¥© (á£« ¦¨¢ ¨¥, ®áà¥¤¥¨¥) ¡¥§ ¯®â¥à¨ § ç¨¬ëå í«¥¬¥â®¢. �¥©¢«¥â-®áà¥¤¥¨¥
â ª¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ® ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ íää¥ªâ¨¢ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª ª®¬¯®§¨æ¨®ëå
¬ â¥à¨ «®¢ (®áà¥¤¥¨¥ ã¯àã£¨å ¬®¤ã«¥© ª®¬¯®§¨æ¨®®© áà¥¤ë, â¥¯«®¢ëå ¨ ä¨«ìâà æ¨®ëå
å à ªâ¥à¨áâ¨ª).
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