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1. � áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç  ® á®¡áâ¢¥­­ëå ¯®¢¥àå­®áâ­ëå ¢®«­ å æ¨«¨­¤à¨ç¥áª®£® ¤¨í«¥ª-
âà¨ç¥áª®£® á« ¡®­ ¯à ¢«ïîé¥£® ¢®«­®¢®¤  [1], [2]. � â¥¬ â¨ç¥áª ï ¯®áâ ­®¢ª  íâ®© § ¤ ç¨
(á¬., ­ ¯à., [1], [2]) á¢®¤¨âáï ª ®âëáª ­¨î â ª¨å §­ ç¥­¨© ¯ à ¬¥âà  �, � 6= q2, ¯à¨ ª®â®àëå
áãé¥áâ¢ãîâ ã¡ë¢ îé¨¥ ­  ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¥ à¥è¥­¨ï u ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© § ¤ -
ç¨

�u+ (qi � �)u = 0; x 2 
i; i = 1; 2; [u]x = 0;
�
@u

@�

�
x

= 0; x 2 �1: (1)

�¤¥áì qi = k2
0
n2i , i = 1; 2, k0 > 0, n1 > n2 > 0, k2

0
= !2"0�0, £¤¥ n1 ¨ n2 | ¯®ª § â¥«¨ ¯à¥«®¬«¥­¨ï

¢®«­®¢®¤  ¨ ®ªàã¦ îé¥© ¨§®âà®¯­®© áà¥¤ë, "0 | í«¥ªâà¨ç¥áª ï ¯®áâ®ï­­ ï, �0 | ¬ £­¨â­ ï
¯®áâ®ï­­ ï, ! | § ¤ ­­ ï ç áâ®â  í«¥ªâà®¬ £­¨â­ëå ª®«¥¡ ­¨©, � = �2, � | ¯à®¤®«ì­ ï
¯®áâ®ï­­ ï à á¯à®áâà ­¥­¨ï, @u=@� | ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ¢­¥è­¥© ­®à¬ «¨ ª £à ­¨æ¥ �1 ®¡« áâ¨

1 ­  ¯«®áª®áâ¨ R2 , 
2 = R

2 n 
1, [v]x | áª ç®ª äã­ªæ¨¨ v ¢ â®çª¥ x 2 �1 ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ç¥à¥§
ª®­âãà �1, � | ®¯¥à â®à � ¯« á .

� ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨å à ¡®â å  ¢â®à®¢ [3], [4] ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï � ¤¨ä-
ä¥à¥­æ¨ «ì­®© § ¤ ç¨ ¬®£ãâ áãé¥áâ¢®¢ âì «¨èì ¢ ¨­â¥à¢ «¥ (q2; q1). �®ª § ­® â ª¦¥, çâ® íâ 
§ ¤ ç  ¨¬¥¥â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­® ¯à®áâ®¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥, ª®â®à®¬ã ®â¢¥-
ç ¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï á®¡áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨áå®¤­ ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï § ¤ ç  ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¢ íª¢¨¢ «¥­â­®¬ ¢¨-
¤¥ ª ª ¢ à¨ æ¨®­­ ï ­  á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¢ ¨­â¥à¢ «¥ (q2; q1). � ¯®¬®éìî ¢ à¨ æ¨®­­®©
¯®áâ ­®¢ª¨ ¯®«ãç¥­ë ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ m,
m � 1, á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¨áå®¤­®© § ¤ ç¨ (â¥®à¥¬  1), ãáâ ­®¢«¥­ à¥§ã«ìâ â áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï
à®¢­® m á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© § ¤ ç¨ (â¥®à¥¬  2). �à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¢ à¨ æ¨®­­®© § ¤ ç¨ ­ 
á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¬¥â®¤¨ª , à §à ¡®â ­­ ï ¢ [5]. � ª á«¥¤áâ¢¨ï ®¡é¨å ¤®áâ -
â®ç­ëå ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 ¯à¥¤«®¦¥­ë ã¯à®é¥­­ë¥ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, £ à ­â¨àãîé¨¥
áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ § ¤ ­­®£® ç¨á«  á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ¨áå®¤­®© § ¤ ç¨ (á«¥¤áâ¢¨ï 1 ¨ 2), ª®â®-
àë¥ áà ¢­¨â¥«ì­® ¯à®áâ® ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ­  ¯à ªâ¨ª¥ ¯à¨ ®æ¥­ª¥ ª®«¨ç¥áâ¢  á®¡áâ¢¥­­ëå
§­ ç¥­¨©.

2. � ¤ «ì­¥©è¥¬, ª ª ®¡ëç­®, ç¥à¥§ L2 ¨ W 1

2
®¡®§­ ç îâáï ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  �¥-

¡¥£  ¨ �®¡®«¥¢ .
�ãáâì 
1 | ®£à ­¨ç¥­­ ï ®¡« áâì ­  ¯«®áª®áâ¨ R

2 á ­¥¯à¥àë¢­®© ¯® �¨¯è¨æã £à ­¨æ¥©
�1, R | ç¨á«®¢ ï ¯àï¬ ï. �¡®§­ ç¨¬ V = W 1

2
(R2), H = L2(
1), � = (q2; q1) ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬
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®â®¡à ¦¥­¨ï a : �� V � V ! R ¨ b : H �H ! R ¯® ä®à¬ã« ¬

a(�; u; v) =
2X

i=1

Z
R2

@iu@iv dx+ (�� q2)
Z
R2

uv dx; u; b 2 V; � 2 �;

b(u; v) = (q1 � q2)
Z

1

uv dx; u; v 2 H:

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢ à¨ æ¨®­­ãî ¯®áâ ­®¢ªã § ¤ ç¨ (1): ­ ©â¨ � 2 �, u 2 V n f0g â ª¨¥, çâ®

a(�; u; v) = b(u; v) 8v 2 V: (2)

3. �à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ � 2 � ¢¢¥¤¥¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî § ¤ çã ­  á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï:
­ ©â¨ 
(�) 2 R, u 2 V n f0g â ª¨¥, çâ®

a(�; u; v) = 
(�)b(u; v) 8v 2 V: (3)

� ¤ ç  (3) ¨¬¥¥â áç¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ª®­¥ç­®ªà â­ëå á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨©

k(�), k = 1; 2; : : : , § ­ã¬¥à®¢ ­­ëå ¢ ­¥ã¡ë¢ îé¥¬ ¯®àï¤ª¥ á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨

0 < 
1(�) < 
2(�) � � � � � 
k(�) � � � � ; lim
k!1


k(�) =1:

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ç¨á«® � ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (2) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  � ¥áâì à¥è¥­¨¥ ®¤­®£® ¨§ ãà ¢­¥­¨© 
k(�) = 1, � 2 �, k = 1; 2; : : :

�®®¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨¨ 
i(�), � 2 �, ¢ â®çª å q1 ¨ q2 ¯® ä®à¬ã« ¬


i(q1) = lim
�!q1; �2�


i(�); 
1(q2) = lim
�!q2; �2�


i(�); i = 1; 2; : : :

� ¬¥â¨¬, çâ® äã­ªæ¨¨ 
k(�), � 2 �, k = 1; 2; : : : , ï¢«ïîâáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨ áâà®£® ¢®§à áâ îé¨-
¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨, ¯à¨ç¥¬ 
k(q1) > 1, 
k(q2) � 0, k = 1; 2; : : : , 
1(q2) = 0.

�¥®à¥¬  1. �á«®¢¨¥ 
m(q2) < 1 ¯à¨ m � 1 ¢ë¯®«­ï¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  § -

¤ ç  (2) ¨¬¥¥â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ m ª®­¥ç­®ªà â­ëå á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© �i, i = 1; 2; : : : ;m,
§ ­ã¬¥à®¢ ­­ëå á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨ q1 > �1 > �2 � � � � � �m > q2, ¯à¨ç¥¬ ª ¦¤®¥ ç¨á«® �i
ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ª®à­¥¬ ãà ¢­¥­¨ï 
i(�) = 1, � 2 �, i = 1; 2; : : : ;m.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì m = maxfi : 
i(q2) < 1, i � 1g. �®£¤  § ¤ ç  (2) ¨¬¥¥â à®¢­® m ª®-

­¥ç­®ªà â­ëå á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© �i, i = 1; 2; : : : ;m, § ­ã¬¥à®¢ ­­ëå á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨

q1 > �1 > �2 � � � � � �m > q2. � ªá¨¬ «ì­®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ �1 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬, ¥¬ã

®â¢¥ç ¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï á®¡áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï u1, â. ¥. u1(x) > 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x 2 R2 . �®¡-
áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ui, i = 1; 2; : : : ;m, ®â¢¥ç îé¨¥ á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨ï¬ �i, i = 1; 2; : : : ;m,
¬®¦­® ¢ë¡à âì ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¬¨ ¢ L2(R2):Z

R2

uiuj dx = �ij ; i; j = 1; 2; : : : ;m:

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ 1 ¨ 2 ®¯¨à ¥âáï ­  à¥§ã«ìâ âë à ¡®â [4], [5].

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì 
 = fx : x = (x1; x2) 2 R
2 , (x2

1
+ x2

2
)1=2 < Ag, 
 � 
1, A | ä¨ª-

á¨à®¢ ­­®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®, �i, i = 1; 2; : : : , | § ­ã¬¥à®¢ ­­ë¥ ¢ ¯®àï¤ª¥ ­¥ã¡ë¢ ­¨ï
­ã«¨ ¢á¥å äã­ªæ¨© �¥áá¥«ï Jn(�) ¯¥à¢®£® à®¤  n-£® ¯®àï¤ª  ¯à¨ n = 0; 1; : : : �®£¤  § ¤ -
ç  (2) ¨¬¥¥â m á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© �i, i = 1; 2; : : : ;m, § ­ã¬¥à®¢ ­­ëå á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨
q1 > �1 > �2 � � � � � �m > q2, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥

A2(q1 � q2) > �2m:
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�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì 
 = fx : x = (x1; x2) 2 R
2 , 0 < xi < B, i = 1; 2g, 
 � 
1, B | ä¨ª-

á¨à®¢ ­­®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®, �2k, k = 1; 2; : : : , | § ­ã¬¥à®¢ ­­ ï ¢ ­¥ã¡ë¢ îé¥¬ ¯®àï¤ª¥
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ç¨á¥«, á®áâ ¢«¥­­ ï ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ç¨á¥« ¢¨¤  �2(i2+j2), i; j = 1; 2; : : : �®£¤ 
§ ¤ ç  (2) ¨¬¥¥âm á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© �i, i = 1; 2; : : : ;m, § ­ã¬¥à®¢ ­­ëå á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨
q1 > �1 > �2 � � � � � �m > q2, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥

B2(q1 � q2) > �2m:

�«¥¤áâ¢¨ï 1 ¨ 2 ¢ëâ¥ª îâ ¨§ â¥®à¥¬ 1, 2 ¨ ¢ à¨ æ¨®­­ëå ¯à¨­æ¨¯®¢ ¤«ï á®¡áâ¢¥­­ëå §­ -
ç¥­¨© § ¤ ç¨ (3).
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