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Е.А.СОЗОНТОВА

О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ С НОРМАЛЬНЫМИ
ПРОИЗВОДНЫМИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Аннотация. Исследованы характеристические задачи с нормальными производными для си-
стемы гиперболического типа с двумя независимыми переменными. С помощью метода Рима-
на получены условия разрешимости поставленных задач с точностью до набора произвольных
постоянных.

Ключевые слова: гиперболическая система, характеристическая задача с нормальными про-
изводными, метод Римана.
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В работах [1]–[4] были исследованы характеристические задачи с нормальными произ-
водными для уравнений гиперболического типа на плоскости и в трехмерном пространстве.
В частности, были получены соотношения, устанавливающие связь между нормальными
производными и граничными значениями задачи Гурса. В работе [5] была изучена задача
с производными в граничных условиях для системы уравнений гиперболического типа с
двукратными старшими частными производными. В статье [6] исследовалась характери-
стическая задача с нормальными производными первого порядка для системы уравнений

ux = a(x, y)v,

vy = b(x, y)u
(1)

в области D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1}, a, ay, b, bx ∈ C(D). Были получены условия
однозначной разрешимости поставленной задачи, а также условия, при которых задача
разрешима с точностью до одной или двух произвольных постоянных. В данной работе
исследуется характеристическая задача с нормальными производными второго порядка для
системы уравнений (1), а также характеристическая задача, в которой на характеристиках
задаются линейные комбинации нормальных производных функций u и v до n-го порядка
включительно.
Решение системы (1) класса u, v, ux, vy ∈ C(D) назовем регулярным в D.

Задача 1. Найти функции u и v, являющиеся в области D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1}
регулярным решением системы (1) и удовлетворяющие условиям

c1(y)uxx(x0, y) + c2(y)vxx(x0, y) = n1(y),
d1(x)uyy(x, y0) + d2(x)vyy(x, y0) = n2(x).

(2)

Считаем c1, c2, n1 ∈ C[y0, y1], d1, d2, n2 ∈ C[x0, x1], причем, c2
1 + c2

2 �= 0, d2
1 + d2

2 �= 0.

Далее потребуются формулы общего решения задачи Гурса для системы уравнений (1)
с граничными условиями u(x0, y) = ϕ(y), v(x, y0) = ψ(x), записанные в терминах матрицы
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Римана [7]

u(x, y) = ϕ(y) +
∫ y

y0

r11η(x0, β, x, y)ϕ(β)dβ +
∫ x

x0

r12η(α, y0, x, y)ψ(α)dα,

v(x, y) = ψ(x) +
∫ y

y0

r21ξ(x0, β, x, y)ϕ(β)dβ +
∫ x

x0

r22ξ(α, y0, x, y)ψ(α)dα,

(3)

где rij (i, j = 1, 2) — компоненты матрицы Римана, которые определяются как решения
систем интегральных уравнений

r11(x, y, ξ, η) = 1 −
∫ x

ξ
b(α, y)r12(α, y, ξ, η)dα,

r12(x, y, ξ, η) = −
∫ y

η
a(x, β)r11(x, β, ξ, η)dβ;

(4)

r21(x, y, ξ, η) = −
∫ x

ξ
b(α, y)r22(α, y, ξ, η)dα,

r22(x, y, ξ, η) = 1 −
∫ y

η
a(x, β)r21(x, β, ξ, η)dβ.

(5)

Вычислим uyy(x, y0), vxx(x0, y).
Продифференцируем в (3) первое соотношение по переменной y

uy(x, y) = ϕ′(y) + r11η(x0, y, x, y)ϕ(y) +
∫ y

y0

r11ηη(x0, β, x, y)ϕ(β)dβ+

+
∫ x

x0

r12ηη(α, y0, x, y)ψ(α)dα. (6)

Полагая в (6) y = y0, имеем

uy(x, y0) = ϕ′(y0) + r11η(x0, y0, x, y0)ϕ(y0) +
∫ x

x0

r12ηη(α, y0, x, y0)ψ(α)dα. (7)

Вычислим r11η(x0, y0, x, y0), r12ηη(α, y0, x, y0). Для этого продифференцируем соотношения
(4) по переменной η

r11η(x, y, ξ, η) = −
∫ x

ξ
b(α, y)r12η(α, y, ξ, η)dα,

r12η(x, y, ξ, η) = a(x, η)r11(x, η, ξ, η) −
∫ y

η
a(x, β)r11η(x, β, ξ, η)dβ.

(8)

Так как r11(x, η, ξ, η) ≡ 1, второе соотношение в (8) перепишется в виде

r12η(x, y, ξ, η) = a(x, η) −
∫ y

η
a(x, β)r11η(x, β, ξ, η)dβ.

Дифференцируя (8) по переменной η, получим систему

r11ηη(x, y, ξ, η) = −
∫ x

ξ
b(α, y)r12ηη(α, y, ξ, η)dα,

r12ηη(x, y, ξ, η) = aη(x, η) + a(x, η)r11η(x, η, ξ, η) −
∫ y

η
a(x, β)r11ηη(x, β, ξ, η)dβ.

(9)
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Так как

r11η(x, η, ξ, η) = −
∫ x

ξ
b(α, η)r12η(α, η, ξ, η)dα = −

∫ x

ξ
b(α, η)a(α, η)dα,

имеем

r12ηη(x, y, ξ, η) = aη(x, η) − a(x, η)
∫ x

ξ
b(α, η)a(α, η)dα −

∫ y

η
a(x, β)r11ηη(x, β, ξ, η)dβ.

Тогда

r11η(x0, y0, x, y0) = −
∫ x0

x
b(α, y0)r12η(α, y0, x, y0)dα =

∫ x

x0

b(α, y0)a(α, y0)dα,

r12ηη(α, y0, x, y0) = ay(α, y0) + a(α, y0)
∫ x

α
b(α, y0)a(α, y0)dα.

(10)

С учетом (10) соотношение (7) перепишется в виде

uy(x, y0) = ϕ′(y0) + ϕ(y0)
∫ x

x0

b(α, y0)a(α, y0)dα+

+
∫ x

x0

(
ay(α, y0) + a(α, y0)

∫ x

α
b(α1, y0)a(α1, y0)dα1

)
ψ(α)dα. (11)

Аналогично записываем соотношение для vx(x0, y)

vx(x0, y) = ψ′(x0) + ψ(x0)
∫ y

y0

a(x0, β)b(x0, β)dβ+

+
∫ y

y0

(
bx(x0, β) + b(x0, β)

∫ y

β
a(x0, β1)b(x0, β1)dβ1

)
ϕ(β)dβ. (12)

Далее вычисляем вторые производные uyy(x, y0) и vxx(x0, y). Дифференцируем соотно-
шение (6) по переменной y

uyy(x, y) = ϕ′′(y) + (r11η(x0, y, x, y)ϕ(y))′y + r11ηη(x0, y, x, y)ϕ(y)+

+
∫ y

y0

r11ηηη(x0, β, x, y)ϕ(β)dβ +
∫ x

x0

r12ηηη(α, y0, x, y)ψ(α)dα. (13)

Полагая y = y0, имеем

uyy(x, y0) = ϕ′′(y0) + (r11η(x0, y, x, y)ϕ(y))′y=y0
+ r11ηη(x0, y0, x, y0)ϕ(y0)+

+
∫ x

x0

r12ηηη(α, y0, x, y0)ψ(α)dα. (14)

Дифференцируя (9) по переменной η, получим систему

r11ηηη(x, y, ξ, η) = −
∫ x

ξ
b(α, y)r12ηηη (α, y, ξ, η)dα,

r12ηηη(x, y, ξ, η) = aηη(x, η) +
(

a(x, η)
∫ ξ

x
b(α, η)a(α, η)dα

)′

η

+

+ a(x, η)r11ηη(x, η, ξ, η) −
∫ y

η
a(x, β)r11ηηη (x, β, ξ, η)dβ.

(15)

Учитывая (10), (15), соотношение (14) перепишем в виде
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uyy(x, y0) = ϕ′′(y0) + ϕ′(y0)
∫ x

x0

b(α, y0)a(α, y0)dα + ϕ(y0)
∫ x

x0

(b(α, y0)a(α, y0))′ydα+

+ ϕ(y0)
∫ x

x0

(
ay(α, y0) + a(α, y0)

∫ x

α
b(α1, y0)a(α1, y0)dα1

)
b(α, y0)dα+

+
∫ x

x0

(
ayy(α, y0) +

(
a(α, y0)

∫ x

α
b(α1, y0)a(α1, y0)dα1

)′

y

+

+ a(α, y0)
∫ x

α

(
ay(α1, y0) + a(α1, y0)

∫ x

α1

b(α2, y0)a(α2, y0)dα2

)
b(α1, y0)dα1

)
ψ(α)dα. (16)

Введем обозначения

q1(x0, y, y0) =
∫ y

y0

a(x0, β)b(x0, β)dβ,

q2(x, x0, y0) =
∫ x

x0

a(α, y0)b(α, y0)dα,

q11(x0, y, y0) =
∫ y

y0

(
bx(x0, β) + b(x0, β)

∫ y

β
a(x0, β1)b(x0, β1)dβ1

)
a(x0, β)dβ,

q21(x, x0, y0) =
∫ x

x0

(
ay(α, y0) + a(α, y0)

∫ x

α
a(α1, y0)b(α1, y0)dα1

)
b(α, y0)dα, (17)

p1(x0, y, β) = bx(x0, β) + b(x0, β)
∫ y

β
a(x0, β1)b(x0, β1)dβ1 = bx(x0, β) + b(x0, β)q1(x0, y, β),

p2(x, α, y0) = ay(α, y0) + a(α, y0)
∫ x

α
a(α1, y0)b(α1, y0)dα1 = ay(α, y0) + a(α, y0)q2(x, α, y0),

p11(x0, y, β) = b(x0, β)q11(x0, y, β) + p1x(x0, y, β),
p21(x, α, y0) = a(α, y0)q21(x, α, y0) + p2y(x, α, y0).

Тогда (16) примет вид

uyy(x, y0) = ϕ′′(y0) + ϕ′(y0)q2(x, x0, y0) + ϕ(y0)(q21(x, x0, y0) + q2y(x, x0, y0))+

+
∫ x

x0

p21(x, α, y0)ψ(α)dα.

Аналогично находим

vxx(x0, y) = ψ′′(x0) + ψ′(x0)q1(x0, y, y0) + ψ(x0)(q11(x0, y, y0) + q1x(x0, y, y0))+

+
∫ y

y0

p11(x0, y, β)ϕ(β)dβ.

Вычислим теперь uxx(x0, y), vyy(x, y0).
Продифференцируем в (1) первое уравнение по x, а второе — по y

uxx = axv + avx,

vyy = byu + buy.
(18)

Полагая y = y0 в первом соотношении (3), x = x0 — во втором, имеем

u(x, y0) = ϕ(y0) +
∫ x

x0

a(α, y0)ψ(α)dα,

v(x0, y) = ψ(x0) +
∫ y

y0

b(x0, β)ϕ(β)dβ.

(19)



О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ С НОРМАЛЬНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 47

Из (11), (12), учитывая обозначения (17), получим

uy(x, y0) = ϕ′(y0) + ϕ(y0)q2(x, x0, y0) +
∫ x

x0

p2(x, α, y0)ψ(α)dα, (20)

vx(x0, y) = ψ′(x0) + ψ(x0)q1(x0, y, y0) +
∫ y

y0

p1(x0, y, β)ϕ(β)dβ. (21)

Тогда, используя (19)–(21), соотношения (18) перепишем в виде

uxx(x0, y) = ax(x0, y)v(x0, y) + a(x0, y)vx(x0, y) = ax(x0, y)
(

ψ(x0) +
∫ y

y0

b(x0, β)ϕ(β)dβ

)
+

+ a(x0, y)
(

ψ′(x0) + ψ(x0)q1(x0, y, y0) +
∫ y

y0

p1(x0, y, β)ϕ(β)dβ

)
,

vyy(x, y0) = by(x, y0)u(x, y0) + b(x, y0)uy(x, y0) = by(x, y0)
(

ϕ(y0) +
∫ x

x0

a(α, y0)ψ(α)dα

)
+

+ b(x, y0)
(

ϕ′(y0) + ϕ(y0)q2(x, x0, y0) +
∫ x

x0

p2(x, α, y0)ψ(α)dα

)
.

Подставим uxx(x0, y), vxx(x0, y) в первое из условий (2). Получим следующее соотноше-
ние:

c1(y)
[
ax(x0, y)

(
ψ(x0) +

∫ y

y0

b(x0, β)ϕ(β)dβ

)
+

+ a(x0, y)
(

ψ′(x0) + ψ(x0)q1(x0, y, y0) +
∫ y

y0

p1(x0, y, β)ϕ(β)dβ

)]
+

+ c2(y)
[
ψ′′(x0) + ψ′(x0)q1(x0, y, y0)+

+ ψ(x0)(q11(x0, y, y0) + q1x(x0, y, y0)) +
∫ y

y0

p11(x0, y, β)ϕ(β)dβ

]
= n1(y). (22)

Полагая в (22) y = y0, имеем

c1(y0)[ax(x0, y0)ψ(x0) + a(x0, y0)ψ′(x0) + a(x0, y0)ψ(x0)q1(x0, y0, y0)]+

+ c2(y0)
[
ψ′′(x0) + ψ′(x0)q1(x0, y0, y0)+

+ ψ(x0)q11(x0, y0, y0) + ψ(x0)q1x(x0, y0, y0)
]

= n1(y0). (23)

Так как
q1(x0, y0, y0) ≡ 0, q11(x0, y0, y0) ≡ 0, q1x(x0, y0, y0) ≡ 0,

то из (23) получаем

c1(y0)(ax(x0, y0)ψ(x0) + a(x0, y0)ψ′(x0)) + c2(y0)ψ′′(x0) = n1(y0).

Если c2(y0) �= 0, то

ψ′′(x0) =
n1(y0)
c2(y0)

− c1(y0)
c2(y0)

(ax(x0, y0)ψ(x0) + a(x0, y0)ψ′(x0)),

т. е. постоянная ψ′′(x0) выражается через ψ(x0), ψ′(x0).
Введем обозначения

K1(x0, y, β) = c2(y)p11(x0, y, β) + c1(y)(ax(x0, y)b(x0, β) + a(x0, y)p1(x0, y, β)),



48 Е.А. СОЗОНТОВА

M1(y) =
c1(y0)
c2(y0)

a(x0, y0)c2(y) − c2(y)q1(x0, y, y0) − c1(y)a(x0, y),

N1(y) =
c1(y0)
c2(y0)

ax(x0, y0)c2(y) − c2(y)(q11(x0, y, y0) + q1x(x0, y, y0))−

− c1(y)ax(x0, y) − c1(y)a(x0, y)q1(x0, y, y0).

Тогда интегральное уравнение (22) перепишется в виде∫ y

y0

K1(x0, y, β)ϕ(β)dβ = n1(y) − c2(y)
c2(y0)

n1(y0) + M1(y)ψ′(x0) + N1(y)ψ(x0). (24)

Аналогичным образом второе условие в (2) позволяет записать интегральное уравнение∫ x

x0

K2(x, α, y0)ψ(α)dα = n2(x) − d1(x)
d1(x0)

n2(x0) + M2(x)ϕ′(y0) + N2(x)ϕ(y0), (25)

где
d1(x0) �= 0.

K2(x, α, y0) = d1(x)p21(x, α, y0) + d2(x)(by(x, y0)a(α, y0) + b(x, y0)p2(x, α, y0)),

M2(x) =
d2(x0)
d1(x0)

b(x0, y0)d1(x) − d1(x)q2(x, x0, y0) − d2(x)b(x, y0),

N2(x) =
d2(x0)
d1(x0)

by(x0, y0)d1(x) − d1(x)(q21(x, x0, y0) + q2y(x, x0, y0))−

− d2(x)by(x, y0) − d2(x)b(x, y0)q2(x, x0, y0).

Полагая в (24), (25) y = y0, x = x0, получим соотношения

n1(y0) −
c2(y0)
c2(y0)

n1(y0) + M1(y0)ψ′(x0) + N1(y0)ψ(x0) = 0,

n2(x0) −
d1(x0)
d1(x0)

n2(x0) + M2(x0)ϕ′(y0) + N2(x0)ϕ(y0) = 0,

которые обращаются в тождества при любых значениях ψ(x0), ψ′(x0), ϕ(y0), ϕ′(y0) (так как
M1(y0) = N1(y0) = M2(x0) = N2(x0) = 0). Поэтому далее будем считать ψ(x0), ψ′(x0), ϕ(y0),
ϕ′(y0) произвольными постоянными. Таким образом, уравнения (24), (25) содержат по две
произвольные постоянные ψ(x0), ψ′(x0) и ϕ(y0), ϕ′(y0) соответственно.
Далее, дифференцируя уравнение (24) по y, а уравнение (25) — по x, получим

K1(x0, y, y)ϕ(y) +
∫ y

y0

K1y(x0, y, β)ϕ(β)dβ = n′
1(y) − c′2(y)

c2(y0)
n1(y0)+

+ M ′
1(y)ψ′(x0) + N ′

1(y)ψ(x0), (26)

K2(x, x, y0)ψ(x) +
∫ x

x0

K2x(x, α, y0)ψ(α)dα = n′
2(x) − d′1(x)

d1(x0)
n2(x0)+

+ M ′
2(x)ϕ′(y0) + N ′

2(x)ϕ(y0). (27)

Cоотношения (26), (27) при выполнении условий

K1(x0, y, y) = c2(y)bxx(x0, y) + c1(y)(ax(x0, y)b(x0, y) + a(x0, y)bx(x0, y)) �= 0,

K2(x, x, y0) = d1(x)ayy(x, y0) + d2(x)(by(x, y0)a(x, y0) + b(x, y0)ay(x, y0)) �= 0
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представляют собой уравнения Вольтерра второго рода для определения ϕ(y) и ψ(x) соот-
ветственно, решения которых существуют и могут быть записаны в терминах их резольвент
([8], c. 46).
Остановимся вначале на исследовании уравнения (26). При выполнении условий

c2(y)bxx(x0, y) + c1(y)(ax(x0, y)b(x0, y) + a(x0, y)bx(x0, y)) �= 0, c2(y0) �= 0

возможны следующие варианты разрешимости этого уравнения:
1) если M ′

1(y) �≡ 0, N ′
1(y) �≡ 0, то ϕ(y) определяется с точностью до двух произвольных

постоянных (п. п.) ψ(x0), ψ′(x0);
2) если M ′

1(y) �≡ 0, N ′
1(y) ≡ 0, то у ϕ(y) одна п. п. ψ′(x0);

3) если M ′
1(y) ≡ 0, N ′

1(y) �≡ 0, то у ϕ(y) одна п. п. ψ(x0);
4) если M ′

1(y) ≡ 0, N ′
1(y) ≡ 0, то ϕ(y) определяется однозначно.

Аналогично для уравнения (27) при выполнении условий
d1(x)ayy(x, y0) + d2(x)(by(x, y0)a(x, y0) + b(x, y0)ay(x, y0)) �= 0, d1(x0) �= 0

получим следующие варианты разрешимости:
1) если M ′

2(x) �≡ 0, N ′
2(x) �≡ 0, то у ψ(x) две п. п. ϕ(y0), ϕ′(y0);

2) если M ′
2(x) �≡ 0, N ′

2(x) ≡ 0, то у ψ(x) одна п. п. ϕ′(y0);
3) если M ′

2(x) ≡ 0, N ′
2(x) �≡ 0, то у ψ(x) одна п. п. ϕ(y0);

4) если M ′
2(x) ≡ 0, N ′

2(x) ≡ 0, то ψ(x) определяется однозначно.
Рассмотрим теперь соотношения (26) и (27) совместно. Положим в (26) y = y0, в (27)

x = x0. Получим систему соотношений
K1(x0, y0, y0)ϕ(y0) − N ′

1(y0)ψ(x0) = A1(y0),

−N ′
2(x0)ϕ(y0) + K2(x0, x0, y0)ψ(x0) = A2(x0),

где

A1(y0) = n′
1(y0) −

c′2(y0)
c2(y0)

n1(y0) + M ′
1(y0)ψ′(x0),

A2(x0) = n′
2(x0) −

d′1(x0)
d1(x0)

n2(x0) + M ′
2(x0)ϕ′(y0).

Тогда

ϕ(y0) =
A1(y0)K2(x0, x0, y0) + A2(x0)N ′

1(y0)
∆

,

ψ(x0) =
K1(x0, y0, y0)A2(x0) + A1(y0)N ′

2(x0)
∆

,

если ∆ = K1(x0, y0, y0)K2(x0, x0, y0) − N ′
2(x0)N ′

1(y0) �= 0. Таким образом, если рассматри-
вать уравнения (26) и (27) совместно, то при выполнении условия ∆ �= 0 постоянные ϕ(y0),
ψ(x0) могут быть выражены через ϕ′(y0), ψ′(x0). Учитывая это, будем комбинировать вари-
анты разрешимости уравнения (26) с вариантами разрешимости уравнения (27). Каждую
такую комбинацию обозначим упорядоченным набором (i, j), где i, j — номера вариантов
разрешимости уравнений (26), (27) соответственно. Получается

Теорема 1. Пусть выполняются условия
c2(y)bxx(x0, y) + c1(y)(ax(x0, y)b(x0, y) + a(x0, y)bx(x0, y)) �= 0,
d1(x)ayy(x, y0) + d2(x)(by(x, y0)a(x, y0) + b(x, y0)ay(x, y0)) �= 0, (28)

c2(y0) �= 0, d1(x0) �= 0.

Тогда задача 1
1) разрешима однозначно в случаях (1, 4), (2, 4), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4);
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2) разрешима с точностью до одной произвольной постоянной в случаях (2, 3) (произвольная
постоянная ψ′(x0)), (3, 2) (произвольная постоянная ϕ′(y0));

3) разрешима с точностью до двух произвольных постоянных ϕ′(y0), ψ′(x0) в случаях
(1, 2), (2, 1), (2, 2);
Если имеет место дополнительное условие

K1(x0, y0, y0)K2(x0, x0, y0) − N ′
2(x0)N ′

1(y0) �= 0,

то задача 1 разрешима однозначно в случае (3, 3), с точностью до одной произвольной
постоянной в случаях (1, 3) (постоянная ψ′(x0)), (3, 1) (постоянная ϕ′(y0)), с точностью
до двух произвольных постоянных ϕ′(y0), ψ′(x0) в случае (1, 1). При этом для каждого
конкретного случая предполагается выполнение всех содержащихся в нем требований.

Пусть теперь K1(x0, y, y) ≡ 0, K2(x, x, y0) ≡ 0. Дифференцируя уравнение (26) по пере-
менной y, а уравнение (27) — по переменной x, получим

K1y(x0, y, y)ϕ(y) +
∫ y

y0

K1yy(x0, y, β)ϕ(β)dβ = n′′
1(y) − c′′2(y)

c2(y0)
n1(y0)+

+ M ′′
1 (y)ψ′(x0) + N ′′

1 (y)ψ(x0), (29)

K2x(x, x, y0)ψ(x) +
∫ x

x0

K2xx(x, α, y0)ψ(α)dα = n′′
2(x) − d′′1(x)

d1(x0)
n2(x0)+

+ M ′′
2 (x)ϕ′(y0) + N ′′

2 (x)ϕ(y0). (30)

Вновь получили уравнения Вольтерра второго рода для определения ϕ(y) и ψ(x) соответ-
ственно. Уравнения (29), (30) имеют ту же структуру, что и уравнения (26), (27) и могут
быть исследованы по аналогичной схеме. При y = y0 уравнение (29) принимает вид

K1y(x0, y0, y0)ϕ(y0) = n′′
1(y0) −

c′′2(y0)
c2(y0)

n1(y0) + M ′′
1 (y0)ψ′(x0) + N ′′

1 (y0)ψ(x0). (31)

Поэтому уравнение (29), подобно уравнению (26), содержит две произвольные постоянные
ψ′(x0), ψ(x0). Если в вариантах разрешимости 1)–4) уравнения (26) условие K1(x0, y, y) �= 0
заменить на условие K1y(x0, y, y) �= 0, выражения M ′

1(y), N ′
1(y) на M ′′

1 (y), N ′′
1 (y) соответ-

ственно, то получим варианты разрешимости уравнения (29). Аналогичные рассуждения
справедливы и для уравнения (30), которое при x = x0 принимает вид

K2x(x0, x0, y0)ψ(x0) = n′′
2(x0) −

d′′1(x0)
d1(x0)

n2(x0) + M ′′
2 (x0)ϕ′(y0) + N ′′

2 (x0)ϕ(y0). (32)

Если же рассматривать соотношения (31), (32) совместно, то часть произвольных посто-
янных, а именно ϕ(y0), ψ(x0), могут быть выражены через постоянные ϕ′(y0), ψ′(x0). При
этом необходимо потребовать, чтобы выполнялось условие

K1y(x0, y0, y0)K2x(x0, x0, y0) − N ′′
1 (y0)N ′′

2 (x0) �= 0.

Таким образом, если в теореме 1 условия (28) заменить на условия

c′2(y)bxx(x0, y) + c2(y)(3b(x0, y)bx(x0, y)a(x0, y) + b2(x0, y)ax(x0, y))+

+ c′1(y)(ax(x0, y)b(x0, y))′x + c1(y)((ay(x0, y)b(x0, y))′x + a2(x0, y)b2(x0, y)) �= 0,

d′1(x)ayy(x, y0) + d1(x)(3a(x, y0)ay(x, y0)b(x, y0) + a2(x, y0)by(x, y0))+

+ d′2(x)(by(x, y0)a(x, y0))′y + d2(x)((bx(x, y0)a(x, y0))′y + a2(x, y0)b2(x, y0)) �= 0
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соответственно, то легко записать варианты разрешимости задачи 1 в случае, если величи-
ны K1(x0, y, y), K2(x, x, y0) обращаются в нуль одновременно. При этом для вариантов (1,1),
(1,3), (3,1), (3,3) условие K1(x0, y0, y0)K2(x0, x0, y0) − N ′

2(x0)N ′
1(y0) �= 0 заменится условием

K1y(x0, y0, y0)K2x(x0, x0, y0) − N ′′
1 (y0)N ′′

2 (x0) �= 0.
Дальнейшее исследование уравнений (26), (27) в случае, когда K1y(x0, y, β)|β=y ≡ 0,

K2x(x, α, y0)|α=x ≡ 0 соответственно, проводится аналогично. При этом рассуждения по-
вторяются многократно, а именно, потребуется исследовать уравнения

K
(i−1)
1y (x0, y, y)ϕ(y) +

∫ y

y0

K
(i)
1y (x0, y, β)ϕ(β)dβ = n

(i)
1 (y) − c

(i)
2 (y)

c2(y0)
n1(y0)+

+ M
(i)
1 (y)ψ′(x0) + N

(i)
1 (y)ψ(x0), (33)

K
(i−1)
2x (x, x, y0)ψ(x) +

x∫
x0

K
(i)
2x (x, α, y0)ψ(α)dα = n

(i)
2 (x) − d

(i)
1 (x)

d1(x0)
n2(x0)+

+ M
(i)
2 (x)ϕ′(y0) + N

(i)
2 (x)ϕ(y0) (34)

(i = 3, 4, . . . ). Уравнения (33), (34) при заданном i получаются путем дифференцирования
уравнений при i−1 в том случае, когда K

(i−1)
1y (x0, y, y) ≡ 0, K(i−1)

2x (x, x, y0) ≡ 0 соответствен-
но. Структура этих уравнений аналогична структуре уравнений (29), (30), следовательно,
все рассуждения могут быть перенесены на уравнения (33), (34). При любом значении i
решения этих уравнений могут зависеть от одной или двух произвольных постоянных либо
вовсе не зависеть от них. Совместное рассмотрение уравнений (33), (34) при y = y0, x = x0

позволяет постоянные ϕ(y0), ψ(x0) выразить через ϕ′(y0), ψ′(x0). Таким образом, в случаях,
когда в уравнениях (33), (34) K

(i−1)
1y (x0, y, y) ≡ 0, K

(i−1)
2x (x, x, y0) ≡ 0 соответственно, реше-

ние задачи 1 по-прежнему может зависеть не более чем от двух произвольных постоянных
либо вовсе не зависеть от них.
Основываясь на полученных результатах, перейдем к изучению следующей задачи.

Задача 2. Найти в области D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1} регулярное решение системы
(1), удовлетворяющее условиям

a0(y)ϕ(y) +
m∑

i=1

ai(y)
∂iu

∂xi

∣∣∣
x=x0

+
n∑

j=1

cj(y)
∂jv

∂xj

∣∣∣
x=x0

= m1(y),

b0(x)ψ(x) +
r∑

i=1

bi(x)
∂iu

∂yi

∣∣∣
y=y0

+
s∑

j=1

dj(y)
∂jv

∂yj

∣∣∣
y=y0

= m2(x).

(35)

Остановимся вначале на исследовании характера разрешимости частного случая задачи 2
при m = 1, n = 2, r = 1, s = 2: найти в области D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1} решение
системы (1), удовлетворяющее условиям

a0(y)ϕ(y) + a1(y)ux(x0, y) + c1(y)vx(x0, y) + c2(y)vxx(x0, y) = m1(y),
b0(x)ψ(x) + b1(x)uy(x, y0) + d1(x)vy(x, y0) + d2(x)vyy(x, y0) = m2(x).

(36)
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Вычислим ux(x0, y) и vy(x, y0). Проинтегрируем первое уравнение системы (1) в пределах
от x0 до x, а второе — в пределах от y0 до y

u(x, y) = ϕ(y) +
∫ x

x0

a(α, y)v(α, y)dα,

v(x, y) = ψ(x) +
∫ y

y0

b(x, β)u(x, β)dβ.

(37)

Из (1), учитывая (37), получим

ux(x, y) = a(x, y)v(x, y) = a(x, y)
(

ψ(x) +
∫ y

y0

b(x, β)u(x, β)dβ

)
,

vy(x, y) = b(x, y)u(x, y) = b(x, y)
(

ϕ(y) +
∫ x

x0

a(α, y)v(α, y)dα

)
.

Тогда

ux(x0, y) = a(x0, y)
(

ψ(x0) +
∫ y

y0

b(x0, β)ϕ(β)dβ

)
,

vy(x, y0) = b(x, y0)
(

ϕ(y0) +
∫ x

x0

a(α, y0)ψ(α)dα

)
.

Подставим ux(x0, y) и вычисленные ранее vx(x0, y), vxx(x0, y) в первое из условий (36). По-
лучим интегральное уравнение

a0(y)ϕ(y) +
∫ y

y0

K∗
1 (x0, y, β)ϕ(β)dβ = m1(y) + N∗

1 (y)ψ(x0) + M∗
1 (y)ψ′(x0)+

+ L∗
1(y)ψ′′(x0), (38)

где
K∗

1 (x0, y, β) = a1(y)a(x0, y)b(x0, β) + c1(y)p1(x0, y, β) + c2(y)p11(x0, y, β),
N∗

1 (y) = −(a1(y)a(x0, y) + c1(y)q1(x0, y, y0) + c2(y)q11(x0, y, y0) + c2(y)q1x(x0, y, y0)),

M∗
1 (y) = −(c1(y) + c2(y)q1(x0, y, y0)),

L∗
1(y) = −c2(y).

Уравнение (38) содержит три произвольные постоянные ψ(x0), ψ′(x0), ψ′′(x0).
Подставляя теперь uy(x, y0), vy(x, y0), vyy(x, y0) во второе из условий (36), получим инте-

гральное уравнение для определения ψ(x)

b0(x)ψ(x) +
∫ x

x0

K∗
2 (x, α, y0)ψ(α)dα = m2(x) + N∗

2 (x)ϕ(y0) + M∗
2 (x)ϕ′(y0), (39)

где

K∗
2 (x, α, y0) = b1(x)p2(x, α, y0) + d1(x)b(x, y0)a(α, y0) + d2(x)a(α, y0)by(x, y0)+

+ d2(x)b(x, y0)p2(x, α, y0),

N∗
2 (x) = −(b1(x)q2(x, x0, y0) + d1(x)b(x, y0) + d2(x)by(x, y0) + d2(x)b(x, y0)q2(x, x0, y0)),

M∗
2 (x) = −(b1(x) + d2(x)b(x, y0)).

Уравнение (39) содержит две произвольные постоянные ϕ(y0), ϕ′(y0).
Пусть a0(y) �= 0, b0(x) �= 0. Рассматривая уравнения (38) (при y = y0) и (39) (при x = x0)

совместно, получим, что при выполнении условия a0(y0)b0(x0) − N∗
1 (y0)N∗

2 (x0) �= 0 посто-
янные ϕ(y0), ψ(x0) могут быть выражены через постоянные ϕ′(y0), ψ′(x0), ψ′′(x0). В этом
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случае решение задачи (1), (36) может зависеть от одной до трех произвольных постоянных,
либо вовсе не зависеть от них.
Пусть a0(y) = 0, b0(x) = 0. Дифференцируя уравнение (38) по переменной y, а уравнение

(39) — по переменной x, получим интегральные уравнения

K∗
1 (x0, y, y)ϕ(y) +

∫ y

y0

K∗
1y(x0, y, β)ϕ(β)dβ = m′

1(y) + N∗′
1 (y)ψ(x0) + M∗′

1 (y)ψ′(x0)+

+ L∗′
1 (y)ψ′′(x0), (40)

K∗
2 (x, x, y0)ψ(x) +

∫ x

x0

K∗
2x(x, α, y0)ψ(α)dα = m′

2(x) + N∗′
2 (x)ϕ(y0) + M∗′

2 (x)ϕ′(y0), (41)

структура которых аналогична структуре уравнений (38), (39) соответственно. Следова-
тельно, все рассуждения с очевидными изменениями переносятся на уравнения (40), (41).
Дальнейшее исследование уравнений (38), (39) проводится аналогично. При этом рассуж-
дения повторяются многократно, а именно, потребуется исследовать уравнения

K
∗(i−1)
1y (x0, y, y)ϕ(y) +

∫ y

y0

K
∗(i)
1y (x0, y, β)ϕ(β)dβ = m

(i)
1 (y)+

+ N
∗(i)
1 (y)ψ(x0) + M

∗(i)
1 (y)ψ′(x0) + L

∗(i)
1 (y)ψ′′(x0), (42)

K
∗(i−1)
2x (x, x, y0)ψ(x) +

∫ x

x0

K
∗(i)
2x (x, α, y0)ψ(α)dα = m

(i)
2 (x)+

+ N
∗(i)
2 (x)ϕ(y0) + M

∗(i)
2 (x)ϕ′(y0) (43)

(i = 2, 3, . . . ), структура которых аналогична структуре уравнений (38), (39). Уравнения
(42), (43) при заданном i получаются путем дифференцирования уравнений при i − 1 в
том случае, когда K

∗(i−1)
1y (x0, y, y) ≡ 0, K

∗(i−1)
2x (x, x, y0) ≡ 0 соответственно. Итак, решение

задачи (1), (36) может зависеть от одной до трех произвольных постоянных либо вовсе не
зависеть от них.
Проводя аналогичные рассуждения, можно установить, что
если m = 2, n = 1, r = 2, s = 1, то число произвольных постоянных t ≤ 3;
если m = 1, n = 2, r = 2, s = 1, то t ≤ 4;
если m = 2, n = 2, r = 2, s = 2, то t ≤ 4;
если m = 2, n = 3, r = 2, s = 3, то t ≤ 5, и т. д.
Перейдем теперь к задаче 2 при произвольных m, n, r, s. Аналогами уравнений (38), (39)

являются следующие уравнения:

a0(y)ϕ(y) +
∫ y

y0

P1(x0, y, β)ϕ(β)dβ = m1(y) + Q1(y)ψ(x0) +
k∑

i=1

Ri(y)ψ(i)(x0), (44)

b0(x)ψ(x) +
∫ x

x0

P2(x, α, y0)ψ(α)dα = m2(x) + Q2(x)ϕ(y0) +
l∑

i=1

Si(x)ϕ(i)(y0), (45)

где k = max{m−1, n}, l = max{r, s−1}. Положим в (44), (45) y = y0, x = x0 соответственно.
При выполнении условия a0(y0)b0(x0) − Q1(y0)Q2(x0) �= 0 постоянные ϕ(y0), ψ(x0) могут
быть выражены через ϕ(i)(y0), ψ(j)(x0) (i = 1, l, j = 1, k).
Итак, справедлива
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Теорема 2. Если a2
i + c2

j �= 0 (i = 1,m, j = 1, n), b2
k + d2

l �= 0 (k = 1, r, l = 1, s) и a0(y) �= 0,
b0(x) �= 0, то число произвольных постоянных t, с точностью до которых разрешима
задача 2, может принимать значение

0 ≤ t ≤ T,

где T = max{n + r, m + r − 1, n + s − 1, m + s − 2}.

Литература

[1] Zhegalov V.I. Relation between the boundary values of Goursat problem and the normal derivatives
(Conditionally Well-Posed Problems: Moscow, TVP Sc. Publ., 1994), pp. 346–349.

[2] Котухов М.П. О некоторых дифференциальных свойствах решений одного уравнения в частных произ-
водных, Изв. вузов. Матем., №5, 59–62 (1996).

[3] Миронов А.Н. О связи граничных значений задачи Гурса с нормальными производными третьего по-
рядка, Изв. вузов. Матем., №10, 23–26 (1999).

[4] Жегалов В.И., Миронов А.Н. Трехмерные характеристические задачи с нормальными производными в
граничных условиях, Дифференц. уравнения 36 (6), 833–836 (2000).

[5] Жегалов В.И., Миронова Л.Б. Об одной системе уравнений с двукратными старшими частными про-
изводными, Изв. вузов. Матем., №3, 12–21 (2007).

[6] Жегалов В.И. Задача с нормальными производными в граничных условиях для системы дифференци-
альных уравнений, Изв. вузов. Матем., №8, 70–72 (2008).

[7] Миронова Л.Б. О методе Римана в Rn для одной системы с кратными характеристиками, Изв. вузов.
Матем., №1, 34–39 (2006).

[8] Забрейко П.П., Кошелев А.И. и др. Интегральные уравнения (Наука, М., 1968).

Е.А.Созонтова
ассистент, кафедра математического анализа, алгебры и геометрии,
Елабужский филиал Казанского (Приволжского) федерального университета,
ул.Казанская, д. 89, г. Елабуга, 423603, Россия,
e-mail: sozontova.elena@gmail.com

E.A. Sozontova
Characteristic problems with normal derivatives for hyperbolic systems

Abstract. We consider characteristic problems with normal derivatives for a hyperbolic system
with two independent variables. Using the Riemann method, we obtain solvability conditions for
these problems accurate to several arbitrary constants.

Keywords: hyperbolic system, characteristic problem with normal derivatives, Riemann method.

E.A. Sozontova
Assistant, Chair of Mathematical Analysis, Algebra and Geometry,
Elabuga Branch of Kazan (Volga Region) Federal University,
89 Kazanskaya str., Elabuga, 423603 Russia,
e-mail: sozontova.elena@gmail.com



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


