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�®¯à®á ® â®¬, ï¢«ïîâáï «¨ ¢á¥ ¯à®¥ªâ¨¢­ë¥ ¬®¤ã«¨ (¨«¨ ¢á¥ ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ¯à®¥ªâ¨¢-
­ë¥) ­ ¤ ¤ ­­ë¬ ª®«ìæ®¬ á¢®¡®¤­ë¬¨ ¨«¨ à áè¨à¥­­ë¬¨, à¥è ¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì­® «¨èì ¤«ï
®â­®á¨â¥«ì­® ­¥¡®«ìè®£® ª« áá  ª®«¥æ. � 1976 £®¤ã ¢ ¤ ­­®© ®¡« áâ¨ ¡ë« ¤®áâ¨£­ãâ áãé¥áâ¢¥­-
­ë© ¯à®£à¥áá: �.�¢¨««¥­ ¨ �.�. �ãá«¨­ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ¤àã£ ®â ¤àã£  ¤®ª § «¨,
çâ® á¢®¡®¤­ë¬¨ ï¢«ïîâáï ¢á¥ ¯à®¥ªâ¨¢­ë¥ ¬®¤ã«¨ ­ ¤  «£¥¡à ¬¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ ­ ¤ ¯®«ï¬¨,
à¥è¨¢ â¥¬ á ¬ë¬ ¨§¢¥áâ­ãî ¯à®¡«¥¬ã �.-�.�¥àà . �¯®á«¥¤áâ¢¨¨ àï¤®¬  ¢â®à®¢ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥-
­ë  ­ «®£¨ç­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¯à®¥ªâ¨¢­ëå ¬®¤ã«¥© ­ ¤ ª®«ìæ ¬¨, ¢ â®¬ ¨«¨ ¨­®¬ á¬ëá«¥
¡®«¥¥ ®¡é¨¬¨, ç¥¬  «£¥¡àë ¬­®£®ç«¥­®¢ ­ ¤ ¯®«ï¬¨. � ¯à¨¬¥à, �.�.�àâ ¬®­®¢ à¥è¨« á®®â-
¢¥âáâ¢ãîéãî § ¤ çã ¤«ï ª®«¥æ ª¢ ­â®¢ëå ¬­®£®ç«¥­®¢. �®¢à¥¬¥­­®¥ á®áâ®ï­¨¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
¢ íâ®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¯®¤à®¡­® ®¯¨á ­® ¢ ®¡§®à¥ [1], £¤¥ ¯à¨¢¥¤¥­ ®¡è¨à­ë© á¯¨á®ª «¨â¥à âãàë.
�¥à¥¤ª®© ï¢«ï¥âáï á¨âã æ¨ï, ª®£¤  ã¤ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ¢á¥ ¯à®¥ªâ¨¢­ë¥ ¬®¤ã«¨ ¤®áâ â®ç­®
¡®«ìè¨å à ­£®¢ ­ ¤ ¤ ­­ë¬ ª®«ìæ®¬ á¢®¡®¤­ë (¨«¨ à áè¨à¥­ë), ­® ¤«ï ¯à®¥ªâ¨¢­ëå ¬®¤ã«¥©
¬ «ëå à ­£®¢ (­ ¯à¨¬¥à, à ­£  ®¤¨­) íâ® ã¦¥ ­¥ â ª.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ®¡áã¦¤ îâáï ¢®¯à®áë ¡®«¥¥ á¯¥æ¨ «ì­®£® å à ªâ¥à : ® ­ å®¦¤¥­¨¨ ï¢­®£®
¢¨¤  ¨§®¬®àä¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã ¤ ­­ë¬ ¯à®¥ªâ¨¢­ë¬ ¬®¤ã«¥¬ ¨ á¢®¡®¤­ë¬ (¨«¨ à áè¨à¥­­ë¬)
¬®¤ã«¥¬,   â ª¦¥ ® â®¬, ª ª ¤«ï ï¢­® § ¤ ­­®£® ¯à®¥ªâ¨¢­®£® ¬®¤ã«ï íää¥ªâ¨¢­® ®¯à¥¤¥«¨âì,
ï¢«ï¥âáï «¨ ®­ á¢®¡®¤­ë¬ (¨«¨ à áè¨à¥­­ë¬). �®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ë© ¯à®¥ªâ¨¢­ë© ¬®¤ã«ì, ¯®
®¯à¥¤¥«¥­¨î, ¥áâì ¯àï¬®¥ á« £ ¥¬®¥ á¢®¡®¤­®£® ¬®¤ã«ï, ¨ ¯®íâ®¬ã ­ ¨¡®«¥¥ ®¡é¨¬ á¯®á®¡®¬
¥£® ï¢­®£® § ¤ ­¨ï ï¢«ï¥âáï § ¤ ­¨¥ ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¬ âà¨æë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯à®¥ªæ¨¨ ­ 
¯àï¬®¥ á« £ ¥¬®¥. �®ª § ­®, çâ® ¤«ï ¬®¤ã«¥© ­ ¤ £à ¤ã¨à®¢ ­­ë¬¨ ª®«ìæ ¬¨ à áè¨à¥­­®áâì
¬®¦­® ãáâ ­®¢¨âì, §­ ï «¨èì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì áâ¥¯¥­¥© ­¥­ã«¥¢ëå ®¤­®à®¤­ëå ª®¬¯®­¥­â
¤ ­­®© ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¬ âà¨æë (â¥®à¥¬  1), ¨«¨ ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ®¡à é¥­¨ï ¢ ­ã«ì ­¥ª®â®àëå
¡«®ª®¢ ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ®¤­®à®¤­ëå ª®¬¯®­¥­â â®© ¦¥ ¬ âà¨æë (â¥®à¥¬  2). �à¨ íâ®¬ ¨¬¥¥âáï
¨ á¯®á®¡ ï¢­®£® ¯®áâà®¥­¨ï âà¥¡ã¥¬®£® ¨§®¬®àä¨§¬ . �â¢¥à¦¤¥­¨ï â ª®£® à®¤  ¢ë¢®¤ïâáï ª ª
á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë  ¢â®à  [2], £¤¥ à áá¬ âà¨¢ « áì á¨âã æ¨ï ­ áâ®«ìª® ®¡é ï,
çâ® \ «£¥¡à ¬¨", ¤«ï ª®â®àëå á¯à ¢¥¤«¨¢ë à¥§ã«ìâ âë [2], ¬®£ãâ ¡ëâì ­¥ â®«ìª® «¨­¥©­ë¥
¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ë¥  «£¥¡àë, ­® ¨ ¬®¤ã«¨ ­ ¤ ­¥ª®â®àë¬ ª« áá®¬ ª®«¥æ.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ®á­®¢­ë¥ ª®­áâàãªæ¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨§ [2].
�­¥á¥­ë «¨èì ­¥§­ ç¨â¥«ì­ë¥ ¯®¯à ¢ª¨ ¤«ï ¡®«ìè¥£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ®¡é¥¯à¨­ïâë¬ ª®«ìæ¥¢ë¬
¨ ¬®¤ã«ì­ë¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï¬. � ª, ¨á¯®«ì§®¢ ­­®¥ ¢ [2] ®¡®§­ ç¥­¨¥ ¢¨¤  f 1 (çâ® ¤«ï ¬­®£®ç«¥­ 
á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®¤­®à®¤­®© ª®¬¯®­¥­â¥ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨) § ¬¥­¥­® §¤¥áì ­  f 0, â. ª. ®­® ¡ã¤¥â á®-
®â¢¥âáâ¢®¢ âì ­ã«¥¢®© ª®¬¯®­¥­â¥ £à ¤ã¨à®¢ª¨ ª®«ìæ . �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¡à §®¬ á¤¢¨£ îâáï
­  ¥¤¨­¨æã ¨ ¤àã£¨¥ ¨­¤¥ªáë.

� ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ä ªâë ¨§ [2]. �ãáâì R ¨ M { ­¥ª®â®àë¥ ª â¥£®à¨¨, Sets | ª â¥£®à¨ï
¬­®¦¥áâ¢, ¨ ¯ãáâì ¤ ­  ¤¨ £à ¬¬  äã­ªâ®à®¢, ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï á â®ç­®áâìî ¤® ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå
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¨§®¬®àä¨§¬®¢:

R
U
�! M

D
�! R :

- FrR

x?FrM % FrR

Sets

(1)

�®áâ â®ç­® ¯à¥¤¯®« £ âì â®«ìª® ­ «¨ç¨¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®£® ¨§®¬®àä¨§¬  � : U �D � FrM
�=
�! FrM.

�¥ä®à¬ «ì­® £®¢®àï, FrM(X) = Fr(X) | \á¢®¡®¤­ë©" ®¡ê¥ªâ ¢ M á \¡ §¨á®¬" X. �®¤ ¥£®
à¥âà ªæ¨¥© ¯®­¨¬ ¥âáï ¯ à  ¬®àä¨§¬®¢ # : P ! Fr(X), � : Fr(X)! P , á® á¢®©áâ¢®¬ �# = 1P .
� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¬®àä¨§¬ë:

'(�; #) : P
#

���! Fr(X)
��1(X)
����! UDFr(X)

UD(�)
����! UD(P )

 (�; #) : UD(P )
UD(#)
����! UDFr(X)

�(X)
���! Fr(X) �

���! P:

� «¥¥ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ®¡®§­ ç¥­¨¥ 0P = U(D(P )). �â  ª®­áâàãªæ¨ï ¨§ãç « áì ¢ àï¤¥
à ¡®â  ¢â®à : [3]{[6]. � ¬¥â¨¬, çâ® à¥§ã«ìâ â à ¡®âë [6] ä ªâ¨ç¥áª¨ ¤® á¨å ¯®à ­¥ ã«ãçè¥­ (á¬.
[7]). � [2] ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¢á¥ ¤®áâ â®ç­® \å®à®è¨¥" £®¬®¬®àä¨§¬ë ¢¨¤  P ! 0P ¨¬¥îâ
¢¨¤ '(�0; #0),   ¢á¥ ¤®áâ â®ç­® \å®à®è¨¥" £®¬®¬®àä¨§¬ë ¢¨¤  0P ! P ¨¬¥îâ ¢¨¤  (�00; #00).
�î¡®© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã P ¨ 0P ¬®¦­® ¤®¬­®¦¨âì ­   ¢â®¬®àä¨§¬ ¢¨¤  U(�) â ª, çâ®¡ë ¢
à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨«áï £®¬®¬®àä¨§¬ '(�; #) ¨«¨  (�; #).

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á¨âã æ¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯à¨¬¥àã 3 ¨§ [2]. �ãáâì ¤ ­®
ª®«ìæ® ( áá®æ¨ â¨¢­®¥, á ¥¤¨­¨æ¥©)K = R�I, £¤¥ R| ¯®¤ª®«ìæ® á â®© ¦¥ ¥¤¨­¨æ¥©, çâ® ¨ ã K,
  I | ¨¤¥ « K. �ãáâì R ¥áâì ª â¥£®à¨ï «¥¢ëå R-¬®¤ã«¥©, M | ª â¥£®à¨ï «¥¢ëå K-¬®¤ã«¥©.
�ã­ªâ®àë FrM ¨ FrR ¨§ ¤¨ £à ¬¬ë (1) ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¥áâì äã­ªâ®àë ¢§ïâ¨ï á¢®¡®¤­ëå
¬®¤ã«¥©. �¢®¡®¤­ë© «¥¢ë© K-¬®¤ã«ì Fr(X) = FrM(X) á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ¡ §¨á®¬ X ¡ã¤¥¬
¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¢ ¢¨¤¥ Fr(X) = Fr(X)0 � Fr(X)�, £¤¥ Fr(X)0 ¥áâì R-¯®¤¬®¤ã«ì, ¯®à®¦¤¥­­ë©
¬­®¦¥áâ¢®¬ X, Fr(X)� = IFr(X). �®«®¦¨¬ U(M) = K 
R M , D(N) = R 
K N �= N=IN .
� ¯®¬­¨¬, çâ® K-¬®¤ã«ì P ­ §ë¢ ¥âáï à áè¨à¥­­ë¬ á R, ¥á«¨ P �= U(M) ¤«ï ­¥ª®â®à®-
£® M . � ª¨¬ ®¡à §®¬, 0P = K 
R (R 
K P ), ¨ P ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥­­ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-
£¤ , ª®£¤  P �= 0P . �®®â¢¥âáâ¢¨¥ P 7! 0P ¥áâì äã­ªâ®à, ¤¥©áâ¢¨¥ ª®â®à®£® ­  £®¬®¬®àä¨§¬¥
� : P ! Q ®¡®§­ ç ¥âáï 0� : 0P ! 0Q. �¥à¥§ �(X) ®¡®§­ ç¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã 0Fr(X) ¨
Fr(X), ®â®¡à ¦ îé¨© í«¥¬¥­âë ¡ §¨á  ¢¨¤  1 
 1 
 x ¢ x 2 X 2 Fr(X). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥
á®áâ ¢­ë¥ ç áâ¨ ¤¨ £à ¬¬ë (1) ®¯à¥¤¥«¥­ë, ¨ áãé¥áâ¢ãîâ £®¬®¬®àä¨§¬ë '(�; #),  (�; #).

�¥¢ë© ¯à®¥ªâ¨¢­ë© K-¬®¤ã«ì P ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯ à®© £®¬®¬®àä¨§¬®¢ � : Fr(X) ! P , # :
P ! Fr(X), â ª¨å, çâ® � �# = 1P . �®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¬ âà¨æ  f á®áâ®¨â ¨§ áâà®ª,
ª®¬¯®­¥­âë ª®â®àëå | ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ í«¥¬¥­â å ¡ §¨á  X ã í«¥¬¥­â®¢ fi = #(�(xi)),
xi 2 X. � âà¨æ  f § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ f = f 0+f�, £¤¥ f 0 á®áâ®¨â ¨§ ª®¬¯®­¥­â, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å
R,   f� | ¨§ ª®¬¯®­¥­â, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å I. �®«®¦¨¬ �� = 0��(X)�1 : Fr(X) �! 0P , �# =
�(X)(0#) : 0P �! Fr(X). �®£¤  (��)(�#) | â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© í­¤®¬®àä¨§¬ 0P ,   ¬ âà¨æ¥© (�#)(��)
ï¢«ï¥âáï f 0. �à¨ íâ®¬ '(�; #) = (��)#,  (�; #) = �(�#).

�¥¬¬ã 1 ¨§ [2] ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  à áá¬ âà¨¢ îâáï ¬®¤ã«¨, ¬®¦­® ¤®¯®«­¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -
§®¬.

�¥¬¬  1. �¬¥¥â ¬¥áâ® ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ :

Fr(X)
��

���! 0P
�#

���! Fr(X) �
���! P

#
���! Fr(X)??y� ??y ??y� ??y' ??y�

Fr(X) �
���! P

#
���! Fr(X)

��
���! 0P

0#
���! Fr(X);
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£¤¥ ' = '(�; #),  =  (�; #), �| £®¬®¬®àä¨§¬ á ¬ âà¨æ¥© 1+f�, � | £®¬®¬®àä¨§¬ á ¬ âà¨æ¥©

1 � f�. �á«¨ ' | ¨­ê¥ªæ¨ï ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ��1, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¨ '�1 = � � ��1 � �#. �á«¨  |

¨­ê¥ªæ¨ï ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ��1, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¨  �1 = �� � ��1 � #. �á«¨ ' =  �1, â® � ¨ �

®¡à â¨¬ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¬¬ãâ â¨¢­®áâì ¢á¥å ª¢ ¤à â®¢, ªà®¬¥ ªà ©­¥£® ¯à ¢®£®, ¤®ª § ­  ¤«ï
á«ãç ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå «¨­¥©­ëå ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå  «£¥¡à ¢ [2]. � ª ª ª � | áîàê¥ªæ¨ï, â®
¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® �#� = (�#)'� = (�#)(��)#, çâ® á¢®¤¨âáï ª ¯à®¢¥àª¥ à ¢¥­áâ¢  ¬ âà¨æ
(1� f�)f = f 0f . �§ ¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâ¨ f = f 0 + f� ¨ ¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâ¨ f 0 ¢ëâ¥ª ¥â â®¦¤¥áâ¢®

f� = f 0f� + f�f 0 + f�f�;

ª®â®à®¥ à ¢­®á¨«ì­® ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã à ¢¥­áâ¢ã. �áâ «ì­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥¬¬ë ®ç¥¢¨¤­ë.

�¥¬¬  2. 1) �á«¨ f ¥áâì ¬ âà¨æ  #�,  =  (�; #), ' = '(�; #), â® ãá«®¢¨¥  = '�1

à ¢­®á¨«ì­® á®®â­®è¥­¨î f 0f�f 0 = 0.

2) �ãáâì ¤«ï ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¬ âà¨æë f § ¤ ­® à §¡¨¥­¨¥ ­  ¡«®ª¨ ®¤­¨å ¨ â¥å ¦¥ à §-

¬¥à®¢ (¯à¨ç¥¬ ¤¨ £®­ «ì­ë¥ ¡«®ª¨ ª¢ ¤à â­ë)

f 0 =

 
1 0
0 0

!
; f� =

 
f�1 1 f�1 2
f�2 1 f�2 2

!
:

� ¢¥­áâ¢® '(�; #) =  (�; #)�1 ¢ë¯®«­ï¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  f�11 = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥àï¥âáï ãá«®¢¨¥ ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 3 à ¡®âë [2], ¢ ª®â®à®¬ ãâ¢¥à¦¤ ¥â-
áï, çâ®  (�; #) = '(�; #)�1 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  eee = e, £¤¥ e = #�, e = (�#)(��). �
¨áá«¥¤ã¥¬®© á¨âã æ¨¨, ¯¥à¥å®¤ï ª ¬ âà¨æ ¬, ¯®«ãç ¥¬ f 0f�f 0 = 0.

�ã­ªâ 2) á«¥¤ã¥â ¨§ 1).

� «¥¥ ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì ª®«ìæ® K £à ¤ã¨à®¢ ­­ë¬:K = K0�K1�� � ��Kn�� � � , KnKm �

Kn+m, R = K0, I =
1

�
n=1

Kn. �®«ìæ® ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ ­ ¤ K â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï £à ¤ã¨à®¢ ­­ë¬:

n-ï ª®¬¯®­¥­â  £à ¤ã¨à®¢ª¨ á®áâ®¨â ¨§ ¬ âà¨æ á í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ Kn. �ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¬ âà¨æã
f ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ®¤­®à®¤­ëå á« £ ¥¬ëå, f = f 0 + f 1 + � � �+ fn. �¤¥áì f� = f 1 + � � �+ fn.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ­¥­ã«¥¢ë¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¬ âà¨æë f ¨¬¥îâ

áâ¥¯¥­¨ 0 = k0 < k1 < k2 < � � � < kn. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ë¯®«­¥­® á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥: ¤«ï
ª ¦¤®£® m ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢  km 6= ki + kj ¯à¨ ¢á¥å 0 < i; j < m (i, j ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­®
à §«¨ç­ë). �®£¤  '(�; #) =  (�; #)�1, â. ¥. P ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥­­ë¬ ¬®¤ã«¥¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¨¤ã ¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâ¨ f

fkm = f 0fkm +
km�1X
l=1

f lfkm�l + fkmf 0:

�à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë f lf t = 0 ¯à¨ l + t = km, l > 0, t > 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
fkm = f 0fkm + fkmf 0, çâ® ¢«¥ç¥â ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© «¥¬¬ë 2 ¢¢¨¤ã ¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâ¨ f 0.

�®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ æ¥«ëå ç¨á¥«, ¢®§­¨ª îé¨¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë, ¤®¯ãáª îâ ¤®-
áâ â®ç­® ¯à®áâ®¥ ®¯¨á ­¨¥. � §®¢¥¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨  ­â¨ä¨¡®­ çç¨¥¢®© «î¡ãî ¢®§à áâ -
îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« n1; n2; : : : ; nm; : : : , ª®­¥ç­ãî ¨«¨ ¡¥áª®­¥ç­ãî,
â ªãî, çâ® ¤«ï «î¡ëå i; j < m ¨¬¥¥â ¬¥áâ® nm 6= ni + nj. �® ª ¦¤®¬ã ­ âãà «ì­®¬ã d � 1
®¤­®§­ ç­® áâà®¨âáï ¡¥áª®­¥ç­ ï  ­â¨ä¨¡®­ çç¨¥¢  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì AF (d) = (n1; n2; : : : )
á n1 = d, ¯®«ãç îé ïáï á ¯®¬®éìî á«¥¤ãîé¥£® ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à®æ¥áá : ¥á«¨ n1; : : : ; nm�1 ã¦¥
¯®áâà®¥­ë, â® nm ¥áâì ­ ¨¬¥­ìè¥¥ áà¥¤¨ ¢á¥å ç¨á¥«, ¡®«ìè¨å nm�1, ¨ ­¥ à ¢­ëå ­¨ ®¤­®¬ã ¨§
ni + nj , i; j < m. �«ãç © i = j ¯à¨ íâ®¬ ­¥ ¨áª«îç ¥âáï.
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�¥¬¬  3. AF (d) ï¢«ï¥âáï ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî, ¯¥à¨®¤ë ª®â®à®© ¨¬¥îâ

¤«¨­ã d ¨ ãáâà®¥­ë á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ndm+t = d + t � 1 + (3d � 1)m, 1 � t � d. �¤¥áì m |

¯ à ¬¥âà, m = 0; 1; 2; : : :

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á­ ç « , çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ®¯¨á ­­ ï ¢ «¥¬¬¥, ï¢«ï¥âáï
 ­â¨ä¨¡®­ çç¨¥¢®©. �®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢­®¥, â. ¥. çâ® ndm+t = ndi+k + ndj+l, £¤¥ ndi+k = d+ k � 1 +
(3d�1)i, ndj+l = d+ l�1+(3d�1)j. �âáî¤  ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢® d�1+k+ l� t = (3d�1)(m� i� j).
�¤­ ª® ¨§ 1 � k; l; t � d á«¥¤ã¥â, çâ® �d+1 < k+l�t < 2d, çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª áâà®£¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬
0 < d� 1+ k+ l� t < 3d� 1. �¥«¨¬®áâ¨ ­  3d� 1 ­¥â, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® «î¡®¥ ç¨á«®, ­¥ ï¢«ïîé¥¥áï ç«¥­®¬ ¤ ­­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ¥áâì
áã¬¬  ¤¢ãå ç«¥­®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ q, 2d � 1 + (3d � 1)m < q <
d + (3d � 1)(m + 1). � á«ãç ¥, ¥á«¨ 2d � 1 + (3d � 1)m < q � 3d � 2 + (3d � 1)m, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì
q = 2d� 1+ s+ (3d� 1)m, 1 � s � d� 1, ¨ â®£¤  q = (d+ (3d� 1) � 0) + (d+ (s� 1) + (3d� 1)m). �
á«ãç ¥, ª®£¤  (3d�1)(m+1) � q < d+(3d�1)(m+1), § ¯¨áë¢ ¥¬ q ¢ ¢¨¤¥ q = s+(3d�1)(m+1),
1 � s � d� 1, ¨ â®£¤  q = (2d� 1 + (3d� 1) � 0) + (d+ s+ (3d� 1)m).

� ¬¥â¨¬, çâ® AF (1) | íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ­¥ç¥â­ëå ç¨á¥«. �î¡ ï ª®­¥ç­ ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâì  ­â¨ä¨¡®­ çç¨¥¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ â ª¦¥ ¡ã¤¥â  ­â¨ä¨¡®­ çç¨¥¢®©. � ç áâ­®-
áâ¨, ¥á«¨ f | ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¬ âà¨æ , â® ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 1 ¢ë¯®«­¥­® ¢ á«¥¤ãîé¨å á«ãç ïå:

f = f 0+fk, k > 0, f = f 0+f 1+fk, k > 2, f = f 0+fk+fk+1+ � � �+f 2k�1, k > 1, f = f 0+
mP
k=0

f 2k+1,

f = f 0 +
mP
k=0

f 4k+2.

�¤¥áì ¨¬¥¥âáï áå®¤áâ¢® á à¥§ã«ìâ â ¬¨ à ¡®âë [5]. �®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¨ â®, ¨ ¤àã£®¥
¥áâì á«¥¤áâ¢¨¥ ª ª®£®-â® ¡®«¥¥ ®¡é¥£® ä ªâ .

�¥¬¬  4. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯. 2) «¥¬¬ë 2 ¢ £à ¤ã¨à®¢ ­­®¬ á«ãç ¥ ¬®¦­® ¤®¯®«­¨âì á«¥¤ã-

îé¨¬ ®¡à §®¬: ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® (f�2 2)(f
�

2 2) = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ ¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâ¨ f=
�

1 f�
1 2

f�
2 1

f�
2 2

�
á«¥¤ã¥â f�1 2f

�

2 1 = 0, f�2 2f
�

2 1=0, f
�

1 2f
�

2 2 = 0,
f�2 2 = f�2 1f

�

1 2 + f�2 2f
�

2 2. �âáî¤  f
�

2 2f
�

2 2 = f�2 2f
�

2 2f
�

2 2, â. ¥. u = f�2 2f
�

2 2 | ¨¤¥¬¯®â¥­â­ ï ¬ âà¨æ . �
£à ¤ã¨à®¢ ­­®¬ ¦¥ á«ãç ¥ ¨§ ¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâ¨ u = u2 + u3 + � � � á«¥¤ã¥â u = 0.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¤«ï ®¤­®à®¤­ëå ª®¬¯®­¥­â ¨¤¥¬¯®â¥­â­®© ¬ âà¨æë f = f 0 + f 1 +
f 2 + � � �+ fm § ¤ ­® à §¡¨¥­¨¥ ­  ¡«®ª¨ ®¤­¨å ¨ â¥å ¦¥ à §¬¥à®¢ (¯à¨ç¥¬ ¤¨ £®­ «ì­ë¥ ¡«®ª¨

ª¢ ¤à â­ë) fk =
�
fk
1 1

fk
1 2

fk
2 1

fk
2 2

�
â ª®¥, çâ® f 0 = ( 1 0

0 0 ).

�®£¤  '(�; #) =  (�; #)�1 ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  fk1 1 ¤«ï ¢á¥å k > 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â® â ª¦¥ á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 2, â ª ª ª ¯à¨ ®¯¨á ­­®¬ ¢ ãá«®¢¨¨ f 0 ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® f 0fkf 0 =

�
fk
1 1

0
0 0

�
.

�¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à­®áâì à¥æ¥­§¥­âã §  ¯®«¥§­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï, á¯®á®¡áâ¢®¢ ¢è¨¥ ã«ãç-
è¥­¨î â¥ªáâ  ¤ ­­®© à ¡®âë.
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