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ВВЕДЕНИЕ
Теория устойчивости - одно из основных направлений  МДТТ. Она играет огромную роль в решении проблемы надежности и долговечности работы конструкций и их элементов.

В связи с интенсивным развитием авиации, судостроения,  развитием ракетно-космической техники и строительства возникла теория упругопластической устойчивости и предельных состояний тонкостенных конструкций. Многие из элементов ответственных тонкостенных конструкций деформируются за пределами упругости материала из-за высокой нагруженности, связанной с ужесточением условий эксплуатации,
Сейчас вопросы устойчивости решаются по-разному. Например, в некоторых отраслях промышленности требуется понизить расход материала, а в некоторых , например, в строительстве нужно  максимально точно оценить резервы несущей способности конструкции и правильно назначить коэффициенты запаса.

Оболочки как  высокопрочные  и жесткие системы, имеющие малый вес, применяются практически во всех отраслях промышленности. Оболочки - это геометрически сложные нелинейные системы, поэтому  очень трудно проанализировать их критические состояния.

В изучении устойчивости оболочек самое большое внимание уделяется круговым цилиндрическим оболочкам. Оболочки такой формы, как правило, отвечают требованиям наименьшего веса конструкции и простоты изготовления. Цилиндрические оболочки входят в конструкции двигателей, подводных лодок, самолетов, трубопроводов и т.д. Потеря устойчивости цилиндрических оболочек может произойти в случаях осевого сжатия, поперечного давления, кручения, изгиба, причем эти нагрузки встречаются отдельно либо в различных комбинациях.
Глава 1. УСТОЙЧИВОСТЬ
Устойчивость оболочки - способность сохранять свое первоначальное положения равновесия при заданной нагрузке. Положение равновесия называется неустойчивым, если оболочка не обладает этой способностью. Устойчивое положение равновесия характеризуется небольшими следствиями при маленьких начальных возмущениях, а для неустойчивого положения равновесия характерны большие следствия. 
Расчет задач устойчивости – метод для определения нагрузок, вызывающих потерю устойчивости. При воздействии критических нагрузок конструкция становится нестабильной. Формы потери устойчивости становятся характерной формы, связанной с поведением конструкции при потере устойчивости.
Критическая нагрузка – это нагрузка, превышение которой приводит к потери  устойчивости равновесия оболочки. Достижение сжимающей нагрузкой критического значения эквивалентно разрушению оболочки, так как неустойчивая форма равновесия неизбежно будет утрачена (оболочка начнет искривляться), это  приведет к почти неограниченному росту напряжений.
Глава 2. ФОРМЫ РАВНОВЕСИЯ
Равновесие абсолютно твердого тела может быть устойчивым, неустойчивым, безразличным. Если шарику,  лежащему на впалой поверхности (рис. 1. а), пребывающему в устойчивом равновесии, сообщить от этого положения незначительное отклонение и отпустить, он вернется в свое первоначальное положение.  Шарик, лежащий на горизонтальной поверхности (рис.1, б), находится в состоянии безразличного равновесия. Если его отклонить от этого положения, он в первоначальное положение не возвратится, но движение его быстро прекратится. Наконец, шарик, лежащий на выгнутой поверхности (рис.1, в), находится в состоянии неустойчивого равновесия. Если его отклонить от первоначального положения, он продолжит двигаться дальше.

[image: image1.wmf]
Рис. 1. Формы равновесия
Приведем аналогичные примеры из области равновесия деформируемых тел (рис. 2).

Длинный стержень под действием небольшой осевой сжимающей силы 
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находится в состоянии устойчивого равновесия (рис. 2, а). То есть, если незначительно изогнуть стержень какой-нибудь поперечной нагрузкой и затем снять ее, то он снова вернется в первоначальное положение.
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Рис. 2.
Если значение сжимающей силы
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, стержень находится в состоянии безразличного равновесия. Если его незначительно отклонить от первоначального прямолинейного положения и отпустить, он будет находиться в равновесии, но в отклоненном положении (рис. 2, б).
А, если 
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, то прямолинейная форма равновесия стержня окажется неустойчивой (рис. 3, в). При 
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 устойчива криволинейная форма равновесия, но стержень уже работает на сжатие и изгиб.

Даже незначительное превышение величины силы над ее критическим значением приводит к тому, что стержень практически выходит из строя, так как это приводит к большим прогибам стержня и появлению в нем высоких напряжений. Стержень или разрушится, или получает недопустимо большие деформации. Таким образом, критическая нагрузка считается опасной нагрузкой.

Определив критическую силу, нужно установить допускаемую нагрузку на сжатый стержень. В целях безопасности допускаемая нагрузка должна быть меньше критической:
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где 
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 – коэффициент запаса устойчивости.

Коэффициенты запаса устойчивости выбираются такими, чтобы была обеспечена надежная работа конструкции, даже, если реальные условия ее работы будут более неблагоприятные, чем условия, принятые для расчета. При этом величина коэффициента запаса устойчивости принимается несколько большей величины коэффициента запаса прочности, так как учитываются дополнительные неблагоприятные обстоятельства: начальная кривизна стержня, эксцентриситет действия нагрузки и др.
Глава 3. ВАРИАЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ. МКЭ
Цилиндрические оболочки  могут быть представлены в виде набора плоских элементов прямоугольной или четырехугольной формы. Возможность изучения оболочечных конструкций с использованием метода конечных элементов неисчерпаемы. Особый случай представляют осесимметрические оболочки.
В этом разделе обсуждаются материальные отношения для линейных материалов. Нелинейные материалы обсуждаются в структурах с материалом нелинейностями. Напряжение связано с деформаций по:
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- вектор напряжения;
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- эластичность, или эластичная матрица жесткости, или напряженно-деформированное матрица
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 - вектор упругой деформации
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 - суммарный вектор деформации
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- вектор температурной деформации
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 - деформации, вызывающие напряжения
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Рис. 3. Векторы напряжений

Уравнение (1) также может быть сведено к:
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Для трехмерного случая вектор деформации:
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где:
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 - коэффициент теплового расширения по оси х

ΔT = T - Tref 

Т - текущая температура в рассматриваемой точке.

Матрица эластичности:
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, где: 




         (4)
Ex – модуль Юнга по оси x
νxy – коэффициент Пуассона

Gxy - модуль сдвига в плоскости ху

Матрица [D]-1  предполагается симметричной:
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 Для изотропных материалов (Ex = Ey = Ez и νxy = νyz = νxz ), так что нет никакой разницы, какой используется тип ввода.
Разлагаем уравнения (2), (3) через (7),  чтобы получить  шесть уравнений в явном виде:
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εx – деформации по оси Х

σx – нормальные напряжения по оси Х

εxy - деформации сдвига в X-Y плоскости 

σxy - напряжение сдвига на Х-У плоскости

Через уравнения (1), (3), (4), (5) получаем шесть явных уравнений:
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Матрица [D] должна быть положительно определенной. В случае зависимости свойств материалов от температуры, оценка делается по единой температуре для первого шага нагрузки. Материал всегда положительно определен, если материал является изотропным или, если νxy, νyz, и νxz  равны нулю.
Принцип виртуальной работы утверждает, что виртуальное (очень маленький) изменение внутренней энергии деформации должно быть равно изменению внешней работы из-за приложенных нагрузок, или:
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- энергия деформации (внутренняя работа)
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 - внешняя работа
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- виртуальный оператор
Энергия виртуальной деформации:
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[image: image43.wmf]{
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- вектор деформации
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- вектор напряжений
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 - объем элемента
Продолжая вывод, предполагая линейность материалов и геометрии уравнение и уравнение (21) и  (22) объединяем:    
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Деформации могут быть связаны с узловыми перемещениями  по формуле:
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[image: image48.wmf][
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 - матрица деформации перемещения, на основе функций формы элемента
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- узловой вектор перемещения
Будем считать, что все эффекты в глобальной декартовой системе координат. Объединяем уравнения (23) и(24), и отмечая, что 
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  не меняется по объему получаем:
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Другая форма энергии виртуальной деформации, когда поверхность движется против  сопротивления. Это может быть записано в виде:
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[image: image53.wmf]{
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- Движение нормали к поверхности
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- поверхностное напряжение
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И 
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, как правило, имеют только один ненулевой компонент. Нормальное перемещение точки поточечно связано с узловыит перемещениями по формуле:
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- Матрица функций формы для нормальных движений на поверхности.
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[image: image61.wmf]k

- жесткость основания в единицах силы на единицу длины на единицу площади
Объединеняя уравнения (26) и уравнение (28), и предполагая, что 
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 постоянно по площади получаем:
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Далее, рассмотрим внешнюю виртуальную работу. Инерционные эффекты будут изучаться сначала:
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[image: image65.wmf]{
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- вектор смещений общей точки
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-ускорение вектора силы (Даламбера)
Согласно второму закону Ньютона:
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[image: image68.wmf]r

-плотность
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-время
Смещения внутри элемента связаны с узловыми перемещениями по формуле:
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[image: image71.wmf][
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- матрица функций формы. 

Объединяя уравнения (30), (31), (32), и предполагая, что ρ является постоянным по объему


[image: image72.wmf]{

}

[

]

[

]

{

}

2

1

2

T

T

v

VuNNdvu

t

ddr

¶

=-

¶

ò








         (33)
Формулировка вектора силы давления начинается с:
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[image: image74.wmf]{
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-  вектор приложенного давления (обычно содержит только один ненулевой компонент)
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- площадь, на которую действует давление
Объединяя уравнения (32) и (34):
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Если не указано иное, давление применяется к наружной поверхности каждого элемента и нормально к криволинейным поверхностям, если это возможно.

Узловые силы, приложенные к элементу могут быть объяснены: 
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[image: image78.wmf]{
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- узловые силы применили элемент

Наконец, уравнения (21) и (25), уравнение, уравнения (29), (33), уравнения (35), (36) могут быть объединены:
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Принимая во внимание, что вектор 
[image: image81.wmf]{
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 представляет собой набор произвольных перемещений, распространенных во всех указанных выше условиях, условие требует, чтобы у уравнение (37) сводилось к:
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 -матрица жесткости
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- основой элемент матрицы жесткости


[image: image85.wmf]{

}

[

]

[

]

{

}

T

thth

e

v

FBDdv

e

=

ò

- элемент вектора тепловой нагрузки
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-матрица масс
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-вектор ускорения
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-вектор давления элемент
Оценим структурные деформации и напряжения.
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-вектор напряжения
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- деформации смещения матрицы вычисляется в точке интеграции
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- узловой вектор перемещения
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- эластичность матрицы
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- деформации, вызывающие напряжения

Вывод поверхностного напряжения может быть предложен на "свободных" гранях 2-D и 3-D элементов. "Свободней" означает, что не связан с другими элементами, а также, не имеет никаких налагаемых смещений или узловых сил, которые нормальны к поверхности. Следующие шаги выполняются в каждой точке поверхности Гаусса для оценки поверхностных напряжений. Точки интегрирования используются такие же, как для приложения давления к этой поверхности.

1. Вычисляем поверхностное напряжение на плоскости в точке интегрирования с помощью:
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Следовательно, 
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 известны. Первая производная представляет  собой поверхностную систему координат, нормальную к поверхности 
[image: image99.wmf]z

.

2. Каждая точка, множество:
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[image: image101.wmf]P

- приложенное давление.
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Уравнения (41) и (42)  действительны, а поверхность, для которой вычисляются напряжения, как предполагается, будет свободной поверхностью.

3. В каждой точке, используем шесть материальных уравнений:
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Вычисляем оставшиеся компоненты деформаций и напряжений (
[image: image105.wmf],,,,,
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).
4. Повторить и усреднить результаты всех во узлах интегрирования.

Для упругих элементов оболочки, силы и моменты на единицу длины вычисляются как:
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где:
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- плоскостные силы на единицу длины
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- поперечные силы сдвига на единицу длины
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- толщина в средине элемента, вычисляется по нормали к средней плоскости
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 и т. д. -сдвиговое напряжение
Для элементов оболочки из линейно упругого материала, уравнение (44) подставляем в уравнение (51):

[image: image119.wmf],,,

(4)

6

xtopxmidxbot

x

t

T

sss

++

=










         (52)

[image: image120.wmf]y,y,y,
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Глава 4. КОНЕЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ
Элемент shell181 хорошо подходит для расчета моделей оболочек с малой или умеренной толщиной. Имеет 4 узла и 6 степеней свободы в каждом узле: перемещения в направлении осей   x y z узловой системы координат. Элементы треугольной  формы могут применяться  только в качестве переходных элементов в сетках.
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Рис.4. Четырехузловой конечный элемент шестью степенями свободы в каждом узле
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Глава 5. ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ В ANSYS
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Рис. 5. Рассматриваемая оболочка

Задан тонкостенный гиперболический параболоид:

Высота  = 12 см
Rб = 6 см
Rм = 3 см
H = 5 мм
Приложена единичная сжимающая распределенная нагрузка.
Нужно определить при которой оболочка потеряет устойчивость

Анализ устойчивости в ANSYS осуществляется в следующем порядке. Сначала выполняется статический анализ конструкции с приложением внешней нагрузки (чаще всего единичной), и с возможностью учета эффектов предварительных напряжений (prestress effects), необходимой для анализа устойчивости. Затем, собственно, сам анализ устойчивости, в ходе которого определяется величина критической силы и форма потери устойчивости.
Т. к. оболочка симметричная, мы можем построить 1/8 ее часть, с наложением условий симметрии. 
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Рис. 6. Конечно-элементная модель
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Рис. 7. Первая форма потери устойчивости
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Рис. 8. Вторая форма потери устойчивости
[image: image146.jpg]



Рис. 9. Третья форма потери устойчивости
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Рис. 10. Четвертая форма потери устойчивости
[image: image148.jpg]



Рис. 11. Пятая форма потери устойчивости

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Был проведен расчет цилиндрической оболочки с учетом потери устойчивости. Также были рассмотрены разные формы потери устойчивости , которые соответствуют различным критическим нагрузкам.
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