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�¥®à¨ï á¢ï§­®áâ¥© ¢ à áá«®¥­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å § ­¨¬ ¥â æ¥­âà «ì­®¥ ¬¥áâ® ¢ ¤¨ää¥à¥­æ¨-
 «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨. � ®â«¨ç¨¥ ®â à áá«®¥­¨© â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á«®¥¢ á«®¥­¨ï ¬®¦¥â
¡ëâì \¯«®å¨¬". � ¯à¨¬¥à, ¯à®áâà ­áâ¢® á«®¥¢ á«®¥­¨ï ­  â®à¥ T 2, á«®¨ ª®â®à®£® | ¨àà æ¨®-
­ «ì­ë¥ ®¡¬®âª¨, ¨¬¥¥â âà¨¢¨ «ì­ãî â®¯®«®£¨î. � [1] ¢¢¥¤¥­® ¯®­ïâ¨¥ á¢ï§­®áâ¨ �à¥á¬ ­  ¤«ï
á«®¥­¨© ª ª ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ á¢ï§­®áâ¨ �à¥á¬ ­  ¢ à áá«®¥­¨¨, £¤¥ ¢ ®á­®¢ã ®¯à¥¤¥«¥-
­¨ï ¯®«®¦¥­® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯¥à¥­®á®¢ £®à¨§®­â «ì­ëå ªà¨¢ëå ¢¤®«ì ¢¥àâ¨ª «ì­ëå ªà¨¢ëå á
¯®¬®éìî ¢¥àâ¨ª «ì­®-£®à¨§®­â «ì­ëå £®¬®â®¯¨©. � ª¨¥ £®¬®â®¯¨¨ ¯à¨¬¥­ï«¨áì ¢ £«®¡ «ì­®©
¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ ¨ à ­¥¥ (­ ¯à., [2]{[4]).

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¤«ï á«®¥­¨ï (M;F) á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¢ á¬ëá«¥ �.�ãá¬ ­  [5] ¨ �.�â¥ä ­ 
[6] ®¯à¥¤¥«ï¥¬ á¢ï§­®áâì �à¥á¬ ­  ª ª ­¥ª®â®à®¥ ®¡®¡é¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ M ­  ¬­®£®®¡à -
§¨¨ M , ¯®§¢®«ïîé¥¥ ¯¥à¥­®á¨âì £®à¨§®­â «ì­ë¥ ªà¨¢ë¥, â. ¥. ªà¨¢ë¥, ª á â¥«ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë ª
ª®â®àë¬ ¯à¨­ ¤«¥¦ â M, ¢¤®«ì ¢¥àâ¨ª «ì­ëå ªà¨¢ëå. � ®â«¨ç¨¥ ®â à¥£ã«ïà­®£® á«ãç ï â -
ª¨¥ ¯¥à¥­®áë ï¢«ïîâáï ¬­®£®§­ ç­ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨. �®íâ®¬ã ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ £àã¯¯ã �M-
£®«®­®¬¨¨ �HM(L; a) ¯à®¨§¢®«ì­®£® á«®ï L á«®¥­¨ï (M;F) ª ª £àã¯¯ã ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ­¥ª®â®-
à®£® ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢  £®à¨§®­â «ì­ëå ªà¨¢ëå. �«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ®¡« ¤ îé¨¥ á¢ï§­®-
áâìî �à¥á¬ ­ , ­ §ë¢ ¥¬ íà¥á¬ ­®¢ë¬¨. �¡®¡é¥­­ë¥ íà¥á¬ ­®¢ë á«®¥­¨ï ¢¢®¤ïâáï, ª®£¤  à®«ì
£®à¨§®­â «ì­ëå ªà¨¢ëå ¨£à îâ â®«ìª® â¥ ¨­â¥£à «ì­ë¥ ªà¨¢ë¥ M; ª®â®àë¥ ­¥ ¨¬¥îâ ®á®¡ëå
â®ç¥ª, ®â«¨ç­ëå ®â ª®­¥ç­ëå.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ­¥ª®â®àëå ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ãá«®¢¨© ¤®ª § -
­ë â¥®à¥¬ë ® £«®¡ «ì­®© áâ ¡¨«ì­®áâ¨ ª®¬¯ ªâ­®£® á«®ï á ª®­¥ç­®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®©
¨ á ª®­¥ç­®© £àã¯¯®© £®«®­®¬¨¨ ¤«ï ®¡®¡é¥­­ëå íà¥á¬ ­®¢ëå á«®¥­¨© ¨ ¤«ï íà¥á¬ ­®¢ëå á«®-
¥­¨© á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �â¨ â¥®à¥¬ë ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª  ­ «®£¨ ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬ë
�¨¡  ® £«®¡ «ì­®© áâ ¡¨«ì­®áâ¨ ª®¬¯ ªâ­®£® á«®ï á ª®­¥ç­®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®©, ¤®-
ª § ­­®© ¨¬ ¤«ï á«®¥­¨© ª« áá  Cr, r � 2, ª®à §¬¥à­®áâ¨ ®¤¨­ ­  ª®¬¯ ªâ­ëå ¬­®£®®¡à §¨ïå
[13]. �®ª § ­®, çâ® âà ­á¢¥àá «ì­® ¯®«­ë¥ à¨¬ ­®¢ë á«®¥­¨ï ¨ ¢¥àâ¨ª «ì­® ¯®«­ë¥ ¢¯®«­¥
£¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ®¡« ¤ îâ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬¨ á¢ï§­®áâï¬¨ �à¥á¬ ­ .

1. �«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨

�á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¤ «¥¥ ¯à¥¤¯®« £ îâáï £« ¤ª¨¬¨ ª« áá  Cr, r � 1, á¢ï§­ë¬¨, á® áç¥â­®©
¡ §®© ¨ å ãá¤®àä®¢ë¬¨, ¥á«¨ ­¥ ®£®¢®à¥­® ¯à®â¨¢­®¥. �á¥ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯à¥¤¯®« £ îâáï ®âªàë-
âë¬¨,   ¯ãâ¨, ªà¨¢ë¥ ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï | ªãá®ç­®-£« ¤ª¨¬¨.

�ãáâì M | £« ¤ª®¥ n-¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥. �ã­ªæ¨ï T , áâ ¢ïé ï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®©
â®çª¥ x 2M p(x)-¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® Tx ª á â¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  TxM; ­ §ë¢ ¥âáï ®¡®¡-
é¥­­ë¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ­  M . � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ T ­ §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à 
Y 2 Tx áãé¥áâ¢ã¥â £« ¤ª®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ X, § ¤ ­­®¥ ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ Ux â®çª¨ x ¨
â ª®¥, çâ® Xx = Y , Xy 2 Ty ¯à¨ «î¡®¬ y 2 Ux.
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�®£àã¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ L ¬­®£®®¡à §¨ï M ­ §ë¢ ¥âáï ¨­â¥£à «ì­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨-

¥¬ ®¡®¡é¥­­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï T , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® x 2 L ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® TxL = Tx.
�­â¥£à «ì­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ L ­ §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬, ¥á«¨ ®­® á¢ï§­®¥ ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ª -
¦¤ë¬ á¢ï§­ë¬ ¨­â¥£à «ì­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬, ¥£® á®¤¥à¦ é¨¬. �á«¨ ç¥à¥§ ª ¦¤ãî â®çªã x 2M
¯à®å®¤¨â ­¥ª®â®à®¥ ¨­â¥£à «ì­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, â® £®¢®àïâ, çâ® ®¡®¡é¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ T
¨­â¥£à¨àã¥¬®.

�®¢®ªã¯­®áâì F = fL�; � 2 Jg ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨­â¥£à «ì­ëå ¬­®£®®¡à §¨© L� ®¡®¡é¥­­®£®
¨­â¥£à¨àã¥¬®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï T ­ §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬ á«®¥­¨¥¬ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �«¥¬¥­âë
à §¡¨¥­¨ï L�, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ª ª ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï ¢ M , ­ §ë¢ îâáï á«®ï¬¨ á«®¥­¨ï F .

�ãáâì (M;F) | £« ¤ª®¥ á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �§¢¥áâ­® [5]{[7], çâ® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2M
áãé¥áâ¢ã¥â ª àâ  (U;'), ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢ ¬¨:

(F1) '(U) = V �W , £¤¥ V | ®ªà¥áâ­®áâì ­ã«ï ¢ Rp , W | ®ªà¥áâ­®áâì ­ã«ï ¢ Rq , p = p(x) |
à §¬¥à­®áâì æ¥­âà «ì­®£® á«®ï L(x), ¯à®å®¤ïé¥£® ç¥à¥§ â®çªã x,   q = n� p;

(F2) '(x) = (0; 0) 2 V �W ;
(F3) ¤«ï «î¡®£® á«®ï L 2 F ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® '(L \ U) = V � l, £¤¥

l := fw 2W j '�1(0; w) 2 Lg:

� àâã (U;'), ®¡« ¤ îéãî á¢®©áâ¢ ¬¨ (F1){(F3), ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì à áá«®¥­­®© ¢ â®çª¥ x,   U
| à áá«®¥­­®© ®ªà¥áâ­®áâìî. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì â ª¦¥, çâ® x| æ¥­âà íâ®© ª àâë. �¥ ­ àãè ï
®¡é­®áâ¨, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® V ¨ U | ®ªà¥áâ­®áâ¨, £®¬¥®¬®àä­ë¥ Rp ¨ Rq á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
� «¥¥ ¯®¤ ª àâ®© ¯®­¨¬ ¥¬ ¨¬¥­­® â ª¨¥ à áá«®¥­­ë¥ ª àâë.

�®¬¯®­¥­âë «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï U \ L� ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì «®ª «ì­ë¬¨ á«®ï¬¨

á«®ï L� ¢ íâ®© ª àâ¥ ¨«¨ ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ U .
�®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¢ à áá«®¥­­®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ Ux â®çª¨ x à §¬¥à­®áâì p(y) «î¡®£® á«®ï L(y),

y 2 Ux, ­¥ ¬¥­ìè¥, ç¥¬ p(x). �®íâ®¬ã äã­ªæ¨ï à §¬¥à­®áâ¨ á«®¥¢ p(x), x 2 M , ï¢«ï¥âáï ¯®«ã-
­¥¯à¥àë¢­®© á­¨§ã.

�®áª®«ìªã p(x) � n, x 2 M , £¤¥ n = dimM , â® áãé¥áâ¢ã¥â ¬ ªá¨¬ «ì­ ï à §¬¥à­®áâì p0
á«®¥¢ á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ F . �®çª  x ­ §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà­®©, ¥á«¨ ç¥à¥§ ­¥¥ ¯à®å®¤¨â
á«®© à §¬¥à­®áâ¨ p0. �®çª¨ ¨§ M , ­¥ ï¢«ïîé¨¥áï à¥£ã«ïà­ë¬¨, ­ §ë¢ îâáï ®á®¡ë¬¨. �á«¨
dimL = p0, â® á«®© L ­ §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà­ë¬, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ L ­ §ë¢ ¥âáï ®á®¡ë¬ á«®¥¬.

�«®¥­¨ï, ¢á¥ á«®¨ ª®â®àëå ¨¬¥îâ ¯®áâ®ï­­ãî à §¬¥à­®áâì, ­ §ë¢ îâáï à¥£ã«ïà­ë¬¨. �®íâ®¬ã
à¥£ã«ïà­ë¥ á«®¥­¨ï ®¡à §ãîâ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® á«®¥­¨© á ®á®¡¥­­®áâï¬¨.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M 0 ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å á«®¥¢ ¬ ªá¨¬ «ì­®© à §¬¥à­®áâ¨ p0. �á«¨ x 2 M 0

¨ (U;') | à áá«®¥­­ ï ª àâ  ¢ â®çª¥ x, â® ¤«ï «î¡®£® y 2 U á«®© L(y) â ª¦¥ ¨¬¥¥â à §¬¥à-
­®áâì p0, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, U �M 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ à¥£ã«ïà­ëå á«®¥¢ M 0 ï¢«ï¥âáï
®âªàëâë¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢ M .

2. �¢ï§­®áâì �à¥á¬ ­  ¤«ï á«®¥­¨© á ®á®¡¥­­®áâï¬¨

� «¥¥ ¯®¤ (M;F) ¢á¥£¤  ¯®­¨¬ ¥¬ á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨.
�¡®¡é¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ M ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì âà ­á¢¥àá «ì­ë¬ á«®¥-

­¨î F , ¥á«¨ ­  M cãé¥áâ¢ã¥â â ª ï à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  g, çâ® Mx á®¢¯ ¤ ¥â á ®àâ®£®­ «ì­ë¬
¤®¯®«­¥­¨¥¬ ª ª á â¥«ì­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã Tx ª á«®î L(x) ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¢¥ªâ®à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
(TxM; gx), â. ¥. ¤«ï «î¡®£® x 2M ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à §«®¦¥­¨¥

TxM = Tx
�
�Mx;

£¤¥
�
� | á¨¬¢®« ®àâ®£®­ «ì­®© áã¬¬ë. �®¤¯à®áâà ­áâ¢  Mx, x 2 M ,   â ª¦¥ ¢¥ªâ®àë ¨§ M

¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì £®à¨§®­â «ì­ë¬¨. �ãá®ç­®-£« ¤ª ï ªà¨¢ ï � ­ §ë¢ ¥âáï £®à¨§®­â «ì­®©, ¥á«¨
¢á¥ ¥¥ ª á â¥«ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë £®à¨§®­â «ì­ë. � á¯à¥¤¥«¥­¨¥ T , ª á â¥«ì­®¥ ª á«®ï¬ á«®¥­¨ï F ,
¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¢¥àâ¨ª «ì­ë¬. �à¨¢ ï h ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥àâ¨ª «ì­®©, ¥á«¨ ®­  «¥¦¨â ¢ ®¤­®¬
á«®¥ á«®¥­¨ï F .
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�¥àâ¨ª «ì­®-£®à¨§®­â «ì­®© £®¬®â®¯¨¥© (ªà âª® ¢. £. £.) ­ §ë¢ ¥¬ ªãá®ç­®-£« ¤ª®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ H : I1 � I2 ! M , £¤¥ I1 = I2 = [0; 1], ®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ (s; t) 2 I1 � I2 ªà¨¢ ï HjI1�ftg £®à¨§®­â «ì­ ï,   Hjfsg�I2 ¢¥àâ¨ª «ì­ ï. � àã ªà¨¢ëå
(HjI1�f0g;Hjf0g�I2) ­ §ë¢ ¥¬ ¡ §®© ¤«ï ¢. £. £. � à  ¯ãâ¥© (�; h) á ®¡é¨¬ ­ ç «®¬ �(0) = h(0), £¤¥
� | £®à¨§®­â «ì­ë© ¯ãâì,   h ¢¥àâ¨ª «ì­ë©, ­ §ë¢ ¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®© ¤«ï ¢. £. £. �¡®¡é¥­­®¥
à á¯à¥¤¥«¥­¨¥M, âà ­á¢¥àá «ì­®¥ á«®¥­¨î á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ F , ­ §ë¢ ¥¬ á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­ 

¤«ï F , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ àë ¯ãâ¥© (�; h) áãé¥áâ¢ã¥â ¢. £. £. á ¡ §®© (�; h).
�¥£ã«ïà­ë¥ á«®¥­¨ï á® á¢ï§­®áâï¬¨ �à¥á¬ ­  ­ §ë¢ îâáï ¢ [8] ¨ [9] íà¥á¬ ­®¢ë¬¨. �à®-

¤®«¦ ï íâã â¥à¬¨­®«®£¨î, ­ §ë¢ ¥¬ á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F), ¤®¯ãáª îé¥¥ á¢ï§­®áâì
�à¥á¬ ­  M, íà¥á¬ ­®¢ë¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥¬ ç¥à¥§ (M;F ;M).

�ãáâì H | ¢. £. £. á ¡ §®© (�; h) ¨ e� := HjI1�f1g. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ªà¨¢ ï e� ¯®«ãç¥­ 

¯¥à¥­®á®¬ � ¢¤®«ì ¯ãâ¨ h ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢.£.£. H, ¨ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì íâ® ç¥à¥§ � H
�! > e�.

� ¬¥â¨¬, çâ® á¢ï§­®áâì �à¥á¬ ­ M ­¥ ï¢«ï¥âáï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, £« ¤ª¨¬ ®¡®¡é¥­­ë¬ à á-
¯à¥¤¥«¥­¨¥¬. �¤­ ª®M ®¡« ¤ ¥â ­¥ª®â®à®© \®¡®¡é¥­­®© £« ¤ª®áâìî", ª®â®à ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï
â¥¬, çâ® M ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­ë¬ ¤®¯®«­¥­¨¥¬ ª £« ¤ª®¬ã ®¡®¡é¥­­®¬ã à á¯à¥¤¥«¥­¨î T ,
ª á â¥«ì­®¬ã ª F , ¢ ­¥ª®â®à®© à¨¬ ­®¢®© ¬¥âà¨ª¥ g ­  M .

�¢¥¤¥­­®¥ §¤¥cì ¯®­ïâ¨¥ á¢ï§­®áâ¨ �à¥á¬ ­  ¤«ï á«®¥­¨© á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥-
áâ¢¥­­ë¬ à áè¨à¥­¨¥¬ ¯®­ïâ¨ï á¢ï§­®áâ¨ �à¥á¬ ­  ¤«ï à¥£ã«ïà­ëå á«®¥­¨© ¨§ [1].

3. �àã¯¯  �M-£®«®­®¬¨¨ ¤«ï á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨

�ë ¢¢®¤¨¬ ¯®­ïâ¨¥ £àã¯¯ë �M-£®«®­®¬¨¨ ¤«ï «î¡®£® á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ®¡« ¤ î-
é¥£® á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­  M.

�ãáâì (M;F ;M) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥. �®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â à¥£ã-
«ïà­ëå á«®¥­¨© ¤«ï á«®¥­¨ï (M;F ;M) ­ àãè ¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì ¢. £. £. á ¤ ­­®© ¡ §®© (�; h).
�â® ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ âà ­á¢¥àá «ì­® ¯®«­ëå à¨¬ ­®¢ëå á«®¥­¨© á ®á®¡¥­­®-
áâï¬¨ ¢ [10].

�ãáâì 
a | ¬­®¦¥áâ¢® £®à¨§®­â «ì­ëå ªà¨¢ëå á ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ a. �¢¥¤¥¬ ¢ 
a ®â­®è¥­¨¥
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ � á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¢¥ ªà¨¢ë¥ �1 ¨ �2 ¨§ 
a ­ §ë¢ ¥¬ �-íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨,
¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ­¥ª®â®à ï ¢¥àâ¨ª «ì­ ï ¯¥â«ï h0, £®¬®â®¯­ ï ¯®áâ®ï­­®© ¯¥â«¥ ea ¢ á«®¥ L(a),
¨ ¢. £. £. K á ¡ §®© (�1; h0) â ª¨¥, çâ® KjI1�f1g = �2.

�àï¬ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨
¢ 
a. �« áá �-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© ¯ãâì �, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ [�]�,   ¬­®¦¥áâ¢®
ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ | ç¥à¥§ 
a=�.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �â®¡à ¦¥­¨¥

�a : 
a=�� �1(L; a)! 
a=� : ([�]�; [h]) 7! [e�]�;
£¤¥ [h] 2 �1(L; a), H | ­¥ª®â®à ï ¢. £. £. á ¡ §®© (�; h) ¨ � H

�! > e�, ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥

äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯ë �1(L; a) á«®ï L(a) ­  ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢¥ 
a=�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ �a ®¯à¥¤¥«¥­® ª®àà¥ªâ­®, â. ¥. ­¥ § ¢¨á¨â
1) ®â ¢ë¡®à  ¯¥â«¨ h ¨§ ª« áá  [h] 2 �1(L; a) ¨ ®â ¢ë¡®à  ¢. £. £. H á ¡ §®© (�; h);
2) ®â ¢ë¡®à  � ¨§ ª« áá  [�]�.
1. �ãáâì h ¨ h0 | ¤¢  £®¬®â®¯­ëå ¯ãâ¨ ¢ á«®¥ L, á®¥¤¨­ïîé¨¥ a á b, ¨ � | «î¡ ï ªà¨¢ ï ¨§


a. �ãáâì H ¨ H 0 | «î¡ë¥ ¢. £. £. á ¡ § ¬¨ (�; h) ¨ (�; h0) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¨ � H
�! > e�, � H0

�! > �0.
�®ª ¦¥¬, çâ® [e�]� = [�0]�. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â. ª. ¯ãâ¨ h ¨ h0 £®¬®â®¯­ë ¢ L, â® ¯¥â«ï �0 := h0�1h
£®¬®â®¯­  ¯®áâ®ï­­®¬ã ¯ãâ¨ eb ¢ L. �®íâ®¬ã ¯®« £ ï

K(s; t) :=

(
H(s; 1� 2t); ¥á«¨ (s; t) 2 I1 � [0; 1

2
];

H 0(s; 2t� 1); ¥á«¨ (s; t) 2 I1 � [ 1
2
; 1];

¢¨¤¨¬, çâ® K | ¢. £. £. á ¡ §®© (e�; �0), ¯à¨ç¥¬ KjI1�f1g = �0, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, [e�]� = [�0]�.
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2. �ãáâì � 2 
a, h | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¢¥àâ¨ª «ì­ ï ¯¥â«ï ¢ â®çª¥ a, H | ­¥ª®â®à ï ¢. £. £. á
¡ §®© (�; h). �®§ì¬¥¬ «î¡®© ¯ãâì �� 2 [�]�. �à¨ íâ®¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¢. £. £. K á ¡ §®© (�; h0), £¤¥
[h0] = [ea] 2 �1(L; a), ®áãé¥áâ¢«ïîé ï �-íª¢¨¢ «¥­â­®áâì �� ¨ �, â. ¥. K(s; 0) = ��(s), K(s; 1) =
�(s), s 2 I1, ¨ K(0; t) = h0(t), t 2 I2. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ H� : I1 � I2 !M ¯® ä®à¬ã«¥

H�(s; t) :=

(
K(s; 2t); ¥á«¨ (s; t) 2 I1 � [0; 1

2
];

H(s; 2t� 1); ¥á«¨ (s; t) 2 I1 � [ 1
2
; 1]:

�®áª®«ìªã K(s; 1) = H(s; 0) = �(s), s 2 I, â® H� ï¢«ï¥âáï, ª ª K ¨ H, ¢. £. £. � §®© H� á«ã¦¨â

¯ à  ¯ãâ¥© (��; h0h). �à®¬¥ â®£®, ��
H�

�! > e�. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï �a, ãç¨âë¢ ï, çâ® [h0h] = [h] 2
�1(L; a), ¯à¨¬¥­ïï ¤®ª § ­­®¥ ¢ ¯. 1, ¨¬¥¥¬ �a([��]�; [h]) = [e�]�. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥­¨¥ �a

®¯à¥¤¥«¥­® ª®àà¥ªâ­®.
�¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® �a § ¤ ¥â ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë �1(L; a) ­  ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢¥


a=�.

�¤à® ¤¥©áâ¢¨ï �a, à ¢­®¥ ker�a = f[h] 2 �1(L; a) j �a([�]�; [h]) = [�]� 8[�]� 2 
a=�g, ï¢«ï¥âáï
­®à¬ «ì­ë¬ ¤¥«¨â¥«¥¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯ë �1(L; a). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¯à¥¤¥«¥­  ä ªâ®à-
£àã¯¯  �HM(L; a) := �1(L; a)= ker �a. � §®¢¥¬ £àã¯¯ã �HM(L; a) £àã¯¯®© �M-£®«®­®¬¨¨ ¤«ï íà¥-

á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F ;M).
� ª ¦¥, ª ª ¢ [11], � ãª §ë¢ ¥â ­  â®, çâ® �HM(L; a) | £àã¯¯  £®«®­®¬¨¨, ®â­®áïé ïáï

ª á«®¥­¨î á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ ®â«¨ç îé ïáï ®â ¨§¢¥áâ­ëå £àã¯¯ £®«®­®¬¨¨. �«ï à¥£ã«ïà­ëå
á«®¥­¨© ª ¦¤ë© ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ [�]� á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© £®à¨§®­â «ì­®© ªà¨¢®© �, ¯®íâ®¬ã
¬­®¦¥áâ¢® 
a=� ¡¨¥ªâ¨¢­® ¬­®¦¥áâ¢ã 
a. � íâ®¬ á«ãç ¥ £àã¯¯  �HM(L; a) á®¢¯ ¤ ¥â á £àã¯¯®©
HM(L; a), ¢¢¥¤¥­­®© ¢ [1] ¨ ­ §¢ ­­®© ¢ [12], [9] £àã¯¯®© M-£®«®­®¬¨¨.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå â®ç¥ª a ¨ b ¨§ á«®ï L á«®¥­¨ï (M;F ;M) áãé¥áâ¢ã¥â
¨§®¬®àä¨§¬ �HM(L; a) ! �HM(L; b), ®¯à¥¤¥«¥­­ë© á â®ç­®áâìî ¤® ¢­ãâà¥­­¨å  ¢â®¬®àä¨§-

¬®¢ íâ¨å £àã¯¯.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã «¨­¥©­®© á¢ï§­®áâ¨ á«®ï L áãé¥áâ¢ã¥â ¯ãâì g ¢ L, á®¥¤¨­ïî-
é¨© a á b. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ [g] ª« áá ¯ãâ¥©, £®¬®â®¯­ëå g ¢ á«®¥ L. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥
A[g] : �HM(L; a) ! �HM(L; b) à ¢¥­áâ¢®¬ A[g]([h] ker �a) := [g�1hg] ker �b, à áá¬ âà¨¢ ï ãª § ­-
­ë¥ ª« ááë á¬¥¦­®áâ¨ ª ª í«¥¬¥­âë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £àã¯¯ £®«®­®¬¨¨. �§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï
á«¥¤ã¥â, çâ® A[g] ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯ãâ¨ ¨§ ª« áá  [g]. �á«¨ k | ¤àã£®© ¯ãâì, á®¥¤¨­ïîé¨©
a á b ¢ á«®¥ L, â® A�1

[k] � A[g] | ¢­ãâà¥­­¨©  ¢â®¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë �HM(L; a), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©
í«¥¬¥­âã [gk�1],   A[k] � A

�1
[g] | ¢­ãâà¥­­¨©  ¢â®¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë �HM(L; b), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©

í«¥¬¥­âã [g�1k], ®âªã¤  ¢ëâ¥ª ¥â ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2 ¬®¦­® £®¢®à¨âì ® £àã¯¯¥ �M-£®«®­®¬¨¨ á«®ï L, ¯®­¨¬ ï ¯®¤ íâ¨¬
 «£¥¡à ¨ç¥áªãî £àã¯¯ã �HM(L), ª®â®à ï ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  a 2 L. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ®
á«®© L ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî £àã¯¯ã �M-£®«®­®¬¨¨, ¥á«¨ íâ  £àã¯¯  ª®­¥ç­ .

4. �¡®é¥­­ ï á¢ï§­®áâì �à¥á¬ ­  ¤«ï á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨
¨ ¥¥ £®«®­®¬¨ï

�ãáâì (M;F) | á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ¨ M 0 | ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ á«®¥¢ ¬ ªá¨¬ «ì­®© à §-
¬¥à­®áâ¨. �ãáâì M | ®¡®¡é¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­  M , âà ­á¢¥àá «ì­®¥ á«®¥­¨î F . �ã¤¥¬
¨á¯®«ì§®¢ âì â¥à¬¨­®«®£¨î, ¢¢¥¤¥­­ãî ¢ ¯. 2. �¡®¡é¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ M ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì
®¡®¡é¥­­®© á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­  á«®¥­¨ï F , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ àë ¯ãâ¥© (�; h),
£¤¥ �(0; 1) � M 0, áãé¥áâ¢ã¥â ¢. £. £. á ¡ §®© (�; h). �«®¥­¨ï (M;F) á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ¤®¯ãáª î-
é¨¥ ®¡®¡é¥­­ãî á¢ï§­®áâì �à¥á¬ ­ , ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¡®¡é¥­­ë¬¨ íà¥á¬ ­®¢ë¬¨ á«®¥­¨ï¬¨.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, à áè¨àï¥¬ ¯®­ïâ¨¥ á¢ï§­®áâ¨ �à¥á¬ ­  ¤«ï á«®¥­¨© á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ®£à -
­¨ç¨¢ ïáì £®à¨§®­â «ì­ë¬¨ ¯ãâï¬¨ �, ­¥ á®¤¥à¦ é¨¬¨ ®á®¡ëå â®ç¥ª, ®â«¨ç­ëå ®â ª®­¥ç­ëå
â®ç¥ª �(0) ¨ �(1).
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�ãáâì (M;F ;M) | ®¡®¡é¥­­®¥ íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥.�®£¤  à á¯à¥¤¥«¥­¨¥M0 :=MjM0 ï¢«ï-
¥âáï á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­  ¤«ï à¥£ã«ïà­®£® á«®¥­¨ï (M 0;F0), £¤¥ F0 := FjM0 . �®«®¦¨¬

0
a := f� 2 
a j �((0; 1]) � M 0g. �á«¨ � 2 
0

a, â® «î¡®© ¯ãâì �0, �-íª¢¨¢ «¥­â­ë© �, â ª¦¥
¯à¨­ ¤«¥¦¨â 
0

a. �®íâ®¬ã 

0
a=� � 
a=�. �«ï «î¡®© ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ àë ¯ãâ¥© (�; h), £¤¥ � 2 
0

a,

áãé¥áâ¢ã¥â ¢. £. £. á ¡ §®© (�; h). �®«®¦¨¬ �0
a([�]�; [h]) := [e�]�, £¤¥ [h] 2 �1(L; a), �

H
�! > e�.

�®ç­® â ª ¦¥, ª ª ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1, ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® �0
a ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à ¢®¥

¤¥©áâ¢¨¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯ë �1(L; a) ­  ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢¥ 
0
a. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ä ªâ®à-

£àã¯¯ã HM(L; a) := �1(L; a)= ker �0
a £àã¯¯®© M-£®«®­®¬¨¨ á«®ï L ¢ â®çª¥ a ®¡®¡é¥­­®£® íà¥á¬ -

­®¢  á«®¥­¨ï (M;F ;M).
� ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¢áïª®£® á«®ï L� �M 0 £àã¯¯  HM(L�; x) á®¢¯ ¤ ¥â á £àã¯¯®©M-£®«®­®¬¨¨

á«®ï L� ¢ â®çª¥ x 2 L� à¥£ã«ïà­®£® íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï (M 0;F0;M0).

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �«ï «î¡®£® á«®ï L íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F ;M) áãé¥-
áâ¢ã¥â í¯¨¬®àä¨§¬ £àã¯¯ � : �HM(L; a)! HM(L; a), ¤«ï ª®â®à®£® ª®¬¬ãâ â¨¢­  ¤¨ £à ¬¬ 

�1(L; a)
�

.
�

&

�HM(L; a)
�
�! HM(L; a);

(4.1)

£¤¥ � ¨ � | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ä ªâ®à-®â®¡à ¦¥­¨ï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F ;M) ®â®¡à ¦¥­¨¥ �0
a

¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª áã¦¥­¨¥ ¤¥©áâ¢¨ï �a, ¯®áª®«ìªã 
0
a=� � 
a=�. � ª ª ª ï¤à  ¤¥©-

áâ¢¨© �a ¨ �0
a á¢ï§ ­ë ¢ª«îç¥­¨¥¬ ker�a � ker �0

a, â® ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥

� : �HM(L; a)! HM(L; a) : [h] ker �a 7! [h] ker �0
a;

£¤¥ [h] 2 �1(L; a). Oâáî¤ , ãç¨âë¢ ï, çâ® �([h]) := [h] ker �a, �([h]) := [h] ker �0
a, ¯®«ãç ¥¬ ª®¬-

¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã (4.1).

� ª ª ª M 0 | ®âªàëâ®¥ (¢®§¬®¦­® ­¥á¢ï§­®¥) ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ M , â® ¤«ï ª ¦¤®£® á«®ï
L �M 0 ®¯à¥¤¥«¥­  à®áâª®¢ ï £àã¯¯  £®«®­®¬¨¨ �(L; a), a 2 L, ®¡é¥¯à¨­ïâ ï ¢ â¥®à¨¨ á«®¥­¨©
[13]. � ª ¨§¢¥áâ­®, ®¯à¥¤¥«¥­ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© í¯¨¬®àä¨§¬ £àã¯¯ � : HM(L; a) ! �(L; a); ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨© à ¢¥­áâ¢ã � � � = 
, £¤¥ 
 : �1(L; a) ! �(L; a) | ¯à®¥ªæ¨ï, áâ ¢ïé ï ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢¨¥ í«¥¬¥­âã [h] 2 �1(L; a) à®áâ®ª £®«®­®¬­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¢¤®«ì ¯ãâ¨ h. �«¥¤ãîé¥¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ¬¥¦¤ã à §«¨ç­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨ £®«®­®¬¨¨ à¥£ã«ïà­®£®
á«®¥­¨ï (M 0;F0).

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �«ï «î¡®£® á«®ï L �M 0 íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ ª®¬¬ãâ â¨¢­ 
¤¨ £à ¬¬ 

�1(L; a)
�

. # �




&

�HM(L; a)
�
�! HM(L; a)

�
�! �(L; a);

£¤¥ �, �, 
 | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ä ªâ®à-®â®¡à ¦¥­¨ï, �, � | í¯¨¬®àä¨§¬ë £àã¯¯ë.

�á«¨ ¤«ï ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ àë ¯ãâ¥© (�; h) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¢. £. £. H á ¡ §®© (�; h),

�
H
�! > e�, h H

�! > eh, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ªà¨¢ ï e� ¯®«ãç¥­  ¯¥à¥­®á®¬ � ¢¤®«ì h,   ¯ãâì eh
¯®«ãç¥­ ¯¥à¥­®á®¬ h ¢¤®«ì �, ¨ ®¡®§­ ç âì íâ® ç¥à¥§ � h

�! > e�, h �
�! > eh, ª ª ¨ ¢ à¥£ã«ïà­®¬

á«ãç ¥.
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5. �¢®©áâ¢  ®¡®¡é¥­­®£® íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï

�ãáâì (M;F ;M) | ®¡®¡é¥­­®¥ íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥. � áá¬®âà¨¬ ª àâã (U;') ¢ â®çª¥ a,
'(U) = V �W . �à¨ íâ®¬ FU := fV � y, y 2 Wg | âà¨¢¨ «ì­®¥ á«®¥­¨¥ ¢ U ,   � : U ! U=FU

| ¯à®¥ªæ¨ï ­  ¯à®áâà ­áâ¢® á«®¥¢. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® à á¯à¥¤¥«¥­¨¥M ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬
«®ª «ì­®© âà ­á¢¥àá «ì­®© ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®áâ¨, ¥á«¨ ¢ «î¡®© â®çª¥ a 2 M áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï
à áá«®¥­­ ï ª àâ  (U;'), çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ªà¨¢®© � 2 
0

a, �((0; 1]) � U , ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ y
¨§ «®ª «ì­®£® á«®ï La áãé¥áâ¢ã¥â ªà¨¢ ï �y 2 
0

y, £« ¤ª® § ¢¨áïé ï ®â y ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï
à ¢¥­áâ¢ã � � �y = � � �.

�¥§¤¥ ¤ «¥¥ ¢ íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ®¡®¡é¥­­®¥ íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ (M;F ;M)
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

(C0) ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ M 0 á«®¥¢ ¬ ªá¨¬ «ì­®© à §¬¥à­®áâ¨ ï¢«ï¥âáï á¢ï§­ë¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬
¢ M ;

(C1) ¤«ï «î¡®£® ®á®¡®£® á«®ï L áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© £®à¨§®­â «ì­ë© ¯ãâì � 2 
a, çâ® �(s) 2M 0

¯à¨ ¢á¥å s 2 (0; 1], �(0) = a 2 L;
(C2) à á¯à¥¤¥«¥­¨¥M ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ «®ª «ì­®© âà ­á¢¥àá «ì­®© ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®áâ¨.

�¥¬¬  1. �ãáâì L = L(a) | ®á®¡ë© á«®© ¨ � | â ª ï £®à¨§®­â «ì­ ï ªà¨¢ ï, çâ® �(s) 2
M 0 ¯à¨ ¢á¥å s 2 [0; 1), �(0) = b ¨ �(1) = a. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¢¥àâ¨ª «ì­®£® ¯ãâ¨ h á ­ ç «®¬

¢ â®çª¥ b áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¢. £. £. á ¡ §®© (�; h).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì � 2 
b ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î «¥¬¬ë, h | ¯ãâì ¢ á«®¥ L(b),
h(0)=b. � ª ª ª F | ®¡®¡é¥­­®¥ íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥, â® áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ª®â®à ï ¢. £. £. H á ¡ §®©
(�; h). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¤àã£ ï ¢. £. £. K á ¡ §®© (�; h). �«ï «î¡®£® � 2 (0; 1) ¨¬¥¥â
¬¥áâ® �j[0;� ] 2 
0

b . �®áª®«ìªã ¢ M
0 áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¢. £. £. á ¡ §®© (�j[0;� ]; h), â® ­¥®¡å®-

¤¨¬® Hj[0;� ]�I2 = Kj[0;� ]�I2 , ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, Hj[0;1)�I2 = Kj[0;1)�I2 . � á¨«ã ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ H ¨ K
¨ å ãá¤®àä®¢®áâ¨ M ®âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥­áâ¢® H = K.

�¥¬¬  2. �ãáâì L = L(a) | ®á®¡ë© á«®©. �®£¤ 

1) áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ª àâ  (U;') ¢ â®çª¥ a, çâ® ¤«ï «î¡®© ªà¨¢®© � 2 
a ¨§ U ¨ «î¡®£®

¯ãâ¨ h ¢ «®ª «ì­®¬ á«®¥ La, h(0) = a, áãé¥áâ¢ã¥â ¢. £. £. H ¢ U á ¡ §®© (�; h);
2) ¥á«¨ g | ¯ãâì, £®¬®â®¯­ë© h ¢ La, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¢. £. £. K ¢ U á ¡ §®© (�; g),

çâ® ¯ãâ¨ eh ¨ eg, £¤¥ h H
�! > eh, g K

�! > eg, £®¬®â®¯­ë ¢ á«®¥ L�(1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) �ãáâì ª àâ  (U;') á æ¥­âà®¬ ¢ a, � ¨ FU ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ®¯à¥¤¥«¥­¨î
âà ­á¢¥àá «ì­®© ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®áâ¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨ïM, � := � ��, £¤¥ � : U ! U=FU . �®§ì¬¥¬ «î-
¡®© ¯ãâì h ¢ «®ª «ì­®¬ á«®¥ La, h(0) = a. �®£¤  á®£« á­® (C2) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ h(t) áãé¥áâ¢ã¥â
â ª ï ªà¨¢ ï �h(t), çâ® ���h(t) = �. �â®¡à ¦¥­¨¥H(s; t) := �h(t)(s), £¤¥ s; t 2 [0; 1], ï¢«ï¥âáï ¢. £. £.
á ¡ §®© (�; h). � ª ª ª �h(t)(s) £« ¤ª® § ¢¨á¨â ®â h(t), â® ¯ãâì eh(t) := �h(t)(1) ªãá®ç­®-£« ¤ª¨© ¨
¯à¨­ ¤«¥¦¨â «®ª «ì­®¬ã á«®î L�(1). �®£« á­® «¥¬¬¥ 1 áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¢. £. £. á ¡ §®©
(��1; eh), á«¥¤®¢ â¥«ì­®, íâ® ¥áâì ¢. £. £. H(1 � s; t); (s; t) 2 I1 � I2. �âáî¤  H | ªãá®ç­®-£« ¤ª®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥.

2) �ãáâì �(t; �), t; � 2 [0; 1], | £®¬®â®¯¨ï, á¢ï§ë¢ îé ï ¯ãâ¨ h ¨ g ¢ «®ª «ì­®¬ á«®¥ La,
£¤¥ �(t; 0) = h(t), �(t; 1) = g(t), �(0; �) = a, �(1; �) = h(1). �â®¡à ¦¥­¨¥ e�(t; �) := ��(t;�)(1),
t; � 2 [0; 1], ï¢«ï¥âáï ¢. £. £., á¢ï§ë¢ îé¥© ¯ãâ¨ eh ¨ eg ¢ «®ª «ì­®¬ á«®¥ L�(1).

�ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì í«¥¬¥­â®¬ (£®à¨§®­â «ì­®©) £®«®­®¬¨¨ ¢¤®«ì £®à¨§®­â «ì­®© ªà¨¢®© � :
[0; 1] ! M ®¡®¡é¥­­®£® íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï (M;F ;M) á¥¬¥©áâ¢® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ �s : V0 !
Vs, s 2 I, £¤¥

(1) V0 | ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ �(0) ¢ á«®¥ L(�(0)),   Vs | p-¬¥à­®¥ ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥
¢ á«®¥ L(�(s)), s 2 (0; 1], p = dimL(�(0));

(2) �s(�(0)) = �(s) ¤«ï ¢á¥å s 2 I;
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(3) ¤«ï ª ¦¤®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® x 2 V0 ªà¨¢ ï �s(x), s 2 I, ï¢«ï¥âáï £®à¨§®­â «ì­®© ªà¨¢®©
á ¯ à ¬¥âà®¬ s;

(4) �0 = idV0 | â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.

� ª ¨§¢¥áâ­® [1], ¤«ï «î¡®© £®à¨§®­â «ì­®© ªà¨¢®© � à¥£ã«ïà­®£® íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï áã-
é¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© í«¥¬¥­â £®«®­®¬¨¨.

�¥¬¬  3. �ãáâì L = L(a)| ®á®¡ë© á«®© ¨ � | «î¡ ï ªà¨¢ ï ¨§ 
0
a. �®£¤  ­ ©¤¥âáï â ª ï

à áá«®¥­­ ï ª àâ  (U;') ¢ â®çª¥ a, çâ® ¤«ï «®ª «ì­®£® á«®ï V0 := La áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â

£®«®­®¬¨¨ �s : V0 ! Vs, s 2 I, ¢¤®«ì �.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì (U;') | ®ªà¥áâ­®áâì ¢ â®çª¥ a, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï «¥¬¬¥ 2. �ãé¥-
áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® s0 2 (0; 1], çâ® �(s) 2 U ¯à¨ s 2 [0; s0]. �®£« á­® «¥¬¬¥ 2 ¢ ª ¦¤®© â®çª¥
y 2 La ®¯à¥¤¥«¥­  £®à¨§®­â «ì­ ï ªà¨¢ ï �y(s), s 2 [0; s0], ï¢«ïîé ïáï ¯¥à¥­®á®¬ �j[0;s0] ¢ â®çªã
y ¢¤®«ì ¯ãâ¨ h ¢ La, á®¥¤¨­ïîé¥£® a á y. �®«®¦¨¬ �s(y) := �y(s) ¯à¨ ¢á¥å s 2 [0; s0]. � ¬¥â¨¬,
çâ® Vs := �s(La) | á«®© á«®¥­¨ï FU , ¯à®å®¤ïé¥£® ç¥à¥§ â®çªã �(s). �­ ç¨â, Vs | p-¬¥à­®¥ ¢«®-
¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ «®ª «ì­®£® á«®ï L�(s). �à¨ íâ®¬ �s, s 2 [0; s0], | í«¥¬¥­â £®«®­®¬¨¨
¢¤®«ì £®à¨§®­â «ì­®© ªà¨¢®© �j[0;s0]. �ãáâì '(U) � V �W ¨ p = dimL. �®£¤  ¢ â®çª¥ c := �(s0)
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï à áá«®¥­­ ï ª àâ  (U0; '0) á æ¥­âà®¬ ¢ c 2 L�, çâ® U0 � U \M 0. �ç¨âë¢ ï
'(L�\U) = V �l; £¤¥ l �W , áç¨â ¥¬, ­¥ ­ àãè ï ®¡é­®áâ¨, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ (p0�p)-¬¥à­®¥
¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ W1 ¢ W , çâ® U0 = '�1(V �W1) | ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ c
¢ L� \ U . � ª ª ª �j[s0;1] | £®à¨§®­â «ì­ ï ªà¨¢ ï à¥£ã«ïà­®£® á«®¥­¨ï (M 0;F0), â® ¤«ï ­¥¥
áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â £®«®­®¬¨¨ �s : Vs0 ! Vs, s 2 [s0; 1], ®â­®á¨â¥«ì­® á«®¥­¨ï (M 0;F0). �à¨
íâ®¬ Vs0 | «®ª «ì­ë© á«®© á«®¥­¨ï (M 0;F0) ¢ ª àâ¥ (U0; '0), ¯à®å®¤ïé¨© ç¥à¥§ â®çªã �(s0),
  Vs | ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ �(s) ¢ á«®¥ L(�(s)). �®«®¦¨¬ �s := �s � �s0 : V0 ! Vs ¯à¨ s 2 [s0; 1],
£¤¥ Vs := �s(V0) | ¢«®¦¥­­®¥ p-¬¥à­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ Vs. �®£¤  �s, s 2 [s0; 1], | í«¥¬¥­â
£®«®­®¬¨¨ ¢¤®«ì �j[s0;1]. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬ í«¥¬¥­â £®à¨§®­â «ì­®© £®«®­®¬¨¨ �s; s 2 I,
¢¤®«ì ¢á¥£® ¯ãâ¨ �.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â à¥£ã«ïà­®£® á«ãç ï í«¥¬¥­â £®«®­®¬¨¨ ¢¤®«ì
¯ãâ¨ � 2 
0

a, ¥á«¨ a| ®á®¡ ï â®çª , ­¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©, ®­ § ¢¨á¨â, ¢ ç áâ­®áâ¨, ®â ¢ë¡®à  ª àâë
(U;').

�¥¬¬  4. �ãáâì L = L(a) | ®á®¡ë© á«®© ¨ � 2 
0
a. �ãáâì g ¨ h | £®¬®â®¯­ë¥ ¯ãâ¨ ¢

á«®¥ L(b), £¤¥ b = �(1), � = ��1. �®£¤  ¯ãâ¨ eh ¨ eg, £¤¥ h �
�! > eh, g �

�! > eg, £®¬®â®¯­ë ¢ ®á®¡®¬

á«®¥ L.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ��(t), t; � 2 [0; 1], | £®¬®â®¯¨ï, á®¥¤¨­ïîé ï ¯ãâ¨ g(t) ¨ h(t) ¢
á«®¥ L(b) � M 0. �®£« á­® «¥¬¬¥ 1 ®¯à¥¤¥«¥­ ¯¥à¥­®á ��

�
�! > e�� . �¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®e��(t), t; � 2 [0; 1], | £®¬®â®¯¨ï ¢ á«®¥ L, á®¥¤¨­ïîé ï ¯ãâ¨ eh ¨ eg.

6. �«®¡ «ì­ ï áâ ¡¨«ì­®áâì ª®¬¯ ªâ­®£® á«®ï ®¡®¡é¥­­®£® íà¥á¬ ­®¢ 
á«®¥­¨ï

�¥®à¥¬  1. �ãáâì (M;F ;M) | ®¡®¡é¥­­®¥ íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨-

ï¬ (C0), (C1) ¨ (C2). �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â à¥£ã«ïà­ë© ª®¬¯ ªâ­ë© á«®© L 2 F á ª®­¥ç­®© äã­-

¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®© �1(L; b), â® ª ¦¤ë© á«®© íâ®£® á«®¥­¨ï ª®¬¯ ªâ¥­ ¨ ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî

äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî £àã¯¯ã.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¯ ªâ­ë© á«®© L ¬ ªá¨¬ «ì­®© à §-
¬¥à­®áâ¨ á ª®­¥ç­®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®© �1(L; b), b 2 L. � ª ª ª L | á«®© à¥£ã«ïà­®£®
á«®¥­¨ï (M 0;F0), ¤®¯ãáª îé¥£® á¢ï§­®áâì �à¥á¬ ­ M0, â®, ª ª ¯®ª § ­® ¢ [12] (á¬. â ª¦¥ [9]),
¢á¥ á«®¨ á«®¥­¨ï (M 0;F0) ª®¬¯ ªâ­ë ¨ ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ë¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ £àã¯¯ë.

�ãáâì N | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ®á®¡ë© á«®© á«®¥­¨ï (M;F ;M), a 2 N . �« £®¤ àï ¢ë¯®«­¥­¨î
ãá«®¢¨ï (C1) áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ªà¨¢ ï � 2 
0

a, çâ® �j(0;1] �M 0. �®£¤  á«®© L = L(b), £¤¥ b = �(1),
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¯à¨­ ¤«¥¦¨âM 0, ¯®íâ®¬ã ª ª ãª § ­® ¢ëè¥, L| ª®¬¯ ªâ­ë© á«®© c ª®­¥ç­®© äã­¤ ¬¥­â «ì-
­®© £àã¯¯®©. �¡®§­ ç¨¬ ��1 ç¥à¥§ �, ¯à¨ íâ®¬ �(s) 2 M 0 ¤«ï ¢á¥å s 2 [0; 1) ¨ �(1) = a. �ã¤¥¬
à áá¬ âà¨¢ âì ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® L ¤«ï L ª ª á®¢®ªã¯­®áâì ª« áá®¢
fhg £®¬®â®¯­ëå ¯ãâ¥© ¢ L á ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ b,   ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢®
N ¤«ï N ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ª« áá®¢ fgg £®¬®â®¯­ëå ¯ãâ¥© ¢ N á ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ a. �à¨ íâ®¬
ã­¨¢¥àá «ì­ë¥ ­ ªàë¢ îé¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï f1 : L ! L ¨ f2 : N ! N § ¤ îâáï à ¢¥­áâ¢ ¬¨
f1(fhg) := h(1) ¨ f2(fgg) := g(1) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, £¤¥ fhg 2 L, fgg 2 N . �à®áâà ­áâ¢® L ª®¬-
¯ ªâ­® ª ª ª®­¥ç­®«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥ ª®¬¯ ªâ­®© ¡ §ë L. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : L ! N
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � ä¨ªá¨àã¥¬ â®çª¨ b0 2 f�1

1 (b) ¨ a0 2 f�1
2 (a). �ãáâì x | «î¡ ï â®çª 

¨§ L, á®¥¤¨­¨¬ b0 á x ¯ãâ¥¬ h ¢ L. �á«¨ eh := f1 � h, â® (�; eh) | ¤®¯ãáâ¨¬ ï ¯ à  ¯ãâ¥©. �®-
£« á­® «¥¬¬¥ 1 áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¢. £. £. á ¡ §®© (�; eh). �ãáâì eh �

�!> eg, eg | ¯ãâì ¢ á«®¥
N ¨ eg(0) = a. �®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­ ¯ãâì g ¢ N á ­ ç «®¬ ¢ a0, ­ ªàë¢ îé¨© ¯ãâì eg. �®«®¦¨¬
f(x) := g(1). �á«¨ h0 | ¤àã£®© ¯ãâì ¢ L, á®¥¤¨­ïîé¨© b0 á x, â® ¢ á¨«ã ®¤­®á¢ï§­®áâ¨ L ¯ãâ¨
h ¨ h0 £®¬®â®¯­ë, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, £®¬®â®¯­ë ¯ãâ¨ eh ¨ eh0 := f1 � h

0. �ãáâì eh0 �
�! > eg0. �®£« á­®

«¥¬¬¥ 3 ¯ãâ¨ eg ¨ eg0 £®¬®â®¯­ë ¢ á«®¥ N , ¯®íâ®¬ã ­ ªàë¢ îé¨¥ ¨å ¯ãâ¨ g ¨ g0 á ­ ç «®¬ ¢ a0
£®¬®â®¯­ë ¢ N . �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® g(1) = g0(1) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : L ! N
®¯à¥¤¥«¥­® ª®àà¥ªâ­®.

�  L ¨ N ¨­¤ãæ¨àãîâáï £« ¤ª¨¥ áâàãªâãàë, ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå f1 ¨ f2 | «®ª «ì­ë¥

¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ë. �®åà ­¨¬ ¢¢¥¤¥­­ë¥ ¢ëè¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï. �ãáâì �
eh
�! > e�, â®£¤  e� 2 
0

x1
, £¤¥

x1 = f1(x), x 2 L. �®£« á­® «¥¬¬¥ 3 áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â £®«®­®¬¨¨ �s, s 2 I, ¢¤®«ì £®à¨§®­â «ì-
­®© ªà¨¢®© e� := e��1, ¯à¨ç¥¬ �1 : V0 ! V1 | ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ V0 â®çª¨
y1 := eg(1) = f2(y), £¤¥ y = g(1), ¢ á«®¥ N ,   V1 | ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨
U1 â®çª¨ x1 ¢ L. �ç¨â ¥¬, çâ® U1 ¨ V0 | ¯à ¢¨«ì­® ­ ªàëâë¥ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¤«ï ­ ªàëâ¨© f1
¨ f2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ãáâì U 0

1 ¨ V
0
0 | â ª¨¥ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¢ â®çª å x ¨ y, çâ® f1jU 0

1
: U 0

1 ! U1,
f2jV 0

0
: V 0

0 ! V0 | ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ë. �®¬¯®§¨æ¨ï (f1jU 0

1
)�1 � �1 � f2jV 0

0
ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§-

¬®¬ V 0
0 ­  ­¥ª®â®à®¥ ¢«®¦¥­­®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ eV ¢ U 0

1, ®¡à â­ë¬ ª f jeV . �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®
f : L ! N | à¥£ã«ïà­®¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®âªàëâ®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �« £®-
¤ àï ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ L ¨ á¢ï§­®áâ¨ N ®â®¡à ¦¥­¨¥ f áîàê¥ªâ¨¢­®. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, N ¨ á«®© N
â ª¦¥ ª®¬¯ ªâ­ë. �®íâ®¬ã ­ ªàëâ¨¥ f2 : N ! N ª®­¥ç­®«¨áâ­®,   äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï £àã¯¯ 
�1(L; b) ª®­¥ç­ .

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F ;M), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®-
¢¨ï¬ (C0){(C2), ¨¬¥¥â à¥£ã«ïà­ë© ª®¬¯ ªâ­ë© á«®© á ª®­¥ç­®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®©, â®
¢á¥ ¥£® á«®¨ ª®¬¯ ªâ­ë ¨ ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ë¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ £àã¯¯ë.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �¥®à¥¬  1 ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬ë �¨¡  ® £«®¡ «ì­®© áâ -
¡¨«ì­®áâ¨ [13]. �á«¨ £« ¤ª®¥ ª« áá  Cr, r � 2, á«®¥­¨¥ F ª®à §¬¥à­®áâ¨ ®¤¨­ ­  ª®¬¯ ªâ­®¬
¬­®£®®¡à §¨¨ M ¨¬¥¥â ª®¬¯ ªâ­ë© á«®© á ª®­¥ç­®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯®©, â® c®£« á­®
â¥®à¥¬¥ 1 «î¡®© á«®© íâ®£® á«®¥­¨ï ª®¬¯ ªâ¥­,   ¥£® äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï £àã¯¯  ª®­¥ç­ .

7. �¥®à¥¬ë ® £«®¡ «ì­®© áâ ¡¨«ì­®áâ¨ á«®¥¢ íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï
á ®á®¡¥­­®áâï¬¨

�¥§¤¥ ¢ íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ (M;F ;M) | íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥
ãá«®¢¨ï¬ (C0){(C2).

�®«®­®¬­ë¥ ­ ªàëâ¨ï. �ãáâì L | ¯à®¨§¢®«ì­ë© á«®© íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï ¨ �HM(L; a) |
¥£® £àã¯¯  �M-£®«®­®¬¨¨. � ¯ã­ªâ¥ 3 ®¯à¥¤¥«¨«¨ ¤¥©áâ¢¨¥ �a äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯ë �1(L; a)
­  ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢¥ 
a=�. �® ­®à¬ «ì­®¬ã ¤¥«¨â¥«î �� := ker�a äã­¤ ¬¥­â «ì­®© £àã¯¯ë
�1(L; a) ¯®áâà®¨¬ à¥£ã«ïà­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f0 : L0 ! L. �à¨ íâ®¬ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥­áâ¢® f0�(�1(L0; x0)) = ��, £¤¥ f0(x0) = a,   f0� : �1(L0; x0) ! �1(L; a) | ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë©
£®¬®¬®àä¨§¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå £àã¯¯. �àã¯¯  ­ ªàë¢ îé¨å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© íâ®£® ­ ªàëâ¨ï
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¨§®¬®àä­  £àã¯¯¥ �HM(L; a). �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì f0 : L0 ! L �M-£®«®­®¬­ë¬ ­ ªàëâ¨¥¬ ¤«ï
á«®ï L íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F ;M).

�¥®à¥¬  2. �à¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F ;M) ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©-

áâ¢ ¬¨:

1) ¤«ï ª ¦¤®£® à¥£ã«ïà­®£® á«®ï L ¨ «î¡®£® ®á®¡®£® á«®ï N áãé¥áâ¢ã¥â áîàê¥ªâ¨¢­®¥

à¥£ã«ïà­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ r : L0 ! N0, £¤¥ L0 ¨ N0 | �M-£®«®­®¬­ë¥ ­ ªàëâ¨ï ¤«ï L ¨

N á®®â¢¥âáâ¢¥­­®;
2) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ L0, çâ® ¤«ï «î¡®£® à¥£ã«ïà­®£® á«®ï L� ®¯à¥¤¥«¥­®

�M-£®«®­®¬­®¥ ­ ªàëâ¨¥ f� : L0 ! L�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1) �ãáâì á«®© L ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë ¨ r1 : L0 ! L | ¥£®
�M-£®«®­®¬­®¥ ­ ªàëâ¨¥. �®§ì¬¥¬ «î¡®© ¤àã£®© á«®© N á«®¥­¨ï F , ¯ãáâì r2 : N0 ! N | �M-
£®«®­®¬­®¥ ­ ªàëâ¨¥ ¤«ï N . � ª ¨§¢¥áâ­®, «î¡ë¥ ¤¢  á«®ï à¥£ã«ïà­®£® íà¥á¬ ­®¢  á«®¥­¨ï
­  á¢ï§­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ ¬®¦­® á®¥¤¨­¨âì £®à¨§®­â «ì­®© ªà¨¢®©, ¯®íâ®¬ã ¡« £®¤ àï ¢ë¯®«-
­¥­¨î ãá«®¢¨© (C0) ¨ (C1) áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ªà¨¢ ï � 2 
0

a, çâ® �(0) = a 2 N , �(1) = b 2 L.
�ãáâì � := ��1. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ r : L0 ! N0 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � ä¨ªá¨àã¥¬ ­¥-
ª®â®àë¥ â®çª¨ x0 2 r�1

1 (b) � L0, y0 2 r�1
2 (a) � N0 ¨ ¯®«®¦¨¬ r(x0) := y0. �®¥¤¨­¨¬ â®çªã

x0 á ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª®© x ¯ãâ¥¬ h ¢ L0. �ãáâì eh := r1 � h ¨ eh �
�!> eg. �®£¤  eg | ¯ãâì ¢

á«®¥ N á ­ ç «®¬ ¢ â®çª¥ a. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¯ãâì g ¢ N0 á ­ ç «®¬ ¢ y0, ­ ªàë¢ -
îé¨© ¯ãâì eg. �®«®¦¨¬ r(x) := g(1). �®§ì¬¥¬ ¤àã£®© ¯ãâì h0 ¢ L0, á®¥¤¨­ïîé¨© x0 á x. �ãáâìeh0 := r1 � h

0 ¨ eh0 �
�! > eg0. �®áª®«ìªã [�]� = � ¨ [eh eh0�1] = r1�([hh0�1]) 2 ker�b, â®, ¥á«¨ �

eh
�! > e�,

�
eh0
�! > �0, ¨¬¥¥¬ e� = �0. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â eg(1) = eg0(1), â. ¥. ¯ãâì eg eg0�1 § ¬ª­ãâ ¢ â®çª¥ a.

�®£« á­® «¥¬¬¥ 4 ¯¥à¥­®á ¢¤®«ì � ¯ãâ¨, £®¬®â®¯­®£® ¯¥â«¥ eh eh0�1, ï¢«ï¥âáï ¯ãâ¥¬, £®¬®â®¯-
­ë¬ ¯¥â«¥ eg eg0�1. �®ª ¦¥¬, çâ® í«¥¬¥­â [eg eg0�1] 2 �1(N; a) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ker�a. �à¥¤¯®«®¦¨¬
¯à®â¨¢­®¥, ¯ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ªà¨¢ ï " 2 
a, çâ® �a([eg eg0�1]; ["]�) = [e"]�, £¤¥ [e"]� 6= ["]�.
�®£¤  �b([eh eh0�1]; [�"]�) = [�e"]�, £¤¥ [�"]� 6= [�e"]�, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â �M-£®«®­®¬­®áâ¨ ­ ªàëâ¨ï
r1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, [eg eg0�1] 2 ker �a = r2��1(N0; y0). �®íâ®¬ã ¯ãâ¨ g ¨ g0, £¤¥ g0 ¨¬¥¥â ­ ç «® ¢ y0
¨ ­ ªàë¢ ¥â eg0, ¨¬¥îâ ®¡é¨¥ ª®­æë, â. ¥. g(1) = g0(1), ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ r : L0 ! N0 ®¯à¥¤¥«¥­®
ª®àà¥ªâ­®.

�ãáâì z | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¨§ N0 ¨ g0 | ¯ãâì ¢ N0, á®¥¤¨­ïîé¨© y0 á z, eg0 := r2 � g0.
� ª ª ª (M;F ;M) | íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, â® áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ª®â®à ï ¢. £. £. K á

¡ §®© (�; eg0). �ãáâì eg0 K
�! > fh0. �®áª®«ìªã eh0(0) = b, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯ãâì h0 ¢ L0 á ­ ç «®¬ ¢ b0,

­ ªàë¢ îé¨© eh0. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î r(h0(1)) = g0(1) = z. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥­¨¥ r : L0 ! N0

áîàê¥ªâ¨¢­®.
�¥£ã«ïà­®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï r ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª ¦¥, ª ª à¥£ã«ïà­®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï f : L! N

¢ â¥®à¥¬¥ 1.
2) �á«¨ dimN = dimL = p0, â® N � M 0 ¨ ¨§ ¤®ª § ­­®£® ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® r : L0 ! N0

| ­ ªàë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. � ª ª ª ¢á¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¯¥à¢®© ç áâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢¥à­ë
¤«ï «î¡ëå à¥£ã«ïà­ëå á«®¥¢ N ¨ L, â® ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ r�1 : N0 ! L0, ª®â®à®¥ â ª¦¥
ï¢«ï¥âáï ­ ªàë¢ îé¨¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, r : L0 ! N0 | ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬, ¯®íâ®¬ã ¬­®£®®¡à §¨ï
N0 ¨ L0 ¬®¦­® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì (M;F ;M) | íà¥á¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥

ãá«®¢¨ï¬ (C0){(C2). �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¯ ªâ­ë© á«®© L ¬ ªá¨¬ «ì­®© à §¬¥à­®áâ¨ á ª®­¥ç-

­®© £àã¯¯®© £®«®­®¬¨¨ �HM(L; x0), â® ¢á¥ á«®¨ íâ®£® á«®¥­¨ï ª®¬¯ ªâ­ë ¨ ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ë¥

£àã¯¯ë �M-£®«®­®¬¨¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¯ ªâ­ë© á«®© L á ª®­¥ç­®© £àã¯¯®© �M-£®«®­®¬¨¨,
â® ¥£® �M-£®«®­®¬­®¥ ­ ªàëâ¨¥ r1 : L0 ! L ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®«¨áâ­ë¬,   ¯®â®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢®
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L0 ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâ­ë¬. �ãáâì N | ¯à®¨§¢®«ì­ë© á«®© íâ®£® á«®¥­¨ï ¨ r2 : N0 ! N | �M-
£®«®­®¬­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �®£« á­® â¥®à¥¬¥ 2 áãé¥áâ¢ã¥â £« ¤ª®¥ áîàê¥ªâ¨¢­®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥ r : L0 ! N0. �®íâ®¬ã ª®¬¯ ªâ­®áâì L0 ¢«¥ç¥â ª®¬¯ ªâ­®áâì N0 ¨ N . �«¥¤®¢ â¥«ì-
­®, r2 : N0 ! N | ª®­¥ç­®«¨áâ­®¥ ­ ªàëâ¨¥. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® £àã¯¯  �HM(N; a); a 2 N ,
¨§®¬®àä­ ï £àã¯¯¥ ­ ªàë¢ îé¨å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© íâ®£® ­ ªàëâ¨ï, â ª¦¥ ª®­¥ç­ .

�«¥¤áâ¢¨¥ 3 ([14]). �ãáâì (M;F) | à¥£ã«ïà­®¥ á«®¥­¨¥ á® á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­  M. �á«¨
áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬¯ ªâ­ë© á«®© L á ª®­¥ç­®© £àã¯¯®© £®«®­®¬¨¨ HM(L; x0), â® ª ¦¤ë© á«®© íâ®£®
á«®¥­¨ï ª®¬¯ ªâ¥­ ¨ ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî £àã¯¯ã M-£®«®­®¬¨¨.

� ¬¥ç ­¨¥ 3. 1. � [12], [9] ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï 3 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á¢®©áâ¢
£à ä¨ª  GM(F) à¥£ã«ïà­®£® á«®¥­¨ï F á® á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­  M.

2. �«ï à¥£ã«ïà­ëå âà ­á¢¥àá «ì­® ¯®«­ëå à¨¬ ­®¢ëå á«®¥­¨© ¢ [15] ¤®ª § ­  £«®¡ «ì­ ï
áâ ¡¨«ì­®áâì á®¡áâ¢¥­­­®£® á«®ï L á ª®­¥ç­®© (à®áâª®¢®©) £àã¯¯®© £®«®­®¬¨¨ �(L; x0).

� ¬¥ç ­¨¥ 4. �¥®à¥¬ë,  ­ «®£¨ç­ë¥ â¥®à¥¬ ¬ 3 ¨ 4, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¨ ¤«ï ®¡®¡é¥­­ëå íà¥-
á¬ ­®¢ëå á«®¥­¨© ¨ ¨å £àã¯¯ M-£®«®­®¬¨¨.

8. �à¨¬¥àë íà¥á¬ ­®¢ëå á«®¥­¨© á ®á®¡¥­­®áâï¬¨

1. �¨¬ ­®¢ë á«®¥­¨ï. �ãáâì (M;F) | á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �­® ­ §ë¢ ¥âáï à¨¬ ­®¢ë¬,
¥á«¨ ­ M áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  g, ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®à®© «î¡ ï £¥®¤¥§¨ç¥áª ï 
,
®àâ®£®­ «ì­ ï á«®î á«®¥­¨ï F ¢ ®¤­®© â®çª¥, ®àâ®£®­ «ì­  á«®ï¬ íâ®£® á«®¥­¨ï ¢ «î¡®© á¢®¥©
â®çª¥. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â ª¨¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ 
 ®àâ®£®­ «ì­ë¬¨ (á«®¥­¨î F). �á«¨ (M;F) |
à¥£ã«ïà­®¥ á«®¥­¨¥, â®, ª ª ¤®ª § ­® ¢ [16], ãª § ­­®¥ á¢®©áâ¢® ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¬
¤«ï à¨¬ ­®¢  á«®¥­¨ï.

�¨¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F) ­ §ë¢ ¥âáï âà ­á¢¥àá «ì­® ¯®«­ë¬, ¥á«¨ ­ âã-
à «ì­ë© ¯ à ¬¥âà ­  ª ¦¤®© ¬ ªá¨¬ «ì­®© £®à¨§®­â «ì­®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®© ¨§¬¥­ï¥âáï ­  ¢á¥©
ç¨á«®¢®© ¯àï¬®©. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M ®¡®¡é¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­  M , ®àâ®£®­ «ì­®¥ á«®¥-
­¨î F . � [10] ¤®ª § ­®, çâ® ¤«ï «î¡®© ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ àë ¯ãâ¥© (
; h), £¤¥ 
 | ªãá®ç­®-£« ¤ª ï
®àâ®£®­ «ì­ ï £¥®¤¥§¨ç¥áª ï, áãé¥áâ¢ã¥â ¢. £. £. H á ¡ §®© (
; h). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �ãáâì (M;F) | âà ­á¢¥àá «ì­® ¯®«­®¥ à¨¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®-

áâï¬¨. �®£¤  ®¡®¡é¥­­®¥ ®àâ®£®­ «ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ M ï¢«ï¥âáï á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­  ¤«ï

íâ®£® á«®¥­¨ï, ¯à¨ç¥¬ à®«ì £®à¨§®­â «ì­ëå ªà¨¢ëå ¨£à îâ ªãá®ç­®-£« ¤ª¨¥ ®àâ®£®­ «ì­ë¥

£¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥.

� ¬¥â¨¬, çâ® ®à¡¨âë £« ¤ª®£® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®£® ¤¥©áâ¢¨ï á¢ï§­®© £àã¯¯ë �¨ G ­  ¯®«­®¬
à¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ (M; g) ®¡à §ãîâ à¨¬ ­®¢® á«®¥­¨¥ (M;F) á ®á®¡¥­­®áâï¬¨. �¡®¡é¥­-
­®¥ ®àâ®£®­ «ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ M á«ã¦¨â á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­  ¤«ï (M;F), ¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«-
­ïîâáï ãá«®¢¨ï (C0){(C2).

2. �®¡áâ¢¥­­ë¥ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ �¨. � ¯®¬­¨¬, çâ® £« ¤ª®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ l : G�M !M £àã¯¯ë
�¨ G ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M ­ §ë¢ ¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬, ¥á«¨ ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

� := (l; idM) : G�M !M �M : (g; x) 7! (gx; x)

ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬, â. ¥. ¤«ï «î¡®£® ª®¬¯ ªâ­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  B � M �M ¥£® ¯à®®¡à §
��1(B) ª®¬¯ ªâ¥­ ¢ G�M . �ãáâì ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M § ¤ ­® á®¡áâ¢¥­­®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë �¨
G. � ª ¨§¢¥áâ­® [17], ­  M áãé¥áâ¢ã¥â à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª , ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®à®© G ï¢«ï¥âáï
£àã¯¯®© ¨§®¬¥âà¨©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4 ¢ëâ¥ª ¥â

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5. �«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨, ®¡à §®¢ ­­®¥ ®à¡¨â ¬¨ £« ¤ª®£® á®¡áâ¢¥­­®£®

¤¥©áâ¢¨ï á¢ï§­®© £àã¯¯ë �¨ ­  ª®¬¯ ªâ­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M , ¤®¯ãáª ¥â á¢ï§­®áâì �à¥á¬ ­ 

M, ¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï (C0){(C2).
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3. �¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ á«®¥­¨ï. �«®¥­¨¥ á ®á®¡¥­­®áâï¬¨ (M;F) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¢¯®«­¥

£¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ ­ M § ¤ ­  à¨¬ ­®¢  ¬¥âà¨ª  g, ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®à®© ª ¦¤ë© á«®© á«®-
¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ à¨¬ ­®¢  ¬­®£®®¡à §¨ï (M; g). �ã¤¥¬
£®¢®à¨âì, çâ® ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®¥ á«®¥­¨¥ (M;F ; g) ¢¥àâ¨ª «ì­® ¯®«­®¥, ¥á«¨ ­ âãà «ì­ë©
¯ à ¬¥âà ­  ª ¦¤®© ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¢¥àâ¨ª «ì­®© £¥®¤¥§¨ç¥áª®© ¨§¬¥­ï¥âáï ­  ¢á¥© ç¨á«®¢®©
¯àï¬®©. �®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¯®«­®â  (M; g) ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ª®¬¯ ªâ­®áâì M ¢«¥ªãâ ¢¥àâ¨ª «ì­ãî
¯®«­®âã. �ãáâì M | ®¡®¡é¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­  M , ®àâ®£®­ «ì­®¥ á«®¥­¨î F . �§ à ¢­®-
¯à ¢­®áâ¨ ¢á¥å â®ç¥ª «®ª «ì­®£® á«®ï ¯® ®â­®è¥­¨î ª F ¨ M ¢ëâ¥ª ¥â ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨ï
(C2) ¤«ï ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® á«®¥­¨ï.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6. �¥àâ¨ª «ì­® ¯®«­®¥ ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®¥ á«®¥­¨¥ (M;F ; g) ¤®¯ãáª ¥â ¢

ª ç¥áâ¢¥ á¢ï§­®áâ¨ �à¥á¬ ­  ®àâ®£®­ «ì­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ M ª F .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª «ì­®¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¢. £. £. á § ¤ ­­®© ¡ §®© ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á¢®©áâ¢ 
(C2). �á«¨ (�; h) | ¤®¯ãáâ¨¬ ï ¯ à  ¯ãâ¥©, â®, ¯®ªàë¢ ï �(I1) ª®­¥ç­®© æ¥¯®çª®© ª àâ (Ui; 'i),
i = 1; : : : ;m, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (C2), ¢¨¤¨¬, çâ® ­ ©¤¥âáï â ª®¥ ç¨á«® " > 0, çâ® ¤«ï

¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ àë ¯ãâ¥© (�; hj[0;"]), «¥¦ é¥© ¢
m

[
i=1

Ui, áãé¥áâ¢ã¥â ¢. £. £. �¥¯¥àì ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

h = 
 | £¥®¤¥§¨ç¥áª ï «¨­¨ï ¢ á«®¥. �à¨¬¥­ïï ¨§¢¥áâ­ë¥ ¬¥â®¤ë (­ ¯à., [18]), ¯à®¢¥àï¥¬, çâ®
¢ á¨«ã ¢¥àâ¨ª «ì­®© ¯®«­®âë á«®¥­¨ï (M;F ; g) ¤«ï â ª®© ¯ àë ¯ãâ¥© (�; 
) áãé¥áâ¢ã¥â ¢. £. £.
�¡é¨© á«ãç © á¢®¤¨âáï ª ãª § ­­®¬ã ¨§¢¥áâ­ë¬ á¯®á®¡®¬ [18].

4. �à¨¬¥à. �ãáâì 	 := h i | £àã¯¯  ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¯«®áª®áâ¨ á ®¤­®© ®¡à §ãîé¥©  ,
¨  | £®¬®â¥â¨ï á ª®íää¨æ¨¥­â®¬ � > 0, � 6= 1, ¨ æ¥­âà®¬ ¢ ­ã«¥. �¯à¥¤¥«¨¬ ¤¨ £®­ «ì­®¥
¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë Z ­  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ R2 � R1 ¯® ä®à¬ã«¥

� : R2 � R1 � Z! R
2 � R1 ; �((z; t); n) := ( n(z); t� n);

£¤¥ (z; t) 2 R
2 � R

1 , n 2 Z. �ãáâì Lr := fz = (x; y) 2 R
2 j x2 + y2 = rg, â®£¤  F1 := fLr �

R
1 , r � 0g | á«®¥­¨¥ ¢ R3 á ®¤­¨¬ ®á®¡ë¬ á«®¥¬ L0 � R

1 = 0 � R
1 . �ãáâì � : R2 � R

1 !
R
2 �ZR

1 = M | ¯à®¥ªæ¨ï ­  ä ªâ®à-¬­®£®®¡à §¨¥ M ¨ F := fLr := �(Lr � R
1), r � 0g |

¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥ á«®¥­¨¥ ­  M . �à¥¤áâ ¢¨¬ á¥¡¥ M ª ª ¢­ãâà¥­­®áâì ¯®«­®â®à¨ï, ¯à¨ íâ®¬
®á®¡ë© á«®© L0 ¤¨ää¥®¬®àä¥­ ®ªàã¦­®áâ¨ S1,   à¥£ã«ïà­ë¥ á«®¨ ¤¨ää¥®¬®àä­ë æ¨«¨­¤à ¬.
� «®ª «ì­®-¥¢ª«¨¤®¢®© ¬¥âà¨ª¥, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¨§ R3 á ¯®¬®éìî ­ ªàë¢ îé¥£® ®â®¡à ¦¥­¨ï
�, ®¡®¡é¥­­®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥ M, ®àâ®£®­ «ì­®¥ ª F , á«ã¦¨â á¢ï§­®áâìî �à¥á¬ ­  ¤«ï íâ®£®
á«®¥­¨ï, ¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï (C0){(C2). �ãáâì a | â®çª  ®á®¡®£® á«®ï ¨ � 2 
a. �®£¤ 
ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢® 
a=� ¬®¦­® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á «ãç®¬ R

1
+ ,   ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë �M-£®«®­®¬¨¨

�HM(L0; a) | á ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë £®¬®â¥â¨© 	 ­  R1
+ , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �HM(L0; a) �= Z.
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