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� ­­ ï à ¡®â  ¯à®¤®«¦ ¥â ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¨â¥à æ¨®­­ëå ¯à®æ¥¤ãà ­ å®¦¤¥­¨ï áâ æ¨®­ à-
­ëå â®ç¥ª £« ¤ª¨å äã­ªæ¨© ­  ª« áá¥ ­¥¢ë¯ãª«ëå ¬­®¦¥áâ¢, ­ ç âë¥ ¢ [1] ¨ [2]. � áá¬ âà¨¢ ¥â-
áï ®¡®¡é¥­¨¥ ¬¥â®¤  �ìîâ®­ , ¯à¨¬¥­ï¥¬®£® ¤«ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç ¢ë¯ãª«®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï,
­  á«ãç © ®£à ­¨ç¥­¨©, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¢ ¢¨¤¥ â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®© à §­®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£®
¬­®¦¥áâ¢  ¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ­¥áª®«ìª¨å ¢ë¯ãª«ëå ¬­®¦¥áâ¢. �ä®à¬ã«¨à®¢ ­® ¨ ¤®ª § ­® ¯à¥¤-
«®¦¥­¨¥ ® áå®¤¨¬®áâ¨  «£®à¨â¬ .

1. �®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨ ¨  «£®à¨â¬

� áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç  ­ å®¦¤¥­¨ï â®çª¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ­¥®¡å®¤¨¬®¬ã ãá«®¢¨î «®-
ª «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬  äã­ªæ¨¨ '(x) ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X ¢ n-¬¥à­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ En,

£¤¥ X ï¢«ï¥âáï â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®© à §­®áâìî ­¥ª®â®àëå ¬­®¦¥áâ¢ F ¨
lS

i=1

intGi, ¯à¨

íâ®¬ F ¨ Gi, i = 1; l, ¢ë¯ãª«ë ¨ § ¬ª­ãâë, ¬­®¦¥áâ¢  ¢­ãâà¥­­¨å â®ç¥ª X ¨ Gi, i = 1; l, ­¥¯ã-
áâë,   '(x) ï¢«ï¥âáï á¨«ì­® ¢ë¯ãª«®© ­  ­¥ª®â®à®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Y , á®¤¥à¦ é¥¬ X,
¨ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã C2(Y ). �ãáâì ª ¦¤®¥ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ Gi, i = 1; l, ¢ «î¡®© á¢®¥© £à ­¨ç­®©
â®çª¥ x ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ®¯®à­ãî £¨¯¥à¯«®áª®áâì, ­®à¬ «ì ª®â®à®© áç¨â ¥âáï ¢­¥è­¥©, â. ¥.
¤«ï ¢á¥å y 2 Gi ®àâ ni(x) ­®à¬ «¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î hni(x); y � xi � 0. �ã¤¥¬ ¯®« £ âì,
çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ i ®àâ ni(x) ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨¥© ­  £à ­¨æ¥ @Gi ¬­®¦¥áâ¢ 
Gi. �®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x� 2 @Gi ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxkg,
«¥¦ é¥© ¢ @Gi ¨ áå®¤ïé¥©áï ª x�, ¯à¨ ª ¦¤®¬ " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ­®¬¥à k(") 2 N , çâ® ¤«ï
«î¡®£® k � k(") á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® kni(xk)� ni(x�)k < ".

�¨¦¥ ¡ã¤ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: si(x) | ¯à®¥ªæ¨ï â®çª¨ x ­  ¬­®¦¥-
áâ¢® Gi, ni(x) | ®àâ ­®à¬ «¨ ®¯®à­®© £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ ª Gi ¢ â®çª¥ si(x), �i(x) = fe 2 En : hni(x),
e� si(x)i � 0g, P (x) = F

T
�1(x)

T
�2(x)

T
� � �
T
�l(x). �à®¥ªæ¨¨ si(x) ®¯à¥¤¥«ïîâáï ®¤­®§­ ç­®,

â. ª. Gi, i = 1; l, ï¢«ïîâáï ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  En. �®áª®«ìªã
ª ¦¤®¥ ¨§ Gi, i = 1; l, ¢ «î¡®© á¢®¥© £à ­¨ç­®© â®çª¥ x ¨¬¥¥â â®«ìª® ®¤­ã ®¯®à­ãî £¨¯¥à-
¯«®áª®áâì, â® ¢¥ªâ®àë ni(x),   §­ ç¨â, ¨ ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢  �i(x), i = 1; 2; : : : ; l, ®¯à¥¤¥«ïîâáï
¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¤«ï «î¡®£® x 2 X. �á«¨ ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ i â®çª¨ x ¨ si(x) ­¥ á®¢¯ ¤ -
îâ, â® ¢¥ªâ®àë ni(x) ¨ x � si(x) ¨¬¥îâ ®¤­® ­ ¯à ¢«¥­¨¥,   §­ ç¨â, hni(x); x� si(x)i > 0, â. ¥.
x 2 int �i(x). �á«¨ ¦¥ x ¨ si(x) á®¢¯ ¤ îâ, â® x «¥¦¨â ­  £à ­¨æ¥ �i(x). �®áª®«ìªã x 2 X � F
¨ ¯à¨ ª ¦¤®¬ i = 1; 2; : : : ; l ¨¬¥¥â ¬¥áâ® x 2 �i(x), â® ¢á¥£¤  x 2 P (x).

�«ï à¥è¥­¨ï ¯®áâ ¢«¥­­®© § ¤ ç¨ ¯à¥¤« £ ¥âáï á«¥¤ãîé¨©  «£®à¨â¬ ¯®áâà®¥­¨ï ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨©.

� £ 0. �®«®¦¨¬ k = 0.
� £ 1. �ãáâì xk 2 X ¥áâì k-¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥.
� £ 2. �¯à¥¤¥«ïîâáï â®çª¨ si(xk); i = 1; l.
� £ 3. �âà®ïâáï ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢  �i(xk), i = 1; l.
� £ 4. �âà®¨âáï ¬­®¦¥áâ¢® P (xk).
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� £ 5. �ãáâì xk | à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨

'k(x) = h'0(xk); x� xki+ (1=2)h'00(xk)(x� xk); x� xki ! min; x 2 P (xk):

� £ 6. �á«¨ 'k(xk) = 0, â® ¢ëç¨á«¥­¨ï § ª ­ç¨¢ îâáï, ¨­ ç¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯¥à¥å®¤ ª
è £ã 7.

� £ 7. � ¤ ¥âáï ¢¥«¨ç¨­  �k 2 (0; 1].
� £ 8. �ãáâì xk+1 = xk + �k(xk � xk).
� £ 9. �®« £ ¥âáï k := k + 1 ¨ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯¥à¥å®¤ ª è £ã 1.

�­®¦¥áâ¢  P (xk), k = 0; 1; 2; : : : , ¢ë¯ãª«ë ¨ § ¬ª­ãâë, â. ª. ï¢«ïîâáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ¢ë¯ãª«®£®
§ ¬ª­ãâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  F á § ¬ª­ãâë¬¨ ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ �i(xk), i = 1; l, ¨ ­¥¯ãáâë, â. ª. ¯®
¯®áâà®¥­¨î xk 2 P (xk), k = 0; 1; 2; : : : � á¨«ã ¯®ª § ­­®£® ¢ ([3], á. 189) á¨«ì­ ï ¢ë¯ãª«®áâì
'(x) ­  Y à ¢­®á¨«ì­  áãé¥áâ¢®¢ ­¨î ª®­áâ ­âë � > 0, ¤«ï ª®â®à®© ¯à¨ «î¡ëå x 2 Y ¨
� 2 En á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® h'00(x)�; �i � �k�k2. � ¬ ¦¥ ¯®ª § ­®, çâ® � = 2�, £¤¥ � |
ª®­áâ ­â  á¨«ì­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ '(x) ­  Y . �®íâ®¬ã ¨§ à ¢¥­áâ¢ '00

k
(x) = '00(xk), k = 0; 1; 2; : : : , ¨

¢ª«îç¥­¨© P (xk) � X � Y á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ k äã­ªæ¨ï 'k(x) á¨«ì­® ¢ë¯ãª«  ­  P (xk)
á ª®­áâ ­â®© �. � á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¨ § ¬ª­ãâ®áâ¨ P (xk) íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® § ¤ ç  ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨
­  è £¥ 5 ¯à¨ «î¡®¬ k ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥.

�á«®¢¨¥ 'k(xk) = 0 ¬®¦¥â ­¥ ¢ë¯®«­ïâìáï ­¨ ¯à¨ ª ª®¬ k, â®£¤  ¯à®æ¥áá ¢ëç¨á«¥­¨© áâ ­®-
¢¨âáï ¡¥áª®­¥ç­ë¬. �«ï ­¥ª®â®àëå á¯®á®¡®¢ ¢ë¡®à  ç¨á¥« �k, k = 0; 1; 2; : : : , ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®
«î¡ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â®çª  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxkg ï¢«ï¥âáï áâ æ¨®­ à­®©, â. ¥. ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
­¥®¡å®¤¨¬®¬ã ãá«®¢¨î «®ª «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬  '(x) ­  X. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ­ ©¤¥­­ ï á
¯®¬®éìî  «£®à¨â¬  áâ æ¨®­ à­ ï â®çª , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ¡ã¤¥â ï¢«ïâìáï â®çª®© £«®¡ «ì­®£®
¬¨­¨¬ã¬  '(x) ­  X.

2. �å®¤¨¬®áâì  «£®à¨â¬ 

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯à¨¢®¤¨âáï «¥¬¬  ® ­¥®¡å®¤¨¬®¬ ãá«®¢¨¨ «®ª «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬  ¢ë¯ãª«®©
äã­ªæ¨¨ '(x) ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X ãª § ­­®£® ¢¨¤ , ¯à¥¤« £ îâáï ¤¢  á¯®á®¡  ¢ë¡®à  ç¨á¥« �k,
k = 0; 1; 2; : : : , ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ® áå®¤¨¬®áâ¨  «£®à¨â¬ .

�¥¬¬ . �ãáâì äã­ªæ¨ï '(x) ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«®© ­  ­¥ª®â®à®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Y ,
á®¤¥à¦ é¥¬ X,   â®çª  x� ¤®áâ ¢«ï¥â «®ª «ì­ë© ¬¨­¨¬ã¬ '(x) ­  X. �®£¤  x� ï¢«ï¥âáï

â®çª®© £«®¡ «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬  '(x) ­  P (x�).

�¥¬¬  á¯à ¢¥¤«¨¢ , ¯®áª®«ìªã x� 2 P (x�) � X � Y ,   ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ äã­ªæ¨¨ '(x) ¨
¬­®¦¥áâ¢  P (x�) «î¡ ï â®çª  «®ª «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬  '(x) ­  P (x�) ¡ã¤¥â ¨ â®çª®© £«®¡ «ì­®£®
¬¨­¨¬ã¬ .

� [2] ¯à¨¢¥¤¥­ ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë¢ îé¨©, çâ® ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  x�, ¤®áâ ¢«ïîé ï £«®¡ «ì-
­ë© ¬¨­¨¬ã¬ ¢ë¯ãª«®© äã­ªæ¨¨ '(x) ­  P (x�), ¬®¦¥â ­¥ ï¢«ïâìáï â®çª®© «®ª «ì­®£® (  â¥¬
¡®«¥¥, £«®¡ «ì­®£®) ¬¨­¨¬ã¬  '(x) ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X ãª § ­­®£® ¢¨¤ . � á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ äã­ª-
æ¨¨ '(x) ¨ ¬­®¦¥áâ¢  P (x�) áâ æ¨®­ à­®áâì â®çª¨ x� ¢ á¬ëá«¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥¬¬ë à ¢­®á¨«ì­ 
¢ë¯®«­¥­¨î ãá«®¢¨ï

8x 2 P (x�) : h'0(x�); x� x�i � 0: (1)

�®áª®«ìªã ¯à¨ ª ¦¤®¬ k â®çª  xk ¤®áâ ¢«ï¥â ¬¨­¨¬ã¬ äã­ªæ¨¨ 'k(x) ­  ¢ë¯ãª«®¬ ¬­®-
¦¥áâ¢¥ P (xk), ¤«ï ¢á¥å x 2 P (xk) á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® h'0

k
(xk); x� xki � 0. � ¬¥â¨¬, çâ®

'k(xk) � 'k(xk) = 0,   ¯à¨ á¨«ì­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ 'k(x) ­  P (xk) à ¢¥­áâ¢® 'k(xk) = 0 ¢®§¬®¦­®
â®«ìª® ¯à¨ xk = xk. � ª ª ª '0k(x) = '0(xk)+'00(xk)(x�xk), â® à ¢¥­áâ¢® 'k(xk) = 0 à ¢­®á¨«ì­®
­¥à ¢¥­áâ¢ã h'0(xk); x� xki � 0 ¤«ï ¢á¥å x 2 P (xk). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬
k ¨¬¥¥â ¬¥áâ® 'k(xk) = 0, â® ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ '(x) ¨ P (xk) â®çª  xk ¤®áâ ¢«ï¥â £«®¡ «ì­ë©
¬¨­¨¬ã¬ '(x) ­  P (xk),   §­ ç¨â, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¥®¡å®¤¨¬®¬ã ãá«®¢¨î «®ª «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬ ,
áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¬ã ¢ «¥¬¬¥.
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�à¥¤« £ îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  á¯®á®¡  ¢ë¡®à  ç¨á¥« �k, k = 0; 1; 2; : : : �à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨
á¯®á®¡  1 § ¤ îâáï ª®­áâ ­âë " ¨ � ¨§ ¨­â¥à¢ «  (0; 1) ¨ ¢¥«¨ç¨­  �k ¯®« £ ¥âáï à ¢­®© �ik ,
£¤¥ ik | ¯¥à¢ë© ¨§ ­®¬¥à®¢ i = 0; 1; 2; : : : , ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥

'(xk)� '(xk + �i(xk � xk)) � "�ij'k(xk)j: (2)

� á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ P (xk), á¨«ì­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ '(x) ¨ à¥§ã«ìâ â  ¨§ ([3], á. 322{323) ¯à¨ áã-
é¥áâ¢®¢ ­¨¨ ª®­áâ ­âë M > 0, ¤«ï ª®â®à®© ¯à¨ «î¡ëå x 2 P (xk) ¨ � 2 En á¯à ¢¥¤«¨¢®
­¥à ¢¥­áâ¢® h'00(x)�; �i � Mk�k2, ãá«®¢¨¥ (2) ¡ã¤¥â ¢ë¯®«­ïâìáï ¯®á«¥ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ¯à®¡.
�¯®á®¡ 2 á®áâ®¨â ¢ ¢ë¡®à¥ �k ¨§ ãá«®¢¨ï

�k = argmin
0���1

'(xk + �(xk � xk)): (3)

�®áª®«ìªã [xk; xk] � P (xk),   '(x) á¨«ì­® ¢ë¯ãª«  ­  P (xk), â® ¬¨­¨¬ã¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¯à¨ ¥¤¨­-
áâ¢¥­­®¬ �. �ë¡®à �k ¨§ ãá«®¢¨ï (3) âà¥¡ã¥â à¥è¥­¨ï ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© § ¤ ç¨ ®¤­®¬¥à­®©
¬¨­¨¬¨§ æ¨¨.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®­áâ ­â M > 0, ¤«ï ª®â®à®© ¯à¨ «î¡®¬ x 2 X ¨ «î¡®¬

� 2 En á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® h'00(x)�; �i � Mk�k2, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxkg ¯®áâà®¥­  ¯®

¨§«®¦¥­­®¬ã  «£®à¨â¬ã ¨ ç¨á«  �k, k = 0; 1; 2; : : : , ¢ë¡¨à îâáï á®£« á­® ®¤­®¬ã ¨§ á¯®á®¡®¢

1 ¨ 2, â® «î¡ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â®çª  x� ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxkg, ¤«ï ª®â®à®© intP (x�) 6= ;,
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¥®¡å®¤¨¬®¬ã ãá«®¢¨î «®ª «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬ , áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¬ã ¢ «¥¬¬¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨ á¨«ì­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ '(x) ­  Y ¨ ¢ª«îç¥­¨¨ X � Y ¬­®¦¥áâ¢®
M(x0) = fx 2 X : '(x) � '(x0)g ®£à ­¨ç¥­®,   äã­ªæ¨ï '(x) ®£à ­¨ç¥­  á­¨§ã ­  X. �®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâì f'(xk)g ¯à¨ ãª § ­­ëå á¯®á®¡ å ¢ë¡®à  ç¨á¥« �k, k = 0; 1; 2; : : : , ­¥ ¢®§à áâ ¥â,
  §­ ç¨â, fxkg «¥¦¨â ¢ M(x0) ¨ ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤­ã ¯à¥¤¥«ì­ãî â®çªã. �®áª®«ìªã f'(xk)g
®£à ­¨ç¥­  á­¨§ã, ¨¬¥¥¬

lim
k!1

['(xk)� '(xk+1)] = 0: (4)

�®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ ãª § ­­ëå á¯®á®¡ å ¢ë¡®à  ç¨á¥« �k, k = 0; 1; 2; : : : , ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxkg
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

lim
k!1

kxk � xkk = 0: (5)

�®áª®«ìªã xk | â®çª  ¬¨­¨¬ã¬  'k(x) ­  P (xk) ¨ ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨ï P (xk) � X � Y ,
  'k(x) á¨«ì­® ¢ë¯ãª«  ­  P (xk) á ª®­áâ ­â®© �, â® ¢ á¨«ã ([3], á. 186) ¯à¨ ª ¦¤®¬ k ¡ã¤¥â
¢ë¯®«­ïâìáï ãá«®¢¨¥

�kxk � xkk
2 � 'k(xk)� 'k(xk) = j'k(xk)j; (6)

¯à¨ íâ®¬ � = �=2. �á«¨ ç¨á«  �k, k = 0; 1; 2; : : : , ¢ë¡¨à îâáï á®£« á­® á¯®á®¡ã 1, â® ¢ á¨«ã
¢ë¯ãª«®áâ¨ P (xk) ¨ ([3], á. 322{323) ¯à¨ ª ¦¤®¬ k á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢®

'(xk)� '(xk+1) � ""0j'k(xk)j; (7)

£¤¥ "0 = �(1 � ")�=M > 0,   ", �, � ¨ M | ª®­áâ ­âë, ã¯®¬ï­ãâë¥ ¢ëè¥. �§ (4) ¨ (7) á«¥¤ã¥â,
çâ® lim

k!1
'k(xk) = 0,   â®£¤  ¢ á¨«ã (6) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ãá«®¢¨¥ (5).

� áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  �k, k = 0; 1; 2; : : : , ¢ë¡¨à îâáï á®£« á­® á¯®á®¡ã 2. �ãáâì " ¨ � |
¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ª®­áâ ­âë ¨§ ¨­â¥à¢ «  (0; 1). �à¨ ª ¦¤®¬ k â®çª  xk+1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

'(xk+1) = min
0���1

'(xk + �(xk � xk));

¯®íâ®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢® (7) ¯à¨ "0 = �(1� ")�=M > 0 ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬. �âáî¤  ¢ á¨«ã (4) ¨
(6) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (5).
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�ãáâì â¥¯¥àì x� | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â®çª  fxkg, ¤«ï ª®â®à®© intP (x�) 6= ;,   fxkmg
| á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì. �®ª ¦¥¬, çâ® x� ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (1). �à¥¤-
¯®«®¦¨¬, çâ® ¨¬¥¥âáï â®çª  ex 2 P (x�), ¤«ï ª®â®à®©

h'0(x�); ex� x�i = h'0(x�) + '00(x�)(x� � x�); ex� x�i < 0:

�®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ®ªà¥áâ­®áâ¨ U"(x�) ¨ U�(ex), çâ® ¯à¨ «î¡ëå x; y 2 U"(x�) ¨ «î¡®¬
z 2 U�(ex) á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢®

h'0(x) + '00(x)(y � x); z � yi < 0:

�ãáâì h | ­¥ª®â®à ï â®çª  ¨§ intP (x�), â®£¤  [h; ex) � intP (x�). �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã
h0 2 [h; ex)TU�(ex). � á¨«ã (5) ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ fxkmg ª x� áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ m1 2 N , çâ® ¤«ï ¢á¥å
m � m1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

h'0(xkm) + '00(xkm)(xkm � xkm); h0 � xkmi < 0: (8)

�® h0 2 intP (x�) � int �i(x�), â. ¥. hni(x�); h0 � si(x�)i > 0, i = 1; l. �®£¤  ¢ á¨«ã á¦¨¬ î-
é¥£® á¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à  ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ­  ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Gi ¨ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ni(x)
­  @Gi, i = 1; l, áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ m2 2 N , çâ® ¤«ï ¢á¥å m � m2 ¢ë¯®«­ïîâáï ­¥à ¢¥­áâ¢ 
hni(xkm); h0 � si(xkm)i > 0, i = 1; l,   §­ ç¨â, h0 2 �i(xkm), i = 1; l. �®áª®«ìªã h0 2 P (x�) � X � F ,
â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ m � m2 â®çª  h0 «¥¦¨â ¢ P (xkm).

�ëè¥ ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ k ¤«ï ¢á¥å x 2 P (xk) á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢®
h'0

k
(xk); x� xki � 0, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ m � m2 ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

h'0
km
(xkm); h0 � xkmi = h'0(xkm) + '00(xkm)(xkm � xkm); h0 � xkmi � 0: (9)

�®«ãç¥­®, çâ® ¯à¨m � maxfm1;m2g ãá«®¢¨ï (8) ¨ (9) ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«­ïâìáï ®¤­®¢à¥¬¥­­®, çâ® ­¥-
¢®§¬®¦­®. � á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ à áá¬®âà¥­­®© ¯à¥¤¥«ì­®© â®çª¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxkg ¯®-
«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® «î¡ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â®çª  x�, ¤«ï ª®â®à®© intP (x�) 6= ;,
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (1), ª®â®à®¥ ¢ á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ '(x) à ¢­®á¨«ì­® ­¥®¡å®¤¨¬®¬ã ãá«®-
¢¨î «®ª «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬ , áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¬ã ¢ «¥¬¬¥.

� [2] à áá¬®âà¥­ ¢®¯à®á ® ¢®§¬®¦­®áâ¨ § ¤ ­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  X á ¯®¬®éìî äã­ªæ¨®­ «ì­ëå
®£à ­¨ç¥­¨© ¢ ¢¨¤¥ X = fx 2 En j fi(x) � 0, i = 1; 2; : : : ; pg, £¤¥ fi(x) 2 C1(En), i = 1; p, ¨
¯®ª § ­®, çâ® «î¡ ï â®çª  x� 2 X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î (1) ¨«¨ ãá«®¢¨î intP (x�) = ;,
áâ æ¨®­ à­  ¢ á¬ëá«¥ � £à ­¦ . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® X à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£®
¢¨¤  § ¤ ­® á ¯®¬®éìî ®£à ­¨ç¥­¨© â¨¯  ­¥à ¢¥­áâ¢ ¨ ¢ë¯®«­¥­ë âà¥¡®¢ ­¨ï ¯à¨¢¥¤¥­­®£®
¯à¥¤«®¦¥­¨ï, â® «î¡ ï ¯à¥¤¥«ì­ ï â®çª  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxkg ï¢«ï¥âáï áâ æ¨®­ à­®© ¢
á¬ëá«¥ � £à ­¦ .

3. �ëç¨á«¨â¥«ì­ë¥  á¯¥ªâë

� à ¡®â¥ ¯à¥¤«®¦¥­  «£®à¨â¬, ®¡®¡é îé¨© ¬¥â®¤ �ìîâ®­ , ¯à¨¬¥­ï¥¬ë© ¤«ï à¥è¥­¨ï
§ ¤ ç ¢ë¯ãª«®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, ­  ®¤¨­ ª« áá ­¥¢ë¯ãª«ëå ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¬­®¦¥áâ¢. �¤¥ï
®¡®¡é¥­¨ï á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® § ¤ ç  ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© ª¢ ¤à â¨ç­®© äã­ªæ¨¨
'k(x) ­  ª ¦¤®© ¨â¥à æ¨¨ à¥è ¥âáï ­¥ ¤«ï á ¬®£® ­¥¢ë¯ãª«®£® ¬­®¦¥áâ¢ ,   ¤«ï ¥£® ¢ë¯ãª«®-
£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ . �â¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ï¢«ïîâáï â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­ë¬ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ¢ë¯ã-
ª«®£® ¬­®¦¥áâ¢  F ¨ ­¥áª®«ìª¨å ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢ �i(xk). � ¤ ç  ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ª¢ ¤à â¨ç­®©
äã­ªæ¨¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ â ª®£® â¨¯  à¥è ¥âáï, ª ª ¯à ¢¨«®, ­¥¯à®áâ®. �à®¬¥ íâ®£®, ¯®áâà®¥­¨î
ª ¦¤®£® ¨§ ¯®«ã¯à®áâà ­áâ¢ ¯à¥¤è¥áâ¢ã¥â à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï â®çª¨ ­  ®¤­® ¨§
¢ë¯ãª«ëå ¬­®¦¥áâ¢ Gi, ª®â®à ï â®¦¥ ­¥ ¢á¥£¤  ¯à®áâ . �®íâ®¬ã ¤«ï ¯à ªâ¨ç¥áª®£® ¯à¨¬¥­¥-
­¨ï ¯à¥¤« £ ¥¬®£® ¬¥â®¤ , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, âà¥¡ã¥âáï à §à ¡®âª  ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå  «£®à¨â¬®¢
¤«ï à §«¨ç­ëå ­¥¢ë¯ãª«ëå ¬­®¦¥áâ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¢¨¤ .
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�à¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢ å ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®áâ®© áâàãªâãàë à §à ¡®â ­­ë© ¬¥â®¤
¬®¦¥â, ®¤­ ª®, à ¡®â âì íää¥ªâ¨¢­®. �á«¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® § ¤ ­® ¢ ¢¨-
¤¥ â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®© à §­®áâ¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬­®£®£à ­­®£® ¬­®¦¥áâ¢ , ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®£®
«¨­¥©­ë¬¨ ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬¨, ¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ­¥áª®«ìª¨å è à®¢, â® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ § ¤ ç¨ ­ 
ª ¦¤®© ¨â¥à æ¨¨ á¢®¤ïâáï ª § ¤ ç ¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ­  è à®¢ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ , à¥è ¥¬ë¬ í«¥-
¬¥­â à­®, ¨ ª § ¤ ç¥ ª¢ ¤à â¨ç­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, ª®â®à ï ¢á¥£¤  ¬®¦¥â ¡ëâì à¥è¥­ 
áãé¥áâ¢ãîé¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨. �á«¨ ¦¥ à¥è¥­¨¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå § ¤ ç ­  ¨â¥à æ¨ïå âà¥¡ã¥â ¯à¨-
¢«¥ç¥­¨ï âàã¤®¥¬ª¨å ¨â¥à æ¨®­­ëå ¯à®æ¥¤ãà, â® íää¥ªâ¨¢­®áâì ¬¥â®¤  áãé¥áâ¢¥­­® á­¨¦ -
¥âáï. �®áª®«ìªã ¬¥â®¤ �ìîâ®­  ¨á¯®«ì§ã¥â ª¢ ¤à â¨ç­ãî ç áâì à §«®¦¥­¨ï äã­ªæ¨¨ '(x) ¢
àï¤ �¥©«®à , ®â ­¥£® á«¥¤ã¥â ®¦¨¤ âì ¡®«¥¥ ¡ëáâà®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® áà ¢­¥­¨î á ¬¥â®¤ ¬¨,
à áá¬®âà¥­­ë¬¨ ¢ [1] ¨ [2].
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