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�§¢¥áâ® (á¬.,  ¯à., [1], á. 186, «¥¬¬  2), çâ® ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤® ¨§ ç¨á¥« �1; : : : ; �u à æ¨®-
 «ì®, â® ®¡é¨©  ¨¬¥ìè¨© § ¬¥ â¥«ì ¤à®¡¥©

1
l!

uY
j=1

lY
x=1

(�j + x); l = 0; 1; : : : ; n; (1)

®æ¥¨¢ ¥âáï á¢¥àåã ¢¥«¨ç¨®© ¯®àï¤ª  eO(n). �á«¨ ¢á¥ ç¨á«  �j ¨àà æ¨® «ìë, â® íâ  ®æ¥ª  ¢
®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï (á¬. [2]), ® ®  á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ï ¥ª®â®àëå  ¡®à®¢ â ª¨å ç¨á¥«.
�®¦® ¤®ª § âì,  ¯à¨¬¥à, çâ® íâ  ®æ¥ª  ¡ã¤¥â ¢¥à , ¥á«¨ ¯®«®¦¨âì

u = 8; �1;2 = �i; �3;4 = �
p
2; �5;6 = �

p
3; �7;8 = �

p
6: (2)

�®á«¥¤¥¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë ®¡  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®© ¯à¨à®¤¥
§ ç¥¨© £¨¯¥à£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å äãªæ¨© á ¨àà æ¨® «ìë¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì

f(z) =
1X
�=0

z�
�Y

x=1

x2

(x2 + 1)(x2 � 2)(x2 � 3)(x2 � 6)
: (3)

�®£¤  ¤«ï «î¡®£® " > 0 ¨ ¤«ï «î¡®£® ¥âà¨¢¨ «ì®£®  ¡®à  h0; h1; : : : ; h8, æ¥«ëå ç¨á¥« ¨§ ¥ª®-

â®à®£® ¬¨¬®£® ª¢ ¤à â¨ç®£® ¯®«ï ¯à¨ ¢á¥å ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å § ç¥¨ïå H,

H = max(jh1j; : : : ; jh8j), ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

����h0 +
8X

j=1

hjf
(j�1)(1)

���� > H�26�":

� ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 ¥«ì§ï ¯à¨¬¥¨âì â¥®à¥¬ã 1 ¨§ [3], â. ª. ¯à¨è«®áì
¡ë ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¬®£®ç«¥ ®â x, áâ®ïé¨© ¢ § ¬¥ â¥«¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  (3),
¨¬¥« ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢  à æ¨® «ìëå ª®àï.

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¡®«¥¥ ®¡éãî â¥®à¥¬ã, á«¥¤áâ¢¨¥¬ ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬  1.
�ãáâì I | ¬¨¬®¥ ª¢ ¤à â¨ç®¥ ¯®«¥ ¨«¨ ¯®«¥ à æ¨® «ìëå ç¨á¥«; 'k(x),  k(x),  (x)

| ¬®£®ç«¥ë ¨§ ª®«ìæ  I[x], ª®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ áâ àè¨å áâ¥¯¥ïå ª®â®àëå à ¢ë ¥¤¨¨æ¥.
�â¥¯¥¨ íâ¨å ¬®£®ç«¥®¢ áãâì á®®â¢¥âáâ¢¥® vk, uk ¨ u, ¯à¨ç¥¬ à §®áâì d = uk � vk ¥
§ ¢¨á¨â ®â k ¨ ®âà¨æ â¥«ì ; mk = u + uk > vk, k = 1; : : : ; t; ª®à¨ ¬®£®ç«¥®¢ 'k(x) ¨  k(x)
à æ¨® «ìë,    (x) = (x + �1) � � � (x + �u), £¤¥ �1; : : : ; �u |  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ç¨á«  áâ¥¯¥¥©
á®®â¢¥âáâ¢¥® {1; : : : ;{u;

� = 1� 1
u

uX
i=1

1
{i

:

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �à®£à ¬¬ë \� §¢¨â¨¥  ãç®£® ¯®â¥æ¨ «  ¢ëáè¥©
èª®«ë (2006{2007)" (¯à®¥ªâ ��� 2.1.1.2381).
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�ãáâì, ¤ «¥¥, 'k(x) k(x) (x) 6= 0 ¯à¨ x = 1; 2; 3 : : : ; !1; : : : ; !t | ®â«¨çë¥ ®â ã«ï ç¨á«  ¨§
¯®«ï I,

�k(z) =
1X
�=0

z�!�
k

�Y
x=1

'k(x)
 k(x) (x)

; k = 1; : : : ; t:

�¡®§ ç¨¬ m = m1 + � � � +mt, ¨ ¯ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â , § ¢¨áïé¥¥ «¨èì ®â ç¨á¥« �1; : : : ; �u,

0 �  <
u(1� �) + d

m
(4)

â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® " > 0 ¯à¨ n � n1 (ç¥à¥§ n1 � n2 � � � � ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì  âãà «ìë¥
ç¨á« , § ¢¨áïé¨¥ ®â ¯ à ¬¥âà®¢ äãªæ¨© �k(z) ¨ ®â ")  ©¤¥âáï ®â«¨ç®¥ ®â ã«ï æ¥«®¥ ç¨á«®
Qn ¨§ ¯®«ï I â ª®¥, çâ® ¢á¥ ç¨á« 

Qn(l!)
d

lY
x=1

 (a+ x); l = 0; 1; : : : ; n; (5)

ï¢«ïîâáï æ¥«ë¬¨ ¢ ãª § ®¬ ¯®«¥ ¯à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ à æ¨® «ì®¬ a, ¯à¨ç¥¬

jQnj � n(+")n: (6)

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¢ë¯®«¥ë ¢á¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¢ëè¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ®â®á¨â¥«ì® äãª-

æ¨© �k(z), äãªæ¨¨ 1, �(jk�1)
k (z), k = 1; : : : ; t; jk = 1; : : : ;mk, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë  ¤ C (z). �®£-

¤  ¤«ï «î¡®£® " > 0 ¨ ¤«ï «î¡®£® ¥âà¨¢¨ «ì®£®  ¡®à  æ¥«ëå ç¨á¥« ¨§ ¯®«ï I, h0, hkjk ,
k = 1; : : : ; t; jk = 1; : : : ;mk, ¯à¨ ¢á¥å ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å § ç¥¨ïå H, H = max(jhkjk j,
k = 1; : : : ; t; jk = 1; : : : ;mk), ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

����h0 +
tX

k=1

mkX
jk=1

hkjk�
(jk�1)
k (1)

���� > H�
m(u+d)+u�+m

u(1��)+d�m
�":

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¬ «® ç¥¬ ®â«¨ç ¥âáï ®â ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 ¨§ [3].
�ãáâì N" =

� (1�")n
m

�
, £¤¥ 0 < " < 1.

�¥¬¬  1. �«ï «î¡®£® ", 0 < " < 1, ¯à¨ n � n2 áãé¥áâ¢ã¥â ¥âà¨¢¨ «ìë©  ¡®à ys,
s = 0; 1; : : : ; n, æ¥«ëå ç¨á¥« ¨§ ¯®«ï I, ¯® ¬®¤ã«î ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨å n"n, â ª®©, çâ®

nX
s=0

ys
(s!)d!s

k

n+1�sY
x1=1

'k(x1)
N"+n�sY
x2=N"+1

1
 k(x2)

s(s� 1) � � � (s� �k + 1)
�k!

= 0

¯à¨ k = 1; : : : ; t; �k = 0; 1; : : : ; [mk(1� ")n=m].

�â  «¥¬¬  ¯®çâ¨ ¯®«®áâìî á®¢¯ ¤ ¥â á «¥¬¬®© 1 áâ âì¨ [3]. �â«¨ç¨¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®
§¤¥áì d < 0;   å®¤¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ® ®â«¨ç¨¥ ¥ ®âà ¦ ¥âáï.

� ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 1 ®¯à¥¤¥«¨¬ ç¨á«  ps = ys
�
n!
s!

�d N"+n�sQ
x=N"+1

 (x), s = 0; 1; : : : ; n, ¨ ¬®£®ç«¥

P (z) =
nP

s=0
psz

s.

� «¥¥, ¯ãáâì

�k1(z) = �k(z); �kjk(z) = z
d

dz
�k;jk�1(z); k = 1; : : : ; t; jk = 2; : : : ;mk;

P (z)�kjk (z) =
1X
�=0

ckjk�z
� ; k = 1; : : : ; t; jk = 1; : : : ;mk:

�¥¬¬  2 ([3]). �¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥áâ¢  ckjk� = 0, k = 1; : : : ; t; jk = 1; : : : ;mk;
� = n+ 1; : : : ; n+N".
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� ã¬¥àã¥¬ äãªæ¨¨ �kjk(z) ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ¯®àï¤ª¥ ¨ ®¡®§ ç¨¬ ¨å ç¥à¥§ f1(z); : : : ; fm(z).
�®¤¡¥à¥¬ ¬®£®ç«¥ë P1(z); : : : ; Pm(z) áâ¥¯¥¨ ¥ ¢ëè¥ n â ª, çâ®¡ë äãªæ¨¨

Li(z) = P (z)fi(z)� Pi(z); i = 1; : : : ;m;

¨¬¥«¨ ¯à¨ z = 0 ¯®àï¤®ª ã«ï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ n+N" � á¨«ã «¥¬¬ë 2 íâ® ¬®¦® á¤¥« âì.

�¥¬¬  3. �«ï «î¡ëå " > 0 ¨ n � n4  ©¤¥âáï â ª®¥ ®â«¨ç®¥ ®â ã«ï ç¨á«® g ¨§ ¯®«ï I,
çâ® ª®íää¨æ¨¥âë ¢á¥å ¬®£®ç«¥®¢ P (z); P1(z); : : : ; Pm(z) áâ ®¢ïâáï æ¥«ë¬¨ ¢ ¯®«¥ I ¯®á«¥

ã¬®¦¥¨ï ¨å   g; ¯à¨ íâ®¬

jgj � n
�
u�
m

++"

�
n: (7)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì fi(z) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â äãªæ¨¨ �kjk(z). �¡®§ ç¨¬

S1 =
��s+N"Y
x=��s+1

 (x)
N"Y
x=1

1
 (x)

;

S2 =
�
(n� �)!

�d N"+n�sY
x=N"+��s+1

 (x);

S3 = !��s
k

�
(n� �)!

��d�n!
s!

�d ��sY
x=1

'k(x)
 k(x)

:

�®£¤  ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ z� ¬®£®ç«¥  Pi(z) ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á  ¢ ¢¨¤¥
�X

s=0

ys(� � s)jk�1S1S2S3:

� ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 3 ¨§ [3] ¯®¤¡¥à¥¬ ®â«¨ç®¥ ®â ã«ï ç¨á«® gn ¨§ ¯®«ï I, ¯®á«¥ ¤®¬®¦¥¨ï

  ª®â®à®¥ áâ ®¢¨âáï æ¥«ë¬ ç¨á«® S1; ¯à¨ íâ®¬ jgnj � n
�
u�
m

+"

�
n, n � n3.

�¨á«® S2 áâ ¥â æ¥«ë¬ ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï (5) ¯®á«¥ ¤®¬®¦¥¨ï   Qn. �¡é¨©  ¨¬¥ìè¨©
§ ¬¥ â¥«ì ç¨á¥« ¢¨¤  S3 ®æ¥¨¢ ¥âáï á¢¥àåã ¢¥«¨ç¨®© ¯®àï¤ª  eO(n). �â® á«¥¤ã¥â ¨§ à æ¨®-
 «ì®áâ¨ ª®à¥© ¬®£®ç«¥®¢ 'k(x) ¨  k(x) (á¬. [1], á. 186, «¥¬¬  2). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®íää¨-
æ¨¥âë ¬®£®ç«¥  Pi(z) áâ ãâ æ¥«ë¬¨ ¢ ¯®«¥ I ¯®á«¥ ã¬®¦¥¨ï   ç¨á«® g = Qngng

0
n, £¤¥

jg0nj � n"n (¯à¨ n � n4). �¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯®á«¥ ã¬®¦¥¨ï   íâ® ¦¥ ç¨á«® áâ ãâ æ¥«ë-
¬¨ ¨ ª®íää¨æ¨¥âë ¬®£®ç«¥  P (z). �æ¥ª  (7) ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ®æ¥®ª á¢¥àåã
 ¡á®«îâëå ¢¥«¨ç¨ Qn, gn ¨ g0n.

� «¥¥ à ááã¦¤ ¥¬ ¯® áå¥¬¥, ¯à¥¤«®¦¥®© ¢ [4]. �à âª®¥ ®¯¨á ¨¥ íâ®© áå¥¬ë ¯à¨¬¥¨-
â¥«ì® ª à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ã á«ãç î á¬. ¢ ([3], á. 57{58). �ä®à¬ã«¨àã¥¬   «®£ «¥¬¬ë 5 ¨§ [3],
®â«¨ç îé¨©áï «¨èì ¯. 4.

�¥¬¬  4. �«ï «î¡®£® ", 0 < " < 1, ¨ ¤«ï n � n5  ©¤¥âáï ¬®¦¥áâ¢® ç¨á¥« qi0; qi1; : : : ; qim,
i = 0; 1; : : : ;m, «¥¦ é¨å ¢ ¯®«¥ I ¨ ®¡« ¤ îé¨å á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

1) det(qil)i;l=0;1;:::;m 6= 0;
2) jqi0j � n(u+d+")n, i = 0; 1; : : : ;m;

3) jqi0fl(1)� qilj � n�
�
u+d
m

�"

�
n, i = 0; 1; : : : ;m; l = 1; : : : ;m;

4) áãé¥áâ¢ã¥â ®â«¨ç®¥ ®â ã«ï æ¥«®¥ ç¨á«® G ¨§ ¯®«ï I â ª®¥, çâ® ¢á¥ ç¨á«  Gqil,

i = 0; 1; : : : ;m; l = 1; : : : ;m, æ¥«ë¥ ¢ ¯®«¥ I, ¨ jGj � n
�
u�
m

++"

�
n.

�à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ (ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï áâ ¤ àâë¬ ¨ ¯®â®¬ã §¤¥áì ¥ ¯à¨¢®¤¨âáï) ¯®á«¥¤-
¥£® ¯ãªâ  ¨á¯®«ì§ã¥âáï «¥¬¬  3.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1 ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1 à -
¡®âë [3].
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�ãáâì h0; h1; : : : ; hm | ¯à®¨§¢®«ìë© ¥âà¨¢¨ «ìë©  ¡®à æ¥«ëå ç¨á¥« ¨§ ¯®«ï I. �®£« á®

«¥¬¬¥ 4 det(qil)i;l=0;1;:::;m 6= 0. �®íâ®¬ã ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ i 2 [0;m]
mP
l=0

hlqil 6= 0. � á¨«ã ¯. 4) «¥¬¬ë 4

¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ����
mX
l=1

hlqil

���� � n�
�
u�
m

++"

�
n:

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® «¥¢ãî ç áâì íâ®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥
����qi0

�
h0 +

mX
l=1

hlfl(1)
�
+

mX
l=1

hl
�
qil � qi0fl(1)

�����:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ ¢á¥å ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å n ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

n(u+d+")n

����h0 +
mX
l=1

hlfl(1)
����+Hn�

�
u+d
m

�"

�
n � n�

�
u�
m

++"

�
n;

£¤¥ H = max(jh1j; : : : ; jhmj). �âáî¤  «¥£ª® á«¥¤ã¥â ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë.
�â®¡ë ¤®ª § âì â¥®à¥¬ã 1, ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢ ãá«®¢¨ïå íâ®© â¥®à¥¬ë ¢ë¯®«ïîâáï

á®®â®è¥¨ï (4){(6). �®ª ¦¥¬, çâ® ¢ íâ¨å á®®â®è¥¨ïå ¬®¦® ¢§ïâì  = 0.

�¥¬¬  5. �ãáâì �1; : : : ; �8 ®¯à¥¤¥«¥ë à ¢¥áâ¢®¬ (2). �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£®

"  ©¤¥âáï ®â«¨ç®¥ ®â ã«ï æ¥«®¥ ç¨á«® Qn ¨§ ¯®«ï I â ª®¥, çâ®

Qn(l!)�2
8Y

j=1

lY
x=1

(a+ �j + x) 2 ZI; l = 0; 1; : : : ; n;

¯à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ à æ¨® «ì®¬ a; ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï n � n6 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® jQnj � n"n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨¬¥¨¬ â¥®à¥¬ã 1 ([5], á. 264). � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ®© â¥®à¥¬®© ¯à®áâ®¥
p � 1 (mod 4) à §« £ ¥âáï ¢ ¯®«¥ Q(i) ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå à §«¨çëå ¯à®áâëå ¨¤¥ «®¢ p ¨ p0,

®à¬  ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå à ¢  p. �®íâ®¬ã ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥
lQ

x=1
(a + i + x)(a � i + x) ¯à®áâë¥

¨¤¥ «ë p ¨ p0 ¢å®¤ïâ ¢ áâ¥¯¥¨, ¥ ¬¥ìè¥© 2[ l
p
]. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ãª § ®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¥«¨âáï

  £« ¢ë© ¨¤¥ « (p)2[
l
p
]. � «¥¥,   «®£¨çë© § ª® à §«®¦¥¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢ ¢ ¯®«¥ Q(

p
2) ¤«ï

¯à®áâëå ç¨á¥« p, p > 3, p � �1 (mod 8); ¢ ¯®«¥ Q(
p
3) ¤«ï ¯à®áâëå ç¨á¥« p � �1 (mod 12) ¨

¢ ¯®«¥ Q(
p
6) ¤«ï p � 19 (mod 24). �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ª ¦¤®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ¥ ¤¥«ïé¥¥

24, ¢å®¤¨â ¢ ®¤¨ ¨§ ãª § ëå ¢ëè¥ ª« áá®¢. �®íâ®¬ã ¤«ï ¢áïª®£® â ª®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p
ç¨á«¨â¥«ì ¤à®¡¨

(l!)�2
8Y

j=1

lY
x=1

(a+ �j + x); 0 � l � n; (8)

¤¥«¨âáï   p2[
l
p
]. �¥«¨â¥«ï¬¨ ç¨á«  24 ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¥ ç¨á«  2 ¨ 3, ¯®íâ®¬ã ¢ ª ç¥áâ¢¥

®¡é¥£® § ¬¥ â¥«ï ¤à®¡¥© (8) ¯à¨ ¢á¥¢®§¬®¦ëå § ç¥¨ïå l ¬®¦® ¢§ïâì ç¨á«® Qn =
62n

Q
p�n

p
2([ n

p2
]+[ n

p3
]+��� ), ª®â®à®¥ ®æ¥¨¢ ¥âáï á¢¥àåã ¢¥«¨ç¨®© ¯®àï¤ª  eO(n) (á¬. [1], á. 186, ¤®-

ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 2).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 2 á®®â®è¥¨ï (4){(6) ¢ë¯®«ïîâáï á  = 0. �®íâ®¬ã
â¥®à¥¬  1 ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë 2. � ¯®¬®éìî   «®£¨çëå à ááã¦¤¥¨© ¤®ª §ë¢ ¥âáï
¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®â®á¨â¥«ì® ¤à®¡¥© (1), ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¯¥à¥¤ ä®à¬ã«¨à®¢ª®© â¥®à¥¬ë 1.
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