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1. �¢¥¤¥¨¥

�  ï à ¡®â  ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ [1] ¨ ¯®á¢ïé¥  § ¤ ç¥ ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ç áâ¨ § -
¬ªãâëå ª« áá®¢ ¯®«¨®¬®¢  ¤ ¡¥áª®¥çë¬¨ ¯®«ï¬¨.

�¢¥¤¥¬ ®á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï. �ãáâì ¤  ª« áá äãªæ¨©, ®â®¡à ¦ îé¨å ¤¥ª àâ®¢ë áâ¥¯¥¨
¬®¦¥áâ¢  K ¢ K. �â®â ª« áá  §ë¢ ¥âáï § ¬ªãâë¬, ¥á«¨ ® § ¬ªãâ ®â®á¨â¥«ì® áã¯¥à¯®-
§¨æ¨©. �®«¥¥ â®ç®, ¤«ï m-¬¥áâ®© äãªæ¨¨ f ¨ n-¬¥áâ®© äãªæ¨¨ g ®¯à¥¤¥«¨¬ r-¬¥áâãî
äãªæ¨î h = f � g (r = m+ n� 1), ¯®«®¦¨¢

h(x1; : : : ; xr) = f(g(x1; : : : ; xn); xn+1; : : : ; xr)

¤«ï ¢á¥å x1; : : : ; xr 2 K. � «¥¥ ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨¨ �, � , � ¨ r, ¯®« £ ï ¯à¨ m > 1

(�f)(x1; : : : ; xm) = f(x2; : : : ; xm; x1);

(�f)(x1; x2; x3; : : : ; xm) = f(x2; x1; x3; : : : ; xm);

(�f)(x1; : : : ; xm�1) = f(x1; x1; x2; : : : ; xm�1);

(rf)(x1; : : : ; xm+1) = f(x2; : : : ; xm+1)

¤«ï ¢á¥å x1; : : : ; xm+1 2 K, ¨ �f = �f = �f = f ¯à¨ m = 1. �« áá äãªæ¨© C  §ë¢ ¥âáï § -
¬ªãâë¬, ¥á«¨ ® § ¬ªãâ ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à æ¨© �, �, � , � ¨ r. � ª®© ¯®¤å®¤, ¯à¥¤«®¦¥ë©
�.�.� «ìæ¥¢ë¬, ¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì § ¬ªãâë¥ ª« ááë ª ª  «£¥¡àë ®â®á¨â¥«ì® ¢¢¥-
¤¥ëå ®¯¥à æ¨© (á¬. [2]). � ¬ªãâë© ª« áá  §ë¢ ¥âáï ª«®®¬, ¥á«¨ ® á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¯à®¥ªæ¨¨,
â. ¥. äãªæ¨¨ ¢¨¤  eni (x1; : : : ; xn) = xi, 1 � i � n.

�ãáâì â¥¯¥àì K | ¯à®¨§¢®«ì®¥  áá®æ¨ â¨¢®¥ ª®¬¬ãâ â¨¢®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨¨æ¥©. �ë à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¯®«¨®¬ë  ¤K ®â ¯à®¨§¢®«ì®£® (ª®¥ç®£®) ç¨á«  ¯¥à¥¬¥ëå ¨
§ ¬ªãâë¥ ª« ááë, ®¡à §ã¥¬ë¥ â ª¨¬¨ ¯®«¨®¬ ¬¨. � áá¬®âà¨¬ ®á®¢ë¥ ¤«ï  á § ¬ªãâë¥
ª« ááë

FK | ª« áá ¢á¥å ¯®«¨®¬®¢  ¤ K;
F 0
K | ª« áá ¢á¥å ¯®«¨®¬®¢ ¨§ FK ¡¥§ á¢®¡®¤®£® ç«¥ ;

LK | ª« áá ¢á¥å «¨¥©ëå ¯®«¨®¬®¢ ¨§ FK ;
L0K | ª« áá ¢á¥å «¨¥©ëå ¯®«¨®¬®¢ ¨§ LK ¡¥§ á¢®¡®¤®£® ç«¥ .
�®áâ ¢¨¬ § ¤ çã ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ª«®®¢ ¨§ ¨â¥à¢ «  [L0K ; FK ] à¥è¥âª¨ ¢á¥å ª«®®¢. �ã¤¥¬

¯®¨¬ âì íâ® ª ª § ¤ çã ¢ëïá¥¨ï à¥è¥â®ç®© áâàãªâãàë ãª § ®£® ¨â¥à¢ « , ª®â®àë©
¨§®¡à ¦¥   ¤¨ £à ¬¬¥ 1. � ª¨ ¢®¯à®á®¢   ¥© ®§ ç îâ, çâ® ãª § ë¥ ¨â¥à¢ «ë ¬®£ãâ
á®¤¥à¦ âì § ¬ªãâë¥ ª« ááë, ¥ á®¢¯ ¤ îé¨¥ á ç¥âëàì¬ï ®â¬¥ç¥ë¬¨. �â® § ¢¨á¨â ®â á¢®©áâ¢
ª®«ìæ  K.

� [3] ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® ¢ á«ãç ¥ ª®«ìæ  ¢ëç¥â®¢ ¯® «î¡®¬ã ¬®¤ã«î ¢¥áì à¥è¥â®çë©
¨â¥à¢ « [L0K ; FK ] ¥áâì ¯®¤¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨â¥à¢ «®¢ [L

0
K ; F

0
K ] ¨ [L0K ; LK ]. �®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®å®¤¨â ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ  K. �®íâ®¬ã ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¨â¥à¢ « 
[L0K ; FK ] ¢ ª ª®¬-â® á¬ëá«¥ á¢®¤¨âáï ª ¨§ãç¥¨î ¨â¥à¢ «®¢ [L0K ; F

0
K ] ¨ [L0K ; LK ]. � [2] ¤«ï á«ã-

ç ï ª®«ìæ  ¢ëç¥â®¢ ¯®ª § ®, çâ® ¨â¥à¢ «ë [L0K ; LK ] ¨ [F 0
K ; FK ] ¨§®¬®àäë à¥è¥âª¥ ¨¤¥ «®¢
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ª®«ìæ  K (  § ç¨â, ¨ ¬¥¦¤ã á®¡®©). �®ª § â¥«ìáâ¢® ¨ íâ®£® ä ªâ  ¡¥§ ¨§¬¥¥¨© ¯¥à¥®á¨âáï
  ¯à®¨§¢®«ì®¥ ª®«ìæ® K. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ K | ¯®«¥, â® ¨â¥à¢ « [L0K ; FK ] ¨¬¥¥â ¢¨¤, ¨§®¡à -
¦¥ë©   ¤¨ £à ¬¬¥ 2.

&'%$
'
&
$
%

L0K

FK

F 0
K LK

t
t
t
t

?

?
?

?

?

�¨ £à ¬¬  1

&$
&
$

L0K

FK

F 0
K LK

t
t
t
t
�
��

�
��

?

?

�¨ £à ¬¬  2

�ãáâì C | § ¬ªãâë© ª« áá ¨§ [L0K ; FK ]. �®£¤  C ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®à®¦¤¥ á®¢®ªã¯®áâìî
¢á¥å «¨¥©ëå ä®à¬ (â. ¥. ¯®«¨®¬®¢ ¨§ L0K) ¨ ª ª¨¬¨-â® äãªæ¨ï¬¨ f1; f2; : : : ¨§ FK . � íâ®¬
á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì C = hhf1; f2; : : :ii ¨ £®¢®à¨âì, çâ® C ¯®à®¦¤¥ äãªæ¨ï¬¨ f1; f2; : : : (¥ ã¯®-
¬¨ ï L0K). �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢® ff1; f2; : : : g ª®¥ç®, â® ª« áá C ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª®¥ç-
®¯®à®¦¤¥ë¬. �áî¤ã ¤ «¥¥ á«®¢®á®ç¥â ¨¥ \§ ¬ªãâë© ª« áá" ®§ ç ¥â § ¬ªãâë© ª« áá

¨§ [L0K ; FK ],   \¯®«¨®¬" ¨«¨ \¬®£®ç«¥" | ¯®«¨®¬  ¤ K. � ¦¤ë© ¨§ ¨§ãç ¥¬ëå ª« áá®¢
á®¤¥à¦¨â L0K , ¯®íâ®¬ã, à áá¬ âà¨¢ ï «¨¥©ë¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ í«¥¬¥â®¢ ª« áá , ¬ë ¥ ¢ë©¤¥¬
§  ¥£® ¯à¥¤¥«ë. �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¤ «¥¥ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¡¥§ ®£®¢®à®ª.

� ª ®¡ëç®, ç¥à¥§ N ®¡®§ ç ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å  âãà «ìëå ç¨á¥« f1; 2; : : : g. �¥è¥âª 
¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ¯®«ã£àã¯¯ë  âãà «ìëå ç¨á¥« ¯® á«®¦¥¨î ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ Sub(N; +).

� â®çª¨ §à¥¨ï ¨§ãç¥¨ï á¢®©áâ¢ ¨â¥à¢ «  [L0K ; FK ] ¡¥áª®¥çë¥ ¯®«ï ¯à®áâ®© å à ªâ¥à¨-
áâ¨ª¨ § ç¨â¥«ì® ®â«¨ç îâáï ®â ª®¥çëå ¨ ¯®«¥© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ 0. �â®¬ã á«®¦®¬ã á«ãç î
¡ã¤¥â ¯®á¢ïé¥  ®â¤¥«ì ï à ¡®â .

2. �¡ ®¤®ç«¥ å § ¬ªãâëå ª« áá®¢

� ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¡ã¤¥â ¤®ª §   «¥¬¬ , ¯®§¢®«ïîé ï, ¢ ç áâ®áâ¨, á¤¥« âì ¢ë¢®¤ ® â®¬,
çâ® ¤«ï ¯®«¥© ª ¦¤ë© ¨§ ¨áá«¥¤ã¥¬ëå ª« áá®¢ ¯®à®¦¤ ¥âáï á¢®¨¬¨ ®¤®ç«¥ ¬¨.

�¥§¤¥ ¤ «¥¥ ç¥à¥§ K ®¡®§ ç ¥¬ ¯®«¥. �ç¨â ¥¬, çâ® ¢ ¯®«¨®¬¥ ª ª áã¬¬¥ ®¤®ç«¥®¢ ¯®-
¤®¡ë¥ ç«¥ë ¯à¨¢¥¤¥ë. �á«¨ K = GF (pn), â® ¯®« £ ¥¬, çâ® ¯¥à¥¬¥ë¥ ¢å®¤ïâ ¢ ¬®£®ç«¥ë
¢ áâ¥¯¥ïå ¬¥ìè¨å, ç¥¬ pn.

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥

�â¢¥à¦¤¥¨¥. �ãáâì d1 ¨ d2 | à §«¨çë¥  âãà «ìë¥ ç¨á«  (¬¥ìè¨¥, ç¥¬ pn, ¥á«¨
K = GF (pn)). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥¢®¥ a 2 K â ª®¥, çâ® ad1 6= ad2 .

�¥¬¬  1. � ¦¤ë© ®¤®ç«¥ ¬®£®ç«¥ , «¥¦ é¥£® ¢ § ¬ªãâ®¬ ª« áá¥, á ¬ ¯à¨ ¤«¥-

¦¨â íâ®¬ã ª« ááã.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì C | § ¬ªãâë© ª« áá, f 2 C ¨ f ¥áâì áã¬¬  ®¤®ç«¥®¢m1; : : : ;ml.
�à¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì, çâ® m1; : : : ;ml 2 C. �®ª ¦¥¬ «¥¬¬ã ¨¤ãªæ¨¥© ¯® l. �à¨ l = 1 ãâ¢¥à¦¤¥-
¨¥ ®ç¥¢¨¤®. �ãáâì â¥¯¥àì ®® ¢ë¯®«¥® ¤«ï ¬¥ìè¨å, ç¥¬ l, § ç¥¨©. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§
di ¯®ª § â¥«ì ¯¥à¥¬¥®© x1 ¢ ®¤®ç«¥¥ mi (¤«ï ¢á¥å i 2 f1; : : : ; lg). � íâ®© á¨âã æ¨¨ ¥áâì
¯¥à¥¬¥ ï, ¢å®¤ïé ï ¢ ¤¢  ®¤®ç«¥  á à §ë¬¨ áâ¥¯¥ë¬¨ ¯®ª § â¥«ï¬¨, â. ª. ¯®¤®¡ë¥
®¤®ç«¥ë ¯à¨¢¥¤¥ë. �¥ ®£à ¨ç¨¢ ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® íâ  ¯¥à¥¬¥ ï ¥áâì x1,
çâ® íâ¨ ®¤®ç«¥ë áãâì m1 ¨ m2,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®ª § â¥«¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã
d1 < d2.

� á«ãç ¥ d1 = 0 ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® m1(0; : : : ; xr) = m1(x1; : : : ; xr). �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ® x1
ª®áâ âã 0 2 L0K , ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨© ¬®£®ç«¥ ¨§ C:

h = f(0; x2; : : : ; xr) = m1(x1; : : : ; xr) +
lX

i=3

mi(0; x2; : : : ; xr):
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� ª ª ª d2 > 0, â® ¢ h 2 C ®¤®ç«¥®¢ ¬¥ìè¥, ç¥¬ l. � ç¨â, ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨

m1 2 C, f �m1 2 C, ¨ ¢ ¬®£®ç«¥¥ f �m1 =
lP

i=2

mi ç¨á«® ®¤®ç«¥®¢ ¬¥ìè¥, ç¥¬ l. �¥¯¥àì ¯®

¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ m2; : : : ;ml 2 C ¨,  ª®¥æ, m1;m2; : : : ;ml 2 C.
�ãáâì â¥¯¥àì d1 6= 0. �®£¤  ¯® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¥ã«¥¢®¥ a 2 K,

çâ® ad1 6= ad2 . � ¯¨è¥¬ ®¤®ç«¥ë ¢ ¢¨¤¥ mi = xdi1 m
#
i (x2; : : : ; xr) ¨ ¯®áâà®¨¬ ¯®«¨®¬ ¨§ C

g = ad1f(a�1x1; x2; : : : ; xr)� f(x1; : : : ; xr) =
lX

i=1

(ad1�di � 1)xdi1 m
#
i =

lX

i=2

(ad1�di � 1)xdi1 m
#
i :

�¤¥áì (ad1�d2 � 1)xd21 m
#
2 6� 0, â. ª. ad1 6= ad2 . �ç¥¢¨¤®, g | áã¬¬  ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ l� 1 ®¤®ç«¥®¢.

�® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ (ad1�d2�1)m2 2 C, ¨ ¯®íâ®¬ãm2 = (ad1�d2 � 1)�1(ad1�d2�1)m2 2 C.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, f �m2 2 C, ¨ ¢ f �m2 ¥ ¡®«¥¥ l � 1 ®¤®ç«¥®¢. � «®£¨ç® á«ãç î d1 = 0
¯®«ãç ¥¬ m1;m2; : : : ;ml 2 C.

�®ª §  ï «¥¬¬  ¤ ¥â ®á®¢ ¨¥ ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ª ¦¤ë© § ¬ªãâë© ª« áá ¯®à®¦¤ ¥âáï
á¢®¨¬¨ ®¤®ç«¥ ¬¨. �®íâ®¬ã æ¥«¥á®®¡à §® ¢ë¤¥«¨âì  ¨¡®«¥¥ ¯à®áâë¥ ®¤®ç«¥ë, ®¯à¥¤¥-
«ïîé¨¥ ª« áá. �«ï ¯®«¥© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ 0 íâ® ¡ã¤¥â ¯à®¤¥« ® ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥.

3. �«ãç © ¯®«¥© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ 0

� ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯®¤ K ¯®¨¬ ¥âáï ¯®«¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ 0, ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® K

á®¤¥à¦¨â ¯®«¥ à æ¨® «ìëå ç¨á¥« Q . � ª ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, ¤«ï â ª¨å ¯®«¥© ¨â¥à¢ « [L0K ; F
0
K ]

¨§®¬®àä¥ à¥è¥âª¥ Sub(N; +),   ¨â¥à¢ « [LK ; FK ] ¯à®áâ (á¬. ¤¨ £à ¬¬ã 3).
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�
	t
t
t
t

L0K

FKF 0
K

LK��

��

Sub(N; +) -�=

�¨ £à ¬¬  3

� ª ¯®ª § ® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, ª ¦¤ë© § ¬ªãâë© ª« áá ¯®à®¦¤ ¥âáï á¢®¨¬¨ ®¤-
®ç«¥ ¬¨. O¯à¥¤¥«¨¬ ¤®áâ â®ç® ¯à®áâë¥ ¬®¦¥áâ¢  â ª¨å ®¤®ç«¥®¢. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢¢¥¤¥¬
¥áª®«ìª® ¯®ïâ¨©.

�¤®ç«¥ ¢¨¤  x1 : : : xn, ï¢«ïîé¨©áï ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ n à §«¨çëå ¯¥à¥¬¥ëå, ¡ã¤¥¬  §ë-
¢ âì ¯à®áâë¬ (1 â ª¦¥ áç¨â ¥¬ ¯à®áâë¬ ®¤®ç«¥®¬).

�¥¬¬  2. �á«¨ § ¬ªãâë© ª« áá á®¤¥à¦¨â ®¤®ç«¥ áâ¥¯¥¨ D, â® ® á®¤¥à¦¨â ¨ ¯à®-

áâ®© ®¤®ç«¥ â®© ¦¥ áâ¥¯¥¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ®¤®ç«¥ m ¨§ § ¬ªãâ®£® ª« áá  C. �¥ ®£à ¨-
ç¨¢ ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® m = xd1m1(x2; : : : ; xr), d > 0. �®¤áâ ¢¨¢ ¢¬¥áâ® x1 áã¬¬ã ¨§
d ¯¥à¥¬¥ëå y1 + � � �+ yd 2 L0K , ¯®«ãç¨¬

(y1 + � � �+ yd)
dm1 = (k � y1 : : : yd + g)m1 2 C;

£¤¥ k 2 N ¨ ¬®£®ç«¥ g ¥ á®¤¥à¦¨â ®¤®ç«¥®¢, ¯®¤®¡ëå y1 : : : yd. �® «¥¬¬¥ 1 ¨¬¥¥¬
ky1 : : : ydm1 2 C. �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ® ¯¥à¥¬¥®© y1 ®¤®ç«¥ k�1y1 2 L0K � C (k�1 2 Q � K),
¯®«ãç¨¬

y1 : : : ydm1(x2; : : : ; xr) 2 C:

�à¨¬¥ïï ª ¯¥à¥¬¥ë¬ x2; : : : ; xr ¢ ¯®«ãç¥®¬ ®¤®ç«¥¥ à ááã¦¤¥¨ï,   «®£¨çë¥ ¯à®¢¥-
¤¥ë¬ ¤«ï x1, ¯®«ãç¨¬

y1 : : : yD 2 C: �
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�â®¦¤¥áâ¢«ïï ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡à §®¬ ¯¥à¥¬¥ë¥ ¢ ¯à®áâ®¬ ®¤®ç«¥¥, á ¯®¬®éìî ¨â¥à â¨¢-
ëå ®¯¥à æ¨© «¥£ª® ¯®«ãç¨âì «î¡ë¥ ®¤®ç«¥ë â®© ¦¥ áâ¥¯¥¨. �®íâ®¬ã ¤®ª §  ï «¥¬¬ 
¤ ¥â ®á®¢ ¨¥ ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® «î¡®© § ¬ªãâë© ª« áá ¯®à®¦¤ ¥âáï á¢®¨¬¨ ¯à®áâë¬¨ ®¤®-
ç«¥ ¬¨.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �â¥à¢ « [LK ; FK ] ¯à®áâ.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì C | § ¬ªãâë© ª« áá ¨§ [LK ; FK ], ®â«¨çë© ®â LK. �®ª ¦¥¬, çâ®
C = FK . �« áá C á®¤¥à¦¨â ®¤®ç«¥ áâ¥¯¥¨ l > 1, â. ª. C 6= LK . �® «¥¬¬¥ 2 ® á®¤¥à¦¨â
®¤®ç«¥ x1 : : : xl. �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ® l � 2 ¯®á«¥¤¨å ¯¥à¥¬¥ëå 1 2 LK , ¯®«ãç¨¬ x1x2 2 C.
� ¬¥â¨¬, çâ®

x1x2 � x1x2 = x1x2x3;

x1x2x3 � x1x2 = x1x2x3x4;

: : :

x1x2 : : : xn�1 � x1x2 = x1x2x3 : : : xn;

: : :

£¤¥ �| ¨â¥à â¨¢ ï ®¯¥à æ¨ï ¯®¤áâ ®¢ª¨ (á¬. x 1). �« áá C á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¯à®áâë¥ ®¤®ç«¥ë.
� ç¨â, C = FK .

�â ª, ¨â¥à¢ « [LK ; FK ] ¯à®áâ. Oáâ «®áì ¢ëïá¨âì ãáâà®©áâ¢® ¨â¥à¢ «  [L0K ; F
0
K ]. �® ª®æ 

¤ ®£® ¯ à £à ä  á«®¢  \§ ¬ªãâë© ª« áá" ¡ã¤ãâ ®¡®§ ç âì § ¬ªãâë© ª« áá ¨§ [L0K ; F
0
K ].

� §®¢¥¬ ¤«¨®© ®¤®ç«¥  ¥£® áâ¥¯¥ì ¡¥§ ¥¤¨¨æë.

�¥¬¬  3. �®«®¦¨â¥«ìë¥ ¤«¨ë ®¤®ç«¥®¢ ¨§ § ¬ªãâ®£® ª« áá  áãâì ¢ â®ç®áâ¨ í«¥-

¬¥âë ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ë ¨§ N, ¯®à®¦¤¥®© ¤«¨ ¬¨ ®¤®ç«¥®¢ ¨§ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®à®¦¤ îé¥£®

¬®¦¥áâ¢  íâ®£® § ¬ªãâ®£® ª« áá .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ § ¬ªãâë© ª« áá C = hhf1; : : : ; fk; : : :ii, £¤¥ f1; : : : ; fk; : : : |
®¤®ç«¥ë á ¥ã«¥¢ë¬¨ ¤«¨ ¬¨ l1; : : : ; lk; : : : , ¨ ¯ãáâì S = hl1; : : : ; lk; : : :i | ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ ,
¯®à®¦¤¥ ï íâ¨¬¨ ¤«¨ ¬¨. �« áá C ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©, ¯®à®¦¤¥®© ¬®¦¥áâ¢®¬ L0K [
ff1; : : : ; fk; : : : g á ¯®¬®éìî ®¯¥à æ¨© �, � , �, r, �. �®ª ¦¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® ¯®áâà®¥¨î íâ®©
¯®¤ «£¥¡àë, çâ® ¤«¨ë ¢á¥å ®¤®ç«¥®¢ ¨§ � «¥¦ â ¢ S. � §  ¨¤ãªæ¨¨ ®ç¥¢¨¤ . �¥à¥å®¤ï ª
è £ã ¨¤ãªæ¨¨, ®â¬¥â¨¬, çâ® ®¯¥à æ¨¨ �, � , �, r ¥ ¨§¬¥ïîâ áâ¥¯¥¨ ®¤®ç«¥®¢. �®íâ®¬ã
¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì ¤¥©áâ¢¨¥   áâ¥¯¥¨ ®¯¥à æ¨¨ �.

�à¨ ¯®¤áâ ®¢ª¥ m�f , £¤¥ m = x�1m
#(x2; : : : ; xs) | ®¤®ç«¥ áâ¥¯¥¨ 1+q, f = m1+ � � �+mr,

mi | ®¤®ç«¥ë, degmi = 1 + qi, q; q1; : : : ; qr 2 S, ¯®«ãç îâáï ®¤®ç«¥ë á ¤«¨ ¬¨ ¢¨¤ 
k0q + k1q1 + : : :+ klqr 2 S. � á ¬®¬ ¤¥«¥,

(m1 + : : :+mr)� =
TX

t=0

atm
�1t
1 : : : m�rt

r ;

£¤¥ �1t + � � � + �rt = � ¤«ï «î¡®£® t 2 f0; : : : ; Tg. �á«¨ at 6= 0, â® á« £ ¥¬®¥ á ®¬¥à®¬ t ¨¬¥¥â
áâ¥¯¥ì

(1 + q1)�1t + � � �+ (1 + qr)�rt =
rX

j=1

�jt +
rX

j=1

�jtqj = �+ q1�1t + � � �+ qr�rt:

�à¨ ¯®¤áâ ®¢ª¥ m � (m1 + : : : +mr) ¯®«ãç¨¬

(m1 + � � � +mr)
�m# =

TX

t=0

atm
�1t
1 : : : m�rt

r m#:

�¤¥áì á« £ ¥¬®¥ á ®¬¥à®¬ t ¨¬¥¥â áâ¥¯¥ì

�+ q1�1t + � � �+ qr�rt + (1 + q � �) = 1 + q1�1t + � � �+ qr�rt + q;
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â. ª. degm# = 1 + q � �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«¨ë ¢á¥å ¢®¢ì ¯®«ãç¥ëå ®¤®ç«¥®¢ «¥¦ â ¢ S.
�¡é¨© á«ãç © á¢®¤¨âáï ª ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã, â. ª. �(M1 + � � � +Ms) = �M1 + � � � + �Ms, (M1 +

� � �+Ms) � f =M1 � f + � � �+Ms � f .
�â®¡ë ¤®ª § âì, çâ® ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ¤«¨ë ®¤®ç«¥®¢ ¨§ C ¯à¨¨¬ îâ ¢á¥ § ç¥¨ï ¨§ S,

à áá¬®âà¨¬ ¯à®áâë¥ ®¤®ç«¥ë á ¤«¨ ¬¨ l1; : : : ; lk; : : : �® «¥¬¬¥ 2 â ª¨¥ ®¤®ç«¥ë ¢ C ¥áâì.
� ¬¥â¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¤«¨ë ¯à®áâëå ®¤®ç«¥®¢ ¯à¨ ¯®¤áâ ®¢ª¥ áª« ¤ë¢ îâáï

x1 : : : xL1+1 � x1 : : : xL2+1 = x1 : : : xL1+L2+1:

�â®, ¢ ç áâ®áâ¨, ®§ ç ¥â, çâ® ¤«¨ë ¯à®áâëå ®¤®ç«¥®¢ ¨§ C ¯à®¡¥£ îâ ¢áî ¯®«ã£àã¯¯ã S.
�á®¢®© à¥§ã«ìâ â ¤ ®© à ¡®âë ¤ ¥â

�¥®à¥¬ . �â¥à¢ « [L0K ; F
0
K ] ¨§®¬®àä¥ à¥è¥âª¥ Sub(N; +).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¦¤ë© § ¬ªãâë© ª« áá ¯®à®¦¤¥ á¢®¨¬¨ ¯à®áâë¬¨ ®¤®ç«¥ ¬¨. �®-
áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© ¯®¤¯®«ã£àã¯¯¥ S 2 Sub(N; +) § ¬ªãâë© ª« áá �(S), ¯®à®¦¤¥-
ë© ¢á¥¬¨ ¯à®áâë¬¨ ®¤®ç«¥ ¬¨, ¤«¨ë ª®â®àëå ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï ¨§ S. �® «¥¬¬¥ 3 ¯®«®-
¦¨â¥«ìë¥ ¤«¨ë ®¤®ç«¥®¢ ¨§ § ¬ªãâ®£® ª« áá  áãâì ¢ â®ç®áâ¨ í«¥¬¥âë ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ë
¨§ N ¯®à®¦¤¥®© ¤«¨ ¬¨ ®¤®ç«¥®¢ ¨§ ¯®à®¦¤ îé¥£® ¬®¦¥áâ¢  íâ®£® § ¬ªãâ®£® ª« áá .
� á¨«ã «¥¬¬ë 2 íâ¨ ¤«¨ë § ¤ îâ ¤«¨ë ¯à®áâëå ®¤®ç«¥®¢ § ¬ªãâ®£® ª« áá , ª®â®àë¥ ¢
á¢®î ®ç¥à¥¤ì ®¯à¥¤¥«ïîâ á ¬ ª« áá. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áâà®¥®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥áâì ¢§ ¨¬®
®¤®§ ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥   [L0K ; F

0
K ]. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ®® á®åà ï¥â ¢á¥ ¢ª«îç¥¨ï:

8S1; S2 2 Sub(N ; +) (S1 � S2 , �(S1) � �(S2)): �

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �î¡®© ª« áá ¨§ [L0K ; FK ] ª®¥ç®¯®à®¦¤¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤®, LK = hh1ii ¨ FK = hh1; x1x2ii ª®¥ç®¯®à®¦¤¥ë. �§¢¥áâ® â ª-
¦¥, çâ® «î¡ ï ¯®«ã£àã¯¯  ¨§ Sub(N; +) ª®¥ç®¯®à®¦¤¥ . � ª ç¥áâ¢¥ ¯®à®¦¤ îé¥£® ¬®-
¦¥áâ¢  ¤«ï ª« áá  ¨§ [L0K ; F

0
K ] ¢®§ì¬¥¬ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥å ¯à®áâëå ®¤®ç«¥®¢ íâ®£® ª« áá ,

¤«¨ë ª®â®àëå ¯à¨¨¬ îâ ¢á¥ § ç¥¨ï ¨§ ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®¥ç®£® ¯®à®¦¤ îé¥£® ¬®¦¥áâ¢ 
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¥¬ã ¯®«ã£àã¯¯ë. �«¨ë â ª¨å ®¤®ç«¥®¢ ¯à¨ ¯®¤áâ ®¢ª¥ áª« ¤ë¢ îâáï ¨
¯®à®¦¤ îâ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¨áå®¤ãî ¯®¤¯®«ã£àã¯¯ã, ª®â®à ï ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â ª« áá. � ç¨â, ª« á-
áë ¨§ [L0K ; F

0
K ] â ª¦¥ ª®¥ç®¯®à®¦¤¥ë.

4. � ª«îç¨â¥«ìë¥ § ¬¥ç ¨ï

�¥à¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë ® § ¬ªãâëå ª« áá å ¯®«¨®¬®¢ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë ¥é¥ ¢ 50-¥ £®¤ë, ¢ ç áâ-
®áâ¨, �.�.�¡«®áª¨¬ [4] ¨ �.�.�ã§¥æ®¢ë¬ [5]. � â¥å ¯®à íâ®© â¥¬¥ ¡ë« ¯®á¢ïé¥ àï¤ à ¡®â,
¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ¨ ¤  ï à ¡®â . �¥áª®«ìª® ¥®¡ëç®© ¤«ï ¤ ®© â¥¬ â¨ª¨
ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®¥ç®áâì ¯®«¥©,  ¤ ª®â®àë¬¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¯®«¨®¬ë.

� á«ãç ¥ ¯®«¥© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ 0 ã¤ «®áì ®¯¨á âì ¨â¥à¢ « [L0K ; FK ] á â®ç®áâìî ¤® áâà®-
¥¨ï à¥è¥âª¨ Sub(N; +), å®à®è® ¨§¢¥áâ®© ¢ â¥®à¨¨ ¯®«ã£àã¯¯. �¥ áâà®¥¨¥¬ ¥é¥ ¢ 60-¥ £®¤ë
§ ¨â¥à¥á®¢ «¨áì ¢ å®¤¥ ¨§ãç¥¨ï á¢®©áâ¢ ¯®«ã£àã¯¯ á à¥è¥âª ¬¨ ¯®¤¯®«ã£àã¯¯, ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¨¬¨ ¥âà¨¢¨ «ì®¬ã â®¦¤¥áâ¢ã. �®¯à®á ® â®¬, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «¨ Sub(N ; +) ª ª®¬ã-«¨¡®
¥âà¨¢¨ «ì®¬ã â®¦¤¥áâ¢ã, ¡ë« ¯®áâ ¢«¥ �.�.�¥¢à¨ë¬ ([6], § ¤ ç  2.74). � ¤ ç  ¡ë«  à¥-
è¥  ¢ [7]. � áâ âì¥ [8] ¡ë«® ®â¬¥ç¥®, çâ® ª®¥çë¥ ¯®¤à¥è¥âª¨ ¨§ Sub(N; +) | íâ® ¢ â®ç®áâ¨
¢á¥ ª®¥çë¥ ®£à ¨ç¥ë¥ á¨§ã à¥è¥âª¨. �®«®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  ¯à¨¢¥¤¥® ¢
([9], â¥®à¥¬  28.1). � ª¦¥ ¢ ¦ë¬ ¤«ï  á á¢®©áâ¢®¬ à¥è¥âª¨ Sub(N ; +) ï¢«ï¥âáï ¥¥ áç¥â®áâì.

� § ª«îç¥¨¥  ¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à®áâì �.�.�ãå ®¢ã, �.�.�¥¢à¨ã ¨ ¢á¥¬, ªâ® ¢ë-
áª § « á¢®¨ § ¬¥ç ¨ï ¯® ¤ ®© à ¡®â¥.
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