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�¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ £¥®¬¥âà¨¨ å®à¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¬®­®£à ä¨¨
[1]; â ¬ ¦¥ ¨§«®¦¥­ë ®á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ¢ë¯ãª«ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ å®à¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ (£«. 3). �
¤ ­­®© áâ âì¥ ãá«®¢¨¥ ª®­¥ç­®© ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ å®à¤®¢®£® ¯à®áâà ­áâ¢  § ¬¥­ï¥âáï ¡®«¥¥ á« ¡ë-
¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¨ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®á­®¢­ë¥ á¢®©áâ¢  ¢ë¯ãª«ëå ¬­®¦¥áâ¢ á®åà ­ïîâáï ¯®á«¥
íâ®© § ¬¥­ë. � ª ï § ¬¥­  ¤ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì ¢ª«îç¨âì ¢ ®¡é¥¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥
¤ ­­®© â¥¬¥ ®¡« áâ¨ ¨§ £¥®¬¥âà¨¨ ¡ ­ å®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨©.

1. �á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ â¥®à¥¬ë

�ãáâì (X; �) | ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,   S | á¥¬¥©áâ¢® á¥£¬¥­â®¢ ¯à®áâà ­áâ¢  X ([2],
á.42). �¥£¬¥­âë á¥¬¥©áâ¢  S ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì å®à¤ ¬¨. �¡®¡é¥­­ë¬ å®à¤®¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬
­ §®¢¥¬ ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ á¥¬¥©áâ¢®¬ S, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®-
¢¨ï¬ A1{A8 (áà. [1], á. 23).

A1. �«ï ª ¦¤®© å®à¤ë ¢á¥ ¥¥ ¯®¤á¥£¬¥­âë (¢ª«îç ï â®çª¨) ï¢«ïîâáï å®à¤ ¬¨.
A2. � ¦¤ë¥ ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ â®çª¨ ¯à®áâà ­áâ¢  X ¬®¦­® á®¥¤¨­¨âì å®à¤®©.
A3. �á«¨ ¢ ¯à¨¢¥¤¥­­®© ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ (â. ¥. ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­®© ¤«¨­¥ ¤ã£¨

á ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥­¨ï à ¢­®© ®âà¥§ªã [0; 1]) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å®à¤ ¯®â®ç¥ç­® áå®-
¤¨âáï ª ­¥ª®â®à®¬ã á¥£¬¥­âã, â® íâ®â á¥£¬¥­â ï¢«ï¥âáï å®à¤®©.

A4. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p 2 X áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâë© è à B(p; rp), rp > 0 â ª®©, çâ® ¢áïª¨¥
¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ â®çª¨ ¨§ íâ®£® è à  ¬®¦­® á®¥¤¨­¨âì ¥¤¨­áâ¢¥­­®© å®à¤®©.

A5. �áïªãî å®à¤ã, á®¥¤¨­ïîéãî â®çª¨ ¨§ è à  B(p; rp), ¬®¦­® ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®-
¤®«¦¨âì ¢ ®¡¥ áâ®à®­ë ¤® ¡®«ìè¥© å®à¤ë.

�­®£¤  ­  ¯à®áâà ­áâ¢® X ¡ã¤¥¬ ­ « £ âì ¡®«¥¥ á¨«ì­®¥ ãá«®¢¨¥ PG. �áïªãî å®à¤ã ¬®¦­®
¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦¨âì ¤® £¥®¤¥§¨ç¥áª®© «¨­¨¨ ([2], á. 48; [1], á. 3).

�«ï ª®¬¯ ªâ­®© § ¯¨á¨ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨© ¢¢¥¤¥¬ ­¥áª®«ìª® ®¡®§­ ç¥­¨©. K ®¡®§­ ç ¥â
¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« R, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ PG. � ¨­®¬ á«ãç ¥ K = [0; 1].
T (T (x; y)) ®¡®§­ ç ¥â å®à¤ã (á ª®­æ ¬¨ x, y). jT j | ¤«¨­  å®à¤ë T . Wx | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å
y 2 X â ª¨å, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï å®à¤  T (x; y). T�(x; y) | â®çª , ª®â®à ï ­ å®¤¨âáï
¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

a) ¥á«¨ � 2 [0; 1], â®

T�(x; y) 2 T (x; y); jT (x; T�(x; y))j = �jT (x; y)j;

¡) ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ PG ¨ � > 1 (� < 0), â® jT (x; T�(x; y))j = j�j jT (x; y)j ¨ â®çª 
T�(x; y) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â £¥®¤¥§¨ç¥áª®©, á®¤¥à¦ é¥© å®à¤ã T (x; y), â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë
â®çª  y (x) «¥¦ «  ¬¥¦¤ã â®çª®© x (T�(x; y)) ¨ â®çª®© T�(x; y) (y).

�«ï ª ¦¤®£® � 2 K ¢¢¥¤¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® !�(x; y) = fT�(x; y) : T 2 Sg.

A6. �§ ãá«®¢¨© x = lim
n!1

xn, y = lim
n!1

yn á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 K lim
n!1

�(!�(xn; yn);

!�(x; y)) = 0.
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A7. �«ï ª ¦¤®£® x 2 X ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 (0; 1) ®â®¡à ¦¥­¨¥ �x : Wx ! Wx, �x = !�(x; y),
®â®¡à ¦ ¥â ®âªàëâë¥ ¢ X ¬­®¦¥áâ¢ , ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ã Wx, ¢ ®âªàëâë¥ ¢ X
¬­®¦¥áâ¢ .

A8. �«ï ª ¦¤®£® p 2 X áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �p : B(p; rp) ! B(p; rp), ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î p = !1=2(x; �p(x)) ¤«ï ª ¦¤®£® x 2 B(p; rp).

� ¬¥ç ­¨¥. �¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢á¥ ãá«®¢¨ï A1{A8 ¢ë¯®«­ïîâáï ¢ å®à¤®¢®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥. �¥âàã¤­® â ª¦¥ ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ãá«®¢¨ï A7, A8 á«¥¤ãîâ ¨§ ãá«®¢¨© A1{A4, A6, PG.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. M (
�

M;FrM)
| § ¬ëª ­¨¥ (¢­ãâà¥­­®áâì, £à ­¨æ ) ¬­®¦¥áâ¢  M . F (p;M) = fx 2 M : �(p; x) = �(p;M)g
| ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®á­®¢ ­¨© â®çª¨ p ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ M ([1], á. 10). [xyz]W ®§­ ç ¥â, çâ® â®çª¨
x, y, z à §«¨ç­ë¥ ¨ â®çª  y ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ­¥ª®â®à®© å®à¤¥ T (x; z) ([1], á. 149). [xyz] ®§­ ç ¥â,
çâ® â®çª¨ x, y, z à §«¨ç­ë¥ ¨ â®çª  y ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¥¤¨­áâ¢¥­­®© å®à¤¥ T (x; z) ([1], á. 149).
�¡®¡é¥­­®¥ å®à¤®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ §®¢¥¬ ®¡®¡é¥­­ë¬ G-¯à®áâà ­áâ¢®¬ �ã§¥¬ ­ , ¥á«¨ ®­®
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

G. �¥¬¥©áâ¢® S á®¢¯ ¤ ¥â á á¥¬¥©áâ¢®¬ ¢á¥å á¥£¬¥­â®¢ ¯à®áâà ­áâ¢  X (áà. [2], á. 54).

�­®¦¥áâ¢® M ¯à®áâà ­áâ¢  X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨ï¬ A1, A2, ­ §ë¢ ¥âáï U -¬­®¦¥-
áâ¢®¬, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤ëå ¤¢ãå à §«¨ç­ëå â®ç¥ª ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ M áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï å®à¤ 
á ª®­æ ¬¨ á íâ¨å â®çª å (áà. [1], á. 73).

�¡®¡é¥­­ë¬ ¯àï¬ë¬ å®à¤®¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ (®¡®¡é¥­­ë¬ ¯àï¬ë¬ G-¯à®áâà ­áâ¢®¬ �ã-
§¥¬ ­ ) ­ §®¢¥¬ ®¡®¡é¥­­®¥ å®à¤®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (®¡®¡é¥­­®¥ G-¯à®áâà ­áâ¢® �ã§¥¬ ­ ),
ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï U -¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î PG (áà. [1], á. 26).

�àï¬®© ­ §®¢¥¬ £¥®¤¥§¨ç¥áªãî, á®¤¥à¦ éãî ­¥ª®â®àãî å®à¤ã, ®â«¨ç­ãî ®â â®çª¨. �­®-
¦¥áâ¢® M ¯à®áâà ­áâ¢  X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨ï¬ A1, A2, ­ §®¢¥¬ ¢ë¯ãª«ë¬, ¥á«¨ ¤«ï
ª ¦¤ëå ¤¢ãå à §«¨ç­ëå â®ç¥ª ¨§M ¢á¥ å®à¤ë á ª®­æ ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¬­®¦¥áâ¢ã
M (áà. [1], á. 72). �­®¦¥áâ¢® M á ­¥¯ãáâ®© ¢­ãâà¥­­®áâìî ®¡®¡é¥­­®£® å®à¤®¢®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 
­ §®¢¥¬ áâà®£® ¢ë¯ãª«ë¬, ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® M ï¢«ï¥âáï U -¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨ ¤«ï ª ¦¤ëå ¤¢ãå à §-
«¨ç­ëå â®ç¥ª x; y 2M ª ¦¤ ï â®çª  z, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î [xzy], ï¢«ï¥âáï ¢­ãâà¥­­¥©
â®çª®© ¬­®¦¥áâ¢  M (áà. [2], á. 153).

�ã­ªæ¨ï f : X ! R ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡® ¡¥§¢¥àè¨­­®©, ¥á«¨ ®­  ­¥¯à¥àë¢­ ï, ¯à®áâà ­áâ¢®
X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ A1, A2 ¨ f(y) � max(f(x); f(z)) ¤«ï ¢á¥å x, y, z â ª¨å, çâ® [xyz]W

([1], á. 73). �àï¬ãî P1 ¢ ¯àï¬®¬ ®¡®¡é¥­­®¬ å®à¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­ §®¢¥¬ ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà®¬
ª ¯àï¬®© P ¢ â®çª¥ x, ¥á«¨ fxg = P \P1 ¨ ª ¦¤ ï â®çª  ¯àï¬®© P1 ¨¬¥¥â á¢®¨¬ ®á­®¢ ­¨¥¬ ­ 
¯àï¬®© P â®çªã x. �à¨ íâ®¬ ¯àï¬ ï P ­ §ë¢ ¥âáï âà ­á¢¥àá «ìî ª ¯àï¬®© P1 ¢ â®çª¥ x (áà.
[1], á. 10; [2], á. 158).

�ãáâì M | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® á ­¥¯ãáâ®© ¢­ãâà¥­­®áâìî ®¡®¡é¥­­®£® å®à¤®¢®£® ¯à®-
áâà ­áâ¢  â ª®¥, çâ® M � B(p; rp). �¨ªá¨àã¥¬ â®çªã q 2 FrM . �¯®à­®© å®à¤®© ¬­®¦¥áâ¢  M
¢ â®çª¥ q ­ §®¢¥¬ å®à¤ã T (x; y) â ªãî, çâ® x; y 2 B(p; rp) ¨ [xqy]. �¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å
â®ç¥ª ­  ¢á¥å ®¯®à­ëå å®à¤ å ¢ â®çª¥ q ¬­®¦¥áâ¢ M ç¥à¥§ Vq (áà. [1], á. 79). �¢¥¤¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ 
(áà. [1], á. 79)

Aq = fx 2 B(p; rp) : 9y(y 2
�

M; [xyq])g;

Cq = fx 2 B(p; rp) : 9y(y 2
�

M; [xqy])g:

�®«ãª á â¥«ì­®© å®à¤®© ¬­®¦¥áâ¢ M ¢ â®çª¥ q ­ §®¢¥¬ å®à¤ã T (q; x), ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ãá«®-
¢¨ï¬:

a) å®à¤  T (q; x) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ­¥ª®â®à®© ®¯®à­®© å®à¤¥ ¬­®¦¥áâ¢  M ¢ â®çª¥ q;
¡) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª fyng ¨§ Aq â ª ï, çâ® lim

n!1
yn = z ¨ z 2 T (q; x)nfqg.
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�¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â®ç¥ª ­  ¢á¥å ¯®«ãª á â¥«ì­ëå å®à¤ å ¬­®¦¥áâ¢ M ¢ â®çª¥ q ç¥à¥§
eVq (áà. [1], á. 79). � ®¡®¡é¥­­®¬ ¯àï¬®¬ å®à¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¨¬¥¥â á¬ëá« £®¢®à¨âì ®¡ ®¯®à­ëå
¨ ¯®«ãª á â¥«ì­ëå ¯àï¬ëå, ¥á«¨ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨ïå ¬­®¦¥áâ¢ Vq, Aq, Cq, eVq § ¬¥­¨âì è à B(p; rp)
­  ¯à®áâà ­áâ¢® X.

�à¥¦¤¥ ç¥¬ ä®à¬ã«¨à®¢ âì ¯®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë, ¯à¨¢¥¤¥¬ ­¥ª®â®àë¥ í«¥¬¥­â à­ë¥
á¢®©áâ¢ , â¥á­® á¢ï§ ­­ë¥ á íâ¨¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨. �®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å á¢®©áâ¢ â¥ ¦¥, çâ® ¨
¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ [1].

1. �¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï f : X ! R á« ¡® ¡¥§¢¥àè¨­­ ï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï
ª ¦¤®£® r 2 R ¬­®¦¥áâ¢® fx 2 X : f(x) � rg ¢ë¯ãª«®¥ ([1], á. 73).

2. �á¥ § ¬ª­ãâë¥ è àë ¯à®áâà ­áâ¢  X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨ï¬ A1, A2, ¢ë¯ãª«ë¥
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äã­ªæ¨ï f = �(p; x) á« ¡® ¡¥§¢¥àè¨­­ ï ([1], á. 73).

3. �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢®X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ A1, A2, â®çª  y ï¢«ï¥âáï ®á­®¢ ­¨¥¬ â®çª¨
p ­  ¬­®¦¥áâ¢¥M ¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ [pxy]W , â® â®çª  y ï¢«ï¥âáï ®á­®¢ ­¨¥¬ â®çª¨
x ­  ¬­®¦¥áâ¢¥M ([1], á. 73). �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, ¯à®áâà ­áâ¢® X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬
A5, G, â® â®çª  y ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®á­®¢ ­¨¥¬ â®çª¨ x ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ M (áà. [2],
á. 156).

4. �ãáâì M ï¢«ï¥âáï á¥£¬¥­â®¬, «ãç®¬ ¨«¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª®© «¨­¨¥© ¯à®áâà ­áâ¢  X á ¯à¥¤-
áâ ¢«¥­¨¥¬ x = x(t). �á«¨ z = z(u), u 2 [u1; u2] | ­¥¯à¥àë¢­ ï ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ­-
­ ï ªà¨¢ ï â ª ï, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® F (z(u);M) á¢ï§­®¥ ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® u 2 [u1; u2] ¨
x(t1) 2 F (z(u1);M), x(t2) 2 F (z(u2);M), t3 2 [t1; t2], â® áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® u3 2 [u1; u2]
â ª®¥, çâ® x(t3) 2 F (z(u3);M) ([1], á. 10).

�¥®à¥¬  1. �ãáâì M | ¢ë¯ãª«®¥ U -¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£®

ãá«®¢¨ï¬ A1{A5. �®£¤  ¢¥à­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

A. �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ A7 ¨
�

M 6= ;, â®
�

M | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ M =
�

M .

B. �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ A6 ¨ M ï¢«ï¥âáï U -¬­®¦¥áâ¢®¬, â® M | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®-

¦¥áâ¢® (áà. [1], á. 74).

C. �á«¨ M ï¢«ï¥âáï U -¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡®¡é¥­­®£® å®à¤®¢®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X, x0 2
�

M ,

x 2M , â® (T (x0; x) n fxg) �
�

M ¨
�

M =
�

�

M .

�¥®à¥¬  2. � ®¡®¡é¥­­®¬ å®à¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ X, ï¢«ïîé¨¬áï U -¬­®¦¥áâ¢®¬, á«¥-

¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë (áà. [1], á. 74).

A. �á¥ § ¬ª­ãâë¥ è àë ¢ë¯ãª«ë¥.

B. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p 2 X ¨ ª ¦¤®© å®à¤ë T äã­ªæ¨ï f = �(p; x(t)), £¤¥ x = x(t) |
¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ å®à¤ë T , ¡¥§¢¥àè¨­­ ï (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¬. [2], á. 144).

C. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p 2 X ¨ ª ¦¤®© å®à¤ë T ¬­®¦¥áâ¢® F (p; T ) á¢ï§­®¥.

�à®¬¥ â®£®, ¨§ íâ¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© á«¥¤ã¥â, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¯à®¨§¢®«ì­®© áä¥àë ¨ ¯à®¨§¢®«ì-

­®© å®à¤ë ï¢«ï¥âáï «¨¡® ¯ãáâë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬, «¨¡® å®à¤®©, «¨¡® ¤¢ã¬ï â®çª ¬¨.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì B(p; rp) | ä¨ªá¨à®¢ ­­ë© ®âªàëâë© è à ¨§ ãá«®¢¨ï A4 ®¡®¡é¥­­®£®

G-¯à®áâà ­áâ¢ .

�®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë (áà. [2], á. 157, (20.9) ).

A. �á¥ § ¬ª­ãâë¥ è àë, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ è àã B(p; rp), ¢ë¯ãª«ë¥.
B. �á¥ § ¬ª­ãâë¥ è àë, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ è àã B(p; rp), áâà®£® ¢ë¯ãª«ë¥.
C. � ¦¤ ï â®çª  x 2 B(p; rp) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ®á­®¢ ­¨¥ ­  ª ¦¤®¬ á¥£¬¥­â¥ T , ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¥¬ ãá«®¢¨î �(x; T ) < rp � �(p; x)

�à®¬¥ â®£®, ¨§ A, B, C á«¥¤ã¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

D. �à®¨§¢®«ì­ë© á¥£¬¥­â ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ ï áä¥à , ¯à¨­ ¤«¥¦ é ï è àã B(p; rp), ¯¥à¥á¥ª -
îâáï ­¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ¢ ¤¢ãå â®çª å.

49



� á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¨§ D á«¥¤ã¥â

eC. � ¦¤ ï â®çª  x 2 B(p; rp) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ®á­®¢ ­¨¥ ­  ª ¦¤®¬ á¥£¬¥­â¥ T , ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¥¬ ãá«®¢¨î

maxf�(x; y) : y 2 Tg < rp � �(p; x):

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë á®¢¯ ¤ ¥â á ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ â¥®à¥¬ë 4 ¨§ ([1], á. 65),
¥á«¨ ãç¥áâì â¥®à¥¬ã 1.

�¥®à¥¬  4. �ãáâì ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p ®¡®¡é¥­­®£® å®à¤®¢®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X áãé¥áâ¢ã-

¥â ®âªàëâë© è à B(p; r1(p)) â ª®©, çâ® ¢á¥ ®âªàëâë¥ è àë ¨§ íâ®£® è à  áâà®£® ¢ë¯ãª«ë¥

¨ r1(p) < rp. �®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢® X ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­­ë¬ G-¯à®áâà ­áâ¢®¬.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì ®¡®¡é¥­­®¥ å®à¤®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X ­¥ ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâ¨ 1, q |

£à ­¨ç­ ï â®çª  ¢ë¯ãª«®£® ¬­®¦¥áâ¢  M � X â ª®£®, çâ®
�

M 6= ; ¨ M � B(p; rp). �®£¤ 
B(p; rp) = Vq [ Aq [ Cq ¨ ¬­®¦¥áâ¢® Vq ( eVq) ®â¤¥«ï¥â ¢ è à¥ B(p; rp) ¬­®¦¥áâ¢® Aq ®â

¬­®¦¥áâ¢  Cq (áà. (20:3), (20:4) ¨§ [2], á. 154 ¨ (1) ¨§ [1], á. 79).

�¥®à¥¬  6. �ãáâì ®¡®¡é¥­­®¥ ¯àï¬®¥ å®à¤®¢®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X ­¥ ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâ¨ 1
¨ ¢á¥ ®âªàëâë¥ è àë ¢ ­¥¬ ¢ë¯ãª«ë¥. �®£¤  ¢¥à­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

A. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x ¨ ¤«ï ª ¦¤®© ¯àï¬®© P áãé¥áâ¢ã¥â ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà ª ¯àï¬®©

P , á®¤¥à¦ é¨© â®çªã x. �¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà®¢ ª ¯àï¬®© P , á®¤¥à¦ é¨å

â®çªã x, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî P ¯® å®à¤¥. �à¨ç¥¬, ¥á«¨ ®á­®¢ ­¨¥ â®çª¨ x ­  ¯àï¬®© P

¥¤¨­áâ¢¥­­®, â® ç¥à¥§ â®çªã x ¯à®å®¤¨â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà ª ¯àï¬®© P .

B. �à ­á¢¥àá «¨ ª ¤ ­­®© ¯àï¬®© P ¢ ¤ ­­®© â®çª¥ q 2 P á®¢¯ ¤ îâ á ®¯®à­ë¬¨ ¯àï¬ë¬¨

¢ £à ­¨ç­®© â®çª¥ q ¤«ï è à  á æ¥­âà®¬ ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¥ x 2 P , ®â«¨ç­®© ®â

â®çª¨ q, à ¤¨ãá  �(x; q).
C. �­®¦¥áâ¢® â®ç¥ª, à á¯®«®¦¥­­ëå ­  ¢á¥å âà ­á¢¥àá «ïå ª ¤ ­­®© ¯àï¬®© P ¢ ¤ ­­®©

â®çª¥ q 2 P , à §¡¨¢ ¥â ¯à®áâà ­áâ¢® X ­  ¤¢  «¨­¥©­® á¢ï§­ëå ¬­®¦¥áâ¢ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ([1], á. 80{82, (2),
(3); [2], á. 160, (20.11), (20.12)), ¥á«¨ ãç¥áâì â¥®à¥¬ë 2, 5.

2. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1. A. �ãáâì x; y 2
�

M . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì Uy �
�

M

â®çª¨ y. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã z, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ãá«®¢¨î [xzy]. �®£¤  z 2 �x(Uy),

£¤¥ � = �(x; z)��1(x; y), ¯®áª®«ìªã
�

M � Wx. �§ ãá«®¢¨ï A7 á«¥¤ã¥â, çâ® �x(Uy) �
�

M . �®íâ®¬ã
�

M | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �ãáâì x0 2
�

M , x 2M . �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ®ªà¥áâ­®áâì Ux â®çª¨
x. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  z 2 Ux \M . �à®¬¥ â®£®, ¨§ ãá«®¢¨ï A7 á«¥¤ã¥â, çâ® (T (x0; z) n fzg) �
�

M , ¯®áª®«ìªã x0 2
�

M ¨ z | â®çª  ¢ë¯ãª«®£® ¬­®¦¥áâ¢  M � Wz. �¥¯¥àì ®ç¥¢¨¤­®, çâ®

(T (x0; z) n fzg) \ Ux 6= ;. �®íâ®¬ã Ux \
�

M 6= ;. � ª¨¬ ®¡à §®¬, x 2
�

M ¨ M �
�

M . �¡à â­®¥
¢ª«îç¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®.

B. �ãáâì x; y 2 M , z 2 T (x; y). �®£¤  íâ¨ â®çª¨ ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ x = lim
n!1

xn,

y = lim
n!1

yn, z = !�(x; y), £¤¥ fxng; fyng �M , � 2 [0; 1]. �à®¬¥ â®£®, f!�(xn; yn)g �M , ¯®áª®«ìªã

M | ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �§ ãá«®¢¨ï A6 á«¥¤ã¥â â¥¯¥àì, çâ® z 2M . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢®
M ¢ë¯ãª«®¥.

C. �ãáâì, ­ ¯à®â¨¢, áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  y ®â«¨ç­ ï ®â â®çª¨ x â ª ï, çâ® y 2 T (x0; x) n
�

M .
�ë¡¥à¥¬ � 2 (0; 1) â ª®¥, çâ® �y(x0) 2 B(y; ry) ¨ �(y; �y(x0)) < �(y; x). �§ ãá«®¢¨ï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨

®â®¡à ¦¥­¨ï �y á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì Ux0 �
�

M â®çª¨ x0, ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢®¬
�y(Ux0) � B(y; ry). �§ ãá«®¢¨© A7, A8 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® �y(�y(Ux0)) ®âªàëâ®¥ ¨ �y(�y(Ux0))\
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T (y; x) 6= ;. �® ¨§ ¯.A á«¥¤ã¥âM =
�

M . � ¨§ ¯.B á«¥¤ã¥â T (y; x) �M . �®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â â®çª 

z 2 �y(�y(Ux0))\
�

M . �ãáâì z1 = ��1y (��1y (z)). �®£¤  z1 2 Ux0 ¨ y 2 �z(Ux0), £¤¥ � = �(y; z)��1(z; z1).

�§ ãá«®¢¨ï A7 ¨ ¯.A á«¥¤ã¥â â¥¯¥àì, çâ® y 2
�

M . �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�ãáâì x 2
�

�

M . �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ®ªà¥áâ­®áâì B(x; r), 0 < r < rx, ¨ â®çª  z â ª¨¥, çâ®

B(x; r) �
�

M ¨ z 2
�

M \ B(x; r). �á¯®«ì§ãï ãá«®¢¨¥ A5, ¯à®¤®«¦¨¬ å®à¤ã T (z; x) ¤® ¡®«ìè¥©

å®à¤ë T (z; y) � B(x; r). �®£¤  ¨§ ¯¥à¢®© ç áâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤ã¥â x 2
�

M . �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
�

�

M �
�

M . �¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2 (áà. [1], á. 74, (4), £¤¥, ª á®¦ «¥­¨î, ¨¬¥îâáï ­¥â®ç­®áâ¨ ¢
ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥). �§ A á«¥¤ã¥â B. �á«¨ äã­ªæ¨ï f = �(p; x(t)) ­¥ ï¢«ï¥âáï ¡¥§-
¢¥àè¨­­®©, â® áãé¥áâ¢ãîâ â®çª¨ x, y, z ­  å®à¤¥ T â ª¨¥, çâ® [xyz] ¨ «¨¡® f(y) > max(f(x); f(z)),
«¨¡® f(y) = r = max(f(x); f(z)), r = f(x) > f(z). �¥à¢ë© á«ãç © ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î, ¯®-
áª®«ìªã § ¬ª­ãâë© è à B[p; r] ¢ë¯ãª«ë©. �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¨§ ¯.C â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® y
| ¢­ãâà¥­­ïï â®çª  è à  B[p; r]. � íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® f(y) = r. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¨§ B
á«¥¤ã¥â C. �§ C á«¥¤ã¥â A. �ãáâì § ¬ª­ãâë© è à B[p; r] ­¥¢ë¯ãª«ë©. �®£¤ , ¨á¯®«ì§ãï ãá«®-
¢¨¥ A1 ¨ ­¥¯à¥àë¢­®áâì ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï å®à¤ë, ¬®¦­® ­ ©â¨ å®à¤ã T (a; b),
ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ãá«®¢¨ï¬ �(a; p) = �(b; p) = r ¨ �(x; p) > r ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x â ª®©, çâ®
[axb]. � íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î C. �®ª ¦¥¬ ¯®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. �á«¨ r < �(p; T ), â®
B[p; r]\T = ;. �á«¨ r = �(p; T ), â® ¬­®¦¥áâ¢® B[p; r]\T ï¢«ï¥âáï å®à¤®©, ¯®áª®«ìªã § ¬ª­ãâë©
è à B[p; r] ¢ë¯ãª«ë©. �á«¨ r > �(p; T ), â® ¨§ ¯.C â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® B[p; r] \ T
á®áâ®¨â ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¨§ ¤¢ãå â®ç¥ª.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3. �®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ A á«¥¤ã¥â B. �ãáâì § ¬ª­ãâë© è à B[x; r1]
­¥ ï¢«ï¥âáï áâà®£® ¢ë¯ãª«ë¬. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â®çª¨ y, z, q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬
�(x; y) = �(x; z) = �(x; q) = r1 ¨ [yzq]. �á¯®«ì§ãï ãá«®¢¨¥ A5, ¯à®¤®«¦¨¬ á¥£¬¥­â (z; x) ¤®
á¥£¬¥­â  T (z; u) â ª®£®, çâ® r1 + �(u; x) < rp � �(u; p). �®£¤  r2 = max(�(u; y); �(u; q)) < �(u; x) +
r1 = �(u; z) ¨ â®çª  z ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â § ¬ª­ãâ®¬ã è àã B[u; r2]. �®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á
ãá«®¢¨¥¬ A. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¨§ B á«¥¤ã¥â C ¨ D. �®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ C á«¥¤ã¥â A. �®¯ãáâ¨¬,
çâ® ­ ©¤¥âáï ­¥¢ë¯ãª«ë© § ¬ª­ãâë© è à B[x; r1] � B(p; rp). �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â®çª¨ a, b,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ �(x; a) = �(x; b) = r1, T (a; b) \ B[x; r1] = fa; bg. �® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â,
çâ® â®çª  x ¨¬¥¥â ¤¢  ®á­®¢ ­¨ï ­  á¥£¬¥­â¥ T (a; b). �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �®ª ¦¥¬, çâ® ¨§
eC á«¥¤ã¥â D. �ãáâì â®çª  x ¨¬¥¥â ¤¢  ®á­®¢ ­¨ï ­  á¥£¬¥­â¥ T . �à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® â®¬, çâ® â ª¨å
®á­®¢ ­¨© ¡®«ìè¥ ¤¢ãå ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î á ãá«®¢¨¥¬ D. �ãáâì â®çª  z ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨î �(x; z) = maxf�(x; q) : q 2 T (a; b)g. �¥¯à¥àë¢­® ã¬¥­ìè ï � (� � 1), ­ ©¤¥¬ ¯¥à¢ãî
â®çªã z1, ®â«¨ç­ãî ®â â®çª¨ z, ª®â®à ï ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯¥à¥á¥ç¥­¨î áä¥àë S(�z(x); ��(z; x)) á
á¥£¬¥­â®¬ T (a; b). �á«¨ â ª¨å â®ç¥ª ¡®«ìè¥ ®¤­®©, â® ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥¬ D.
�ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ z1 2 T (a; z). �ç¥¢¨¤­®, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â áä¥à  S(�z(x); r1), à ¤¨ãá r1
ª®â®à®© ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬

max
�
minf�(�z(x); q) : q 2 T (z; b)g; minf�(�z(x); q) : q 2 T (z1; z)g

�
< r1 < ��(x; z):

�â  áä¥à  ¯¥à¥á¥ª ¥â á¥£¬¥­â T (a; b) ¯® ¬¥­ìè¥© ¬¥à¥ ¢ âà¥å â®çª å. � íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®-
¢¨î D.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 5. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢ Aq, Cq, Vq ¨ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ®
Aq \ Cq = ; ¨ B(p; rp) = Vq [Aq [ Cq. �ãáâì x = x(t), t 2 [0; 1], | ­¥¯à¥àë¢­ë© ¯ãâì â ª®©, çâ®
x(0) 2 Aq, x(1) 2 Cq. �¡®§­ ç¨¬

t0 = supft : t 2 [0; 1]; 9yt(yt 2
�

M; [x(t)ytq])g:
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�ç¥¢¨¤­®, çâ® t0 > 0. �®¯ãáâ¨¬ t0 2 Aq. �§ ãá«®¢¨ï A6 á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ �q ­¥¯à¥àë¢­®
¢ è à¥ B(p; rp) ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 (0; 1). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ¬ «®£® t� t0 > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â®çª 

yt 2
�

M , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î [x(t)ytq]. � íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ®¯à¥¤¥«¥­¨î t0. �®¯ãáâ¨¬
t0 2 Cq. �â®¡à ¦¥­¨ï �q : B(q; rq) ! B(q; rq), �q : B(p; rp) ! �q(B(p; rP )) ­¥¯à¥àë¢­ë ¤«ï
ª ¦¤®£® � 2 (0; 1). �âáî¤  ­¥âàã¤­® ¯®«ãç¨âì, çâ® ¤«ï ¬ «®£® t0 � t > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â®çª 

yt 2
�

M , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î [ytqx(t)]. �à®¬¥ â®£®, ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï t0 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨

áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®¬ t0� t1 > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  yt1 2
�

M , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î [qyt1x(t1)].

�®£¤  ¯à¨ 0 < t0 � t1 < t0 � t ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ [yt1qyt1 ]. �® ¯® â¥®à¥¬¥ 1
�

M | ¢ë¯ãª«®¥

¬­®¦¥áâ¢®. �­ ç¨â, q 2
�

M . � ª¦¥ ¯®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­® x(t0) 2 Vq. �¥¯¥àì
­¥âàã¤­® § ¬¥â¨âì, çâ® x(t0) 2 eVq.
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