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1. �¢¥¤¥­¨¥

�ã­ªâ®à �¥©«ï TA, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¤«ï ¢áïª®© «®ª «ì­®©  «£¥¡àë �¥©«ï A (á¬., ­ ¯à., [1]{
[3]), ®â­®á¨â £« ¤ª®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î Mn à áá«®¥­¨¥ A-áª®à®áâ¥© TAMn. � §«¨ç­ë¬ ¢®¯à®á ¬
£¥®¬¥âà¨¨ à áá«®¥­¨© �¥©«ï ¨ ¨å ®¡®¡é¥­¨© ¯®á¢ïé¥­® ¬­®£® à ¡®â, ¯®¤à®¡­ãî ¡¨¡«¨®£à -
ä¨î ª®â®àëå ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [1]{[4]. �§ ­¥¤ ¢­¨å ¯ã¡«¨ª æ¨© ®â¬¥â¨¬ à ¡®âë [5]{[9]. � áá«®¥-
­¨¥ �¥©«ï TAMn ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®© áâàãªâãà®© A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥¬®£®
A-¬®¤ã«¥¬ An �= TARn, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨ ¥£® ¨§ãç¥­¨¨ ¯à¨¬¥­ïâì ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ ¬­®£®®¡à -
§¨© ­ ¤  «£¥¡à ¬¨ [1], [3].

�¯¨¬®àä¨§¬ «®ª «ì­ëå  «£¥¡à �¥©«ï � : A ! B ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¡®¡é¥­­ë© äã­ªâ®à �¥©«ï
T � [10], ®â­®áïé¨© á«®¥­®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î (M;F) à áá«®¥­¨¥

T �M = TAtrM �TB
tr
M TBM: (1)

� áá«®¥­¨¥ T �M ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®© áâàãªâãà®© A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥¬®£®
A-¬®¤ã«¥¬ An �Bm, £¤¥ n+m = dimM ,   n = codimF [10]. �ã­ªâ®à T � ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã
äã­ªâ®à®¢, á®åà ­ïîé¨å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï [2]. � á«ãç ¥, ª®£¤  £®¬®¬®àä¨§¬ «®ª «ì­ëå  «£¥¡à
� : A ! B ­¥®¡ï§ â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï áîàê¥ªæ¨¥©,   á«®¥­¨¥ ­  M ®¯à¥¤¥«ï¥âáï áã¡¬¥àá¨¥©
p : M ! N , â ª¨¥ äã­ªâ®àë T � ¨§ãç «¨áì ¢ [5], [6].

�á«¨ B = R ¨ í¯¨¬®àä¨§¬ � ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ � : A ! R, â® äã­ªâ®à T � ­  ª â¥£®à¨¨
á«®¥­ëå ¬­®£®®¡à §¨© á®¢¯ ¤ ¥â á âà ­á¢¥àá «ì­ë¬ äã­ªâ®à®¬ �¥©«ï TAtr . � á«ãç ¥  «£¥¡à
¯«îà «ì­ëå ç¨á¥« äã­ªâ®à T � íª¢¨¢ «¥­â¥­ äã­ªâ®àã, ®â­®áïé¥¬ã á«®¥­®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î
¥£® ¯®«ãª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  [4]. �¥®¬¥âà¨ï âà ­á¢¥àá «ì­ëå à áá«®¥­¨©
�¥©«ï ¨§ãç « áì ¢ [11]{[13]; ¡¨¡«¨®£à ä¨î à ¡®â, ¯®á¢ïé¥­­ëå ¯®«ãª á â¥«ì­ë¬ à áá«®¥­¨ï¬
¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [4].

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨§ãç îâáï A-£« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥¬ë¥ A-¬®¤ã«ï¬¨ â¨¯ 
An �Bm, £¤¥ A | «®ª «ì­ ï  «£¥¡à  �¥©«ï ¨ B = A=I | ä ªâ®à- «£¥¡à   «£¥¡àë A ¯® ­¥-
ª®â®à®¬ã ¨¤¥ «ã I � A. A-£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ML, ¬®¤¥«¨àã¥¬®¥ A-¬®¤ã«¥¬ L = An �Bm

(ªà âª® L-¬­®£®®¡à §¨¥), ­ §ë¢ ¥âáï à ¤¨ ­â­ë¬, ¥á«¨ ®­® ¤®¯ãáª ¥â  â« á á ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï-
¬¨ ª®®à¤¨­ â, ¨¬¥îé¨¬¨ «®ª «ì­® â®â ¦¥ ¢¨¤, çâ® ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â ­  à áá«®¥­¨¨
(1).

�á­®¢­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ à ¡®âë ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬ , ãâ¢¥à¦¤ îé ï, çâ® à ¤¨ ­â­®¥ A-£« ¤ª®¥
¬­®£®®¡à §¨¥ ML, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­® ­¥ª®â®à®¬ã ãá«®¢¨î ¯®«­®âë ¢ á¬ëá«¥
â¥®à¨¨ (X;G)-¬­®£®®¡à §¨© ¨ (X;G)-á«®¥­¨© (á¬., ­ ¯à., [14], [15]), ¨§®¬®àä­® ¢ ª â¥£®à¨¨
L-¬­®£®®¡à §¨© à áá«®¥­¨î T �M ¤«ï ­¥ª®â®à®£® á«®¥­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï (M;F).

�â  â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥¬  ­ «®£¨ç­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®â, ®â­®áïé¨åáï ª á«ãç -
ï¬ ¯®«­ëå ¡«¨§ª® ª á â¥«ì­ëå [16], ¯®«­ëå ª¢ §¨âà ­á¢¥àá «ì­ëå [17], ¯®«­ëå ¡«¨§ª® p-
ª á â¥«ì­ëå [18] áâàãªâãà ­  ¬­®£®®¡à §¨ïå ¨ ¯®«­ëå à ¤¨ ­â­ëå A-£« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à §¨©,
¬®¤¥«¨àã¥¬ëå A-¬®¤ã«¥¬ An [19].
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2. A-£« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥¬ë¥ A-¬®¤ã«¥¬ L = An
�Bm

�ãáâì R(N; q) |  «£¥¡à  áà¥§ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨, ­¥ ¯à¥¢ëè îé¨å q ®â N ¯¥à¥¬¥­-
­ëå, ¨ A = R(N; q)=IA | «®ª «ì­ ï  «£¥¡à  �¥©«ï ¢ëá®âë q ¨ è¨à¨­ë N [1]. �«£¥¡àã A ¬®¦­®

¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¯®«ã¯àï¬®© áã¬¬ë A = R�
�

A, £¤¥
�

A � A | ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ¨¤¥ «, á®áâ®ï-
é¨© ¨§ ¢á¥å ­¨«ì¯®â¥­â­ëå í«¥¬¥­â®¢  «£¥¡àë A. �¨¬¢®«®¬ An ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¬®¤ã«ì áâà®ª
¤«¨­ë n ­ ¤ A. �ãáâì I � A | ­¥ª®â®àë© ¨¤¥ «, B = A=I | ä ªâ®à- «£¥¡à  ¨ � : A ! B |
ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬. B-¬®¤ã«ì Bm ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ¨ ª ª A-¬®¤ã«ì, £¤¥ �X = 0
¤«ï «î¡ëå � 2 I ¨ X 2 Bm, ¯®íâ®¬ã ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï áâàãªâãà  A-¬®¤ã«ï ¨¬¥¥âáï ¨ ­  ¢¥ªâ®à­®¬

¯à®áâà ­áâ¢¥ L = An�Bm. �«¥¬¥­â A-¬®¤ã«ï L ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®®à¤¨­ â ¬¨ X i = xi +
�

X i 2 A,

Y � = y�+
�

Y � 2 B, £¤¥ xi; y� 2 R,
�

X i 2
�

A,
�

Y � 2
�

B, i = 1; : : : ; n, � = 1; : : : ;m. �ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì,
çâ® ¢  «£¥¡à¥ A ¢ë¡à ­ ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á feag = fe0 = 1; ea� ; e�ag â ª®©, çâ® fea� ; e�ag | ¡ §¨á

¬ ªá¨¬ «ì­®£® ¨¤¥ « 
�

A  «£¥¡àë A,   fe�ag | ¡ §¨á ¨¤¥ «  I. �à¨ â ª®¬ ¢ë¡®à¥ ¡ §¨á  ¢ A

­ ¡®à ª« áá®¢ ¢ëç¥â®¢ í«¥¬¥­â®¢ feag = fe0 = 1; ea�g ï¢«ï¥âáï ¡ §¨á®¬ ¢ ä ªâ®à- «£¥¡à¥ B.
A-£« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ ML, ¬®¤¥«¨àã¥¬ë¬ A-¬®¤ã«¥¬ L (L-¬­®£®®¡à §¨¥¬) ­ §ë¢ ¥âáï

£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, á­ ¡¦¥­­®¥ �(L)- â« á®¬, â. ¥.  â« á®¬ fh� : U� � ML ! U 0
� � Lg�2A,

ª àâë ª®â®à®£® ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï ¢ L,   ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â h� � h
�1
� ¯à¨­ ¤«¥¦ â

¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �(L) «®ª «ì­ëå A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬®¤ã«ï L [10]. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ª àâë ­  ¬­®-
£®®¡à §¨ïå á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ L ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì L-ª àâ ¬¨,   �(L)- â« á ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯à®áâ®
L- â« á®¬. �ãáâì U = U1 � U2 � L ¨ V = V1 � V2 � L | ®âªàëâë¥ ª®®à¤¨­ â­ë¥ ¯ à ««¥«¥¯¨-
¯¥¤ë ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬ ª®®à¤¨­ â ¬ ¢ An � Bm, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ ¢ëè¥ãª § ­­ë¬
¡ §¨á®¬ feag. �áïª¨© A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ (� : U ! V ) 2 �(L) § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ [10]

X i0 = 'i
0

(xi) +
qX

jpj=1

1
p!
Dp'i

0

Dxp

�

Xp +  i
0

(xi; y�) +
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v i
0

DxuDyv

�

Xu
�

Y v; (2)

Y �0 = '�
0

(xi; y�) +
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v'�
0

DxuDyv

�

Xu
�

Y v; (3)

£¤¥ u, v ¨ p | ¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªáë, q | ¢ëá®â   «£¥¡àë A,   äã­ªæ¨¨ 'i
0

(xi), '�
0

(xi; y�) ¨  i
0

(xi; y�)
¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ A, B ¨ Ann(I).

� â¥£®à¨î, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï L-¬­®£®®¡à §¨ï,   ¬®àä¨§¬ ¬¨ | «®ª «ì­ë¥ A-
¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ë ¬¥¦¤ã L-¬­®£®®¡à §¨ï¬¨, ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ L{Man.

�áâ¥áâ¢¥­­ ï áâàãªâãà  L-¬­®£®®¡à §¨ï ¢®§­¨ª ¥â ­  à áá«®¥­¨¨ T �M (1) á«®¥­®£® ¬­®£®-
®¡à §¨ï (M;F), £¤¥ n+m = dimM ,   n = codimF [10]. � ¯®¬­¨¬ ®á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�¢¥ A-áª®à®áâ¨ jAx f ¨ jAx g ¢ â®çª¥ x 2M ­ §ë¢ îâáï �-íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ ®­¨ ®¯à¥¤¥«ï-
îâ ®¤­ã ¨ âã ¦¥ âà ­á¢¥àá «ì­ãî A-áª®à®áâì jAtr xf = jAtrxg ¨ ®¤­ã ¨ âã ¦¥ B-áª®à®áâì jBx f = jBx g
¢ x 2M . �« áá �-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ j�xf A-áª®à®áâ¨ jAx f ­ §ë¢ ¥âáï �-áâàã¥© ¢ x 2M . �§ íâ®£®
®¯à¥¤¥«¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® T �M ¢á¥å �-áâàã© ­  M ­ å®¤¨âáï ¢® ¢§ ¨¬­®®¤­®§­ ç-
­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á à áá«®¥­­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ TAtrM �TB

tr
M TBM , £¤¥ TAM ¨ TBM | à áá«®-

¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® A- ¨ B-áª®à®áâ¥© ­  M [2], [3],   TAtrM | à áá«®¥­¨¥ âà ­á¢¥àá «ì­ëå
A-áª®à®áâ¥© ­  M [12], [3]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢® T �M ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®© áâàãªâãà®©
£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï. �áâ¥áâ¢¥­­ ï ¯à®¥ªæ¨ï T �M !M ¯à¥¢à é ¥â T �M ¢ «®ª «ì­® âà¨¢¨-
 «ì­®¥ à áá«®¥­¨¥ ­ ¤ M . � áá«®¥­¨¥ T �M ­ §ë¢ ¥âáï [10] à áá«®¥­¨¥¬ �¥©«ï �-áâàã© ­  M . �
á«ãç ¥, ª®£¤  á«®¥­¨¥ F ­  M ®¡à §®¢ ­® áîàê¥ªâ¨¢­®© áã¡¬¥àá¨¥© M ! N , à áá«®¥­¨¥ T �M
¥áâ¥áâ¢¥­­® íª¢¨¢ «¥­â­® à áá«®¥­­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î TAN �TBN T

BM .
�á«¨ (M;F) ¨ (M 0;F 0) | á«®¥­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï,   ' : M ! M 0 | ¬®àä¨§¬ á«®¥­¨©, â®

®â®¡à ¦¥­¨¥ T �' : T �M 3 j�f 7! j�(' � f) 2 T �M 0 ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬ à áá«®¥­¨©. �®®â-
¢¥âáâ¢¨¥ T �, ®â­®áïé¥¥ á«®¥­®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î (M;F) à áá«®¥­¨¥ T �M ,   ¬®àä¨§¬ã á«®¥­¨©
' : M !M 0 | ®â®¡à ¦¥­¨¥ T �', ï¢«ï¥âáï äã­ªâ®à®¬.
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� áá«®¥­¨¥ T �M ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®© áâàãªâãà®© A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥-
¬®£® A-¬®¤ã«¥¬ L. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯à¨¬¥­ïï äã­ªâ®à T � ª ª àâ¥ h : U ! Rn+m ¨§  â« á 
á«®¥­¨ï ­  M , ¯®«ãç¨¬ ª àâã T �h : T �U ! T �Rn+m, ®¡« áâì §­ ç¥­¨© ª®â®à®© T �Rn+m =
TARn �TBRn T

BRn+m = An �Bn B
n+m ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á An �Bm. �à¥-

®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â h0 � h�1 ­  M ¨¬¥îâ ¢¨¤

xi
0

= 'i
0

(xi; y�); y�
0

= '�
0

(xi; y�); (4)

£¤¥ @'i
0

=@y� = 0. �à¥®¡à §®¢ ­¨ï T �h0 � T �h ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ëå ª®®à¤¨­ â ­  à áá«®¥­¨¨ T �M
§ ¤ îâáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (2) ¨ (3), £¤¥  i

0

(xi; y�) = 0,

X i0 = 'i
0

+
qX

jpj=1

1
p!
Dp'i

0

Dxp

�

Xp; (5)

Y �0 = '�
0

+
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v'�
0

DxuDyv

�

Xu
�

Y v: (6)

� â¥à¬¨­ å à áá«®¥­­ëå ª àâ ¬®àä¨§¬ á«®¥­¨© ' : M ! M 0 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨,
¨¬¥îé¨¬¨ ¢¨¤ (4), £¤¥ @'i

0

=@y� = 0. �à¨ íâ®¬ ¢ â¥à¬¨­ å ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ëå ª àâ ­  à áá«®¥­¨ïå
T �M ¨ T �M 0 ®â®¡à ¦¥­¨¥ T �' ¨¬¥¥â ãà ¢­¥­¨ï (5) ¨ (6) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ï¢«ï¥âáï A-£« ¤ª¨¬.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, äã­ªâ®à T � ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª äã­ªâ®à ¨§ ª â¥£®à¨¨ á«®¥­ëå ¬­®£®-
®¡à §¨© ¢ ª â¥£®à¨î A-£« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à §¨©.

�®¤¬®¤ã«î
�

L =
�

An �
�

Bm � L ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ ML á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
�

L-á«®¥­¨¥
�

F , ®¯à¥¤¥«ï¥-
¬®¥ ¢¯®«­¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯®¤¬®¤ã«¥© ª á â¥«ì­ëå A-¬®¤ã«¥© ª ML, ª®â®àë¥

®â®¡à ¦ îâáï ¢áïª®© L-ª àâ®© ­  ML ¨§®¬®àä­® ­  ¯®¤¬®¤ã«ì
�

L � L. � «®ª «ì­®© L-ª àâ¥

á«®¨ á«®¥­¨ï
�

F § ¤ îâáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ xi = xi0 = const, y� = y�0 = const. �à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à-

¤¨­ â ¨§ ¯á¥¢¤®£àã¯¯ë �(L) ­  ML ¨­¤ãæ¨àãîâ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï
�

L-ª®®à¤¨­ â f
�

X i;
�

Y �g ­  á«®ïå

á«®¥­¨ï
�

F . �â¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �(
�

L) «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢

¬®¤ã«ï
�

L, ª®â®àë¥ ­  á¢ï§­ëå ª®¬¯®­¥­â å ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

�

X 0i =
qX

jpj=0

aip
�

Xp +
qX

juj+jvj=0

eaiuv
�

Xu
�

Y v;
�

Y 0� =
qX

juj+jvj=0

b�uv
�

Xu
�

Y v; (7)

£¤¥ ai0 2
�

A, aip 2 A, eaiuv 2 Ann(I), b�00 2
�

B ¨ b�uv 2 B. �®áª®«ìªã ¢áïª¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¢¨¤  (7)

§ ¤ ¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬
�

L !
�

L, â® ¯á¥¢¤®£àã¯¯  �(
�

L) ¯®à®¦¤ ¥âáï £àã¯¯®© �¨ G(
�

L), á®áâ®-

ïé¥© ¨§ ¢á¥å (£«®¡ «ì­ëå) ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢
�

L !
�

L ¢¨¤  (7). �àã¯¯  �¨ G(
�

L) âà ­§¨â¨¢­®

¤¥©áâ¢ã¥â ­ 
�

L. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤ë© á«®© á«®¥­¨ï
�

F ­  ML ­¥á¥â ­  á¥¡¥ ¨­¤ãæ¨-

à®¢ ­­ãî áâàãªâãàã (X;G)-¬­®£®®¡à §¨ï ¢ á¬ëá«¥ �. �¥àáâ®­  [14] ¯à¨ X =
�

L ¨ G = G(
�

L).

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨ (
�

L; G(
�

L))-¬­®£®®¡à §¨ï ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì
�

L-¬­®£®®¡à §¨ï¬¨. �­¨

®¡à §ãîâ ª â¥£®à¨î
�

L{Man, ¬®àä¨§¬ ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ®â®¡à ¦¥­¨ï, «®ª «ì­® ¢ ª àâ å
�

L- â« á®¢ ¨¬¥îé¨¥ ãà ¢­¥­¨ï ¢¨¤  (7).

�ãáâì M� |
�

L-¬­®£®®¡à §¨¥ ¨ h : M� � U ! U 0 �
�

L | ­¥ª®â®à ï
�

L-ª àâ  ­  M�. � á¯à®-

áâà ­¥­¨¥
�

L-ª àâë h ¢¤®«ì ¯ãâ¥© ­  M� § ¤ ¥â â ª ­ §ë¢ ¥¬®¥ à §¢¥àâë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

D : gM� !
�

L, £¤¥ gM� | ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¬­®£®®¡à §¨ï M�. � á®®â-
¢¥âáâ¢¨¨ á ®¡é¥© â¥®à¨¥© (X;G)-¬­®£®®¡à §¨© [14] ¤ ¤¨¬ á«¥¤ãîé¥¥
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.
�

L-¬­®£®®¡à §¨¥ M� ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬, ¥á«¨ à §¢¥àâë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥-

­¨¥ D : gM� !
�

L ï¢«ï¥âáï ­ ªàëâ¨¥¬.

�®áª®«ìªã
�

L ï¢«ï¥âáï ®¤­®á¢ï§­ë¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬, â® ¤«ï ¯®«­®£®
�

L-¬­®£®®¡à §¨ï M� à §-

¢¥àâë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ D : gM� !
�

L ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¬ ¨ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¢ ª â¥-

£®à¨¨
�

L{Man.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. L-¬­®£®®¡à §¨¥ ML ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬, ¥á«¨ ¢á¥ á«®¨ ª ­®­¨ç¥áª®£® á«®-

¥­¨ï
�

F ­  ML ï¢«ïîâáï ¯®«­ë¬¨
�

L-¬­®£®®¡à §¨ï¬¨.

�ç¥¢¨¤­®, à áá«®¥­¨¥ �¥©«ï T �M ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ L-¬­®£®®¡à §¨¥¬.

3. � ¤¨ ­â­ë¥ L-¬­®£®®¡à §¨ï

�á¥¢¤®£àã¯¯  �(L) «®ª «ì­ëå A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã ®¡« áâï¬¨ A-¬®¤ã«ï L ¨¬¥¥â
¯®¤¯á¥¢¤®£àã¯¯ã �0(L), ®¡à §®¢ ­­ãî â ª¨¬¨ ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ¬¨ ¨§ �(L), ª®â®àë¥ «®ª «ì­®
§ ¤ îâáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¢¨¤  (2), (3), £¤¥ äã­ªæ¨¨ 'i

0

¨ '�
0

¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï ¢ R,    i
0

=0.

�®¤¯á¥¢¤®£àã¯¯  �0(L) � �(L) ¨­¤ãæ¨àã¥â ¯®¤¯á¥¢¤®£àã¯¯ã �0(
�

L) � �(
�

L), á®áâ®ïéãî ¨§ ®â®-
¡à ¦¥­¨© (7), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬

ai0 = b�00 = eaiuv = 0; aip 2 R; b�uv 2 R: (8)

�á¥¢¤®£àã¯¯  �0(
�

L) ¯®à®¦¤ ¥âáï £àã¯¯®© �¨ G0(
�

L), á®áâ®ïé¥© ¨§ ¢á¥å (£«®¡ «ì­ëå) ¤¨ää¥®-

¬®àä¨§¬®¢
�

L!
�

L ¢¨¤  (7), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ (8).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. L-¬­®£®®¡à §¨¥ á L- â« á®¬, äã­ªæ¨¨ áª«¥©ª¨ ª®â®à®£® ¯à¨­ ¤«¥¦ â
¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �0(L), ­ §ë¢ ¥âáï à ¤¨ ­â­ë¬ L-¬­®£®®¡à §¨¥¬.

�

L-¬­®£®®¡à §¨¥, á­ ¡¦¥­­®¥ �0(
�

L)- â« á®¬, ­ §ë¢ ¥âáï à ¤¨ ­â­ë¬
�

L-¬­®£®®¡à §¨¥¬.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥  «£¥¡àë ¤ã «ì­ëå ç¨á¥« R(") ¨ R(")-¬®¤ã«ï L = R(")n £àã¯¯ 

G(
�

R(")n) ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®©  ää¨­­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©,   £àã¯¯  G0(
�

R(")n) | £àã¯¯®© «¨­¥©-

­ëå (®¤­®à®¤­ëå) ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¯à®áâà ­áâ¢  Rn, ¯®íâ®¬ã ¯®­ïâ¨¥
�

R(")n-¬­®£®®¡à §¨ï íª¢¨-
¢ «¥­â­® ¯®­ïâ¨î n-¬¥à­®£®  ää¨­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï. � [20]  ää¨­­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ M ­ §ë-
¢ «®áì à ¤¨ ­â­ë¬, ¥á«¨ ¥£®  ää¨­­ ï áâàãªâãà  à¥¤ãæ¨àã¥âáï ª «¨­¥©­®©, â. ¥. ¥á«¨  â« á,
§ ¤ îé¨© ­  M áâàãªâãàã  ää¨­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, ¨¬¥¥â ¯®¤ â« á á «¨­¥©­ë¬¨ (®¤­®à®¤-
­ë¬¨) ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ ª®®à¤¨­ â. �«ï A-£« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à §¨©, ¬®¤¥«¨àã¥¬ëå A-¬®¤ã«ï¬¨
An, ¯à¨¢¥¤¥­­®¥ ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ à ¤¨ ­â­®áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬, ¨á¯®«ì§®¢ ¢è¨¬áï
¢ [21].

� ¤¨ ­â­ë¥ L-¬­®£®®¡à §¨ï ®¡à §ãîâ ¯®¤ª â¥£®à¨î L{Rad ¢ ª â¥£®à¨¨ L{Man,   à ¤¨-

 ­â­ë¥
�

L-¬­®£®®¡à §¨ï | ¯®¤ª â¥£®à¨î
�

L{Rad ¢ ª â¥£®à¨¨
�

L{Man. �¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬
R(N; q){Rad ª â¥£®à¨î à ¤¨ ­â­ëå R(N; q)-£« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à §¨©, ¬®¤¥«¨àã¥¬ëå R(N; q)-

¬®¤ã«¥¬ R(N; q)n+m,   á¨¬¢®«®¬
�

R(N; q){Rad | ª â¥£®à¨î à ¤¨ ­â­ëå
�

R(N; q)n+m-¬­®£®®¡à -
§¨©.

�¥®à¥¬ . �®«­®¥ à ¤¨ ­â­®¥ A-£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ML ¨§®¬®àä­® ¢ ª â¥£®à¨¨ L-¬­®-

£®®¡à §¨© à áá«®¥­¨î T �M ¤«ï ­¥ª®â®à®£® á«®¥­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï (M;F).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâà®¨¬ äã­ªâ®àë
�

E :
�

L{Rad!
�

R(N; q){Rad; E : L{Rad! R(N; q){Rad

¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ®­¨ ¯¥à¥¢®¤ïâ ¯®«­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¢ ¯®«­ë¥.
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�ãáâì M� | à ¤¨ ­â­®¥
�

L-¬­®£®®¡à §¨¥ ¨ fU� ; h� : U� � M� ! U 0
� �

�

Lg�2A |
�

L- â« á,
§ ¤ îé¨© ­  M� áâàãªâãàã à ¤¨ ­â­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï. �®®à¤¨­ â­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï h� � h�1

�

¨¬¥¥îâ ¢¨¤

�

X i
� =

qX
jpj=1

aip(�; �)
�

Xp
� ;

�

Y �
� =

qX
juj+jvj=1

b�uv(�; �)
�

Xu
�

�

Y v
� ; (9)

£¤¥ aip, b
�
uv | R-§­ ç­ë¥ «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ë¥ äã­ªæ¨¨. �¬¥¥âáï ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬

 «£¥¡à  : R(N; q) ! A, ª®â®à®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â í¯¨¬®àä¨§¬
�

 :
�

R(N; q) !
�

A, ¨
�

A �=
�

R(N; q)=IA, £¤¥ IA = Ker . � ª ª ª B = A=I | ä ªâ®à- «£¥¡à   «£¥¡àë A ¯® ¨¤¥ «ã

I � A, â®
�

B �=
�

R(N; q)=IB, £¤¥ IB � R(N; q) | ­¥ª®â®àë© ¨¤¥ «, ¨ IB � IA. � ª¨¬ ®¡à -

§®¬,  «£¥¡àë
�

A ¨
�

B ¬®£ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¬®¤ã«¨ ­ ¤  «£¥¡à®© R(N; q). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
�

L =
�

An �
�

Bm â ª ¦¥ ï¢«ï¥âáï R(N; q)-¬®¤ã«¥¬. A-£« ¤ª¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ï¢«ïîâáï ®¤­®¢à¥-
¬¥­­® ¨ R(N; q)-£« ¤ª¨¬¨, ¯®íâ®¬ã M� ­¥á¥â ­  á¥¡¥ áâàãªâãàã R(N; q)-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï.

�ãáâì
�

	 :
�

R(N; q)n+m !
�

L | ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬. � áá¬®âà¨¬ ¤¨§êî­ªâ­®¥ ®¡ê¥¤¨-

­¥­¨¥ ®âªàëâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢
�

	
�1

(U 0
�) = U 0

� � (In
A
� Im

B
) ¯® ¢á¥¬ � 2 A ¨ ¢¢¥¤¥¬ ®â­®è¥­¨¥

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  íâ®¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¨, ¯®« £ ï Z = (X;Y ) 2
�

	
�1

(U 0
�) ¨ eZ = ( eX; eY ) 2

�

	
�1

(U 0
� )

íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨

X i
� =

qX
jpj=1

aip(�; �) eXp
� ; Y �

� =
qX

juj+jvj=1

b�uv(�; �) eXu
�
eY v
� ;

£¤¥ X i; eX i; Y �; eY v 2
�

R(N; q),   äã­ªæ¨¨ aip; b
�
uv â ª¨¥ ¦¥, ª ª ¨ ¢ (9). � ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢®

�

E(M�) =
G
�2A

�

	
�1

(U 0
�)= �

­¥á¥â ­  á¥¡¥ áâàãªâãàã à ¤¨ ­â­®£®
�

R(N; q)n+m-¬­®£®®¡à §¨ï. �áâ¥áâ¢¥­­ ï ¯à®¥ªæ¨ï
�

	 :
�

E(M�) !M� ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ á® áâ ­¤ àâ­ë¬ á«®¥¬ In
A
� Im

B
.

�®®â¢¥âáâ¢¨¥, ®â­®áïé¥¥ à ¤¨ ­â­®¬ã
�

L-¬­®£®®¡à §¨îM� à ¤¨ ­â­®¥
�

R(N; q)n+m-¬­®£®®¡à §¨¥
�

E(M�) ¨ ®â®¡à ¦¥­¨î � : M� ! W � à ¤¨ ­â­ëå ¬­®£®®¡à §¨©, ¨¬¥îé¥¬ã «®ª «ì­ë¥ ãà ¢­¥-

­¨ï ¢¨¤  (9), | ®â®¡à ¦¥­¨¥ e� :
�

E(M�) !
�

E(W �) á «®ª «ì­ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨

eX i0 =
qX

jpj=1

'i
0

p
eXp; eY �0 =

qX
juj+jvj=1

'�
0

uv
eXu eY v;

ï¢«ï¥âáï äã­ªâ®à®¬
�

E :
�

L{Rad !
�

R(N; q){Rad. �ãáâì â¥¯¥àì M� | ¯®«­®¥ à ¤¨ ­â­®¥
�

L-¬­®£®®¡à §¨¥, gM� �=
�

L | ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¤«ï M� ¨ c : gM� ! M�

| ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. � ª ª ª
�

E(
�

L) �=
�

R(N; q)n+m, â®
�

E(c) :
�

E(gM�) !
�

E(M�) | ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¤«ï
�

E(M�) ¨
�

E(M�) ¯®«­®¥.
�ãáâì ML | à ¤¨ ­â­®¥ A-£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¨ f(U� ; h� : U� � ML ! U 0

� � L)g�2A |
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�rad(L)- â« á ­  ML. �®®à¤¨­ â­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï h� � h�1
� ¨¬¥îâ ¢¨¤

X i
� = 'i�� +

qX
jpj=1

1
p!
Dp'i��
Dxp�

�

Xp
� ;

Y �
� = '��� +

qX
juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v'���
Dxu�Dy

v
�

�

Xu
�

�

Y v
� ;

£¤¥ 'i�� ¨ '��� | ¡ §®¢ë¥ R-§­ ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¤«ï ª ­®­¨ç¥áª®£®
�

L-á«®¥­¨ï ­  L. �ãáâì
	 : R(N; q)n+m ! L | ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬. � áá¬®âà¨¬ ¤¨§êî­ªâ­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¯®
¢á¥¬ � 2 A ®âªàëâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 	�1(U 0

�) = U 0
� � (In

A
� Im

B
), ¯®« £ ï Z = fX;Y g 2 	�1(U 0

�) ¨
eZ = f eX; eY g 2 	�1(U 0

� ) íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï

X i = 'i�� +
qX

jpj=1

1
p!
Dp'i��
Dxp�

�eXp;

Y � = '��� +
qX

juj+jvj=1

1
u!v!

Du+v'���
Dxu�Dy

v
�

�eXu
�eY v;

£¤¥
�eX i;

�eY � 2
�

R(N; q),   äã­ªæ¨¨ 'i�� , '��� â ª¨¥ ¦¥, ª ª ¢ (2) ¨ (3). � ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢®

E(ML) =
G
�2A

	�1(U 0
�)= �

­¥á¥â ­  á¥¡¥ áâàãªâãàã à ¤¨ ­â­®£®R(N; q)n+m-¬­®£®®¡à §¨ï. �áâ¥áâ¢¥­­ ï ¯à®¥ªæ¨ïE(ML) !
ML ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ á® áâ ­¤ àâ­ë¬ á«®¥¬ In

A
� Im

B
. �¡®§­ ç¨¬

¥¥ â®© ¦¥ ¡ãª¢®© 	. �®®â¢¥âáâ¢¨¥, ®â­®áïé¥¥ à ¤¨ ­â­®¬ã L-¬­®£®®¡à §¨î ML ¬­®£®®¡à -
§¨¥ E(ML),   ¬®àä¨§¬ã à ¤¨ ­â­ëå ¬­®£®®¡à §¨© � : ML ! WL, ª®â®àë© ¢ «®ª «ì­ëå
L-ª®®à¤¨­ â å ­  ®¡« áâïå U � ML ¨ V � WL ¨¬¥¥â ãà ¢­¥­¨ï ¢¨¤  (2), (3) á  i

0

= 0 ¨
R-§­ ç­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ 'i

0

, '�
0

, | ®â®¡à ¦¥­¨¥ E(�) : E(ML) ! E(WL), ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¢ á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨å «®ª «ì­ëå R(N; q)-ª®®à¤¨­ â å ­  	�1(U) � E(ML) ¨ 	�1(V ) � E(WL) â¥¬¨
¦¥ á ¬ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨, ï¢«ï¥âáï äã­ªâ®à®¬

E : L{Rad! R(N; q){Rad:

�à®®¡à § 	�1(C
�

L

Z0
) á«®ï C

�

L

Z0
ª ­®­¨ç¥áª®£®

�

L-á«®¥­¨ï ­  ML ï¢«ï¥âáï á«®¥¬ ª ­®­¨ç¥áª®£®
�

R(N; q)n+m-á«®¥­¨ï ­  E(ML), ¨§®¬®àä­ë¬
�

E(C
�

L

Z0
). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ML | ¯®«­®¥

à ¤¨ ­â­®¥ A-£« ¤ª®¥ ¬­®£o®¡à §¨¥, â® E(ML) | ¯®«­®¥ à ¤¨ ­â­®¥ R(N; q)-£« ¤ª®¥ ¬­®£®-
®¡à §¨¥.

�ãáâì MR(N;q) | ¯®«­®¥ à ¤¨ ­â­®¥ R(N; q)n+m-¬­®£®®¡à §¨¥. �«®¨ ª ­®­¨ç¥áª®£®
�

R(N; q)n+m-á«®¥­¨ï ­  MR(N;q) ï¢«ïîâáï ¯®«­ë¬¨ à ¤¨ ­â­ë¬¨
�

R(N; q)n+m-¬­®£®®¡à §¨ï¬¨,

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨§®¬®àä­ë
�

R(N; q)n+m (á¬. [19], ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 5). � áá¬®âà¨¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì-
­ãî £àã¯¯ã �¨ Gq

N , ®¡à §®¢ ­­ãî q-áâàãï¬¨ «®ª «ì­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ RN ¢ ­ã«¥. �®¤ã«ì
�

R(N; q)n+m ®¡à §ã¥âáï q-áâàãï¬¨ à®áâª®¢ ¢¨¤  f : (RN ; 0) ! (Rn+m; 0), ¯®íâ®¬ã ­ 
�

R(N; q)n+m

¨¬¥¥âáï ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë �¨ Gq
N ¯® § ª®­ã ª®¬¯®§¨æ¨¨ áâàã©. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ª -

¦¤®¬ã í«¥¬¥­âã v ¨§  «£¥¡àë �¨ l
q
N £àã¯¯ë �¨ Gq

N á®®â¢¥âáâ¢ã¥â äã­¤ ¬¥­â «ì­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥

¯®«¥ ev ­  ¬­®£®®¡à §¨¨
�

R(N; q)n+m. �ã­¤ ¬¥­â «ì­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ­ 
�

R(N; q), á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¥¥ v 2 l

q
N , ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥

Dv :
�

R(N; q) 3 X =
qX

jpj=1

xp"
p 7!

qX
jpj=1

NX
a=1

vaxppa"
p�a 2

�

R(N; q) (10)
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(á¬. [22]), £¤¥ f"ag | áâ ­¤ àâ­ ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å ¢  «£¥¡à¥
�

R(N; q), a = 1; 2; : : : ; N , p |

¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªá ¤«¨­ë N ¨ va 2
�

R(N; q). �¥ªâ®à­®¥ ¯®«¥ ev ­ 
�

R(N; q)n+m â®£¤  ¨¬¥¥â ¢¨¤ ([22]):

ev :
�

R(N; q)n 3 fX ig 7! fX i;DvX
ig 2 T

�

R(N; q)n: (11)

�§ ä®à¬ã« (10), (11) á«¥¤ã¥â, çâ® äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï ­  ¬®¤ã«¥
�

R(N; q)n+m ®¤-
­®¢à¥¬¥­­® ®¡à é îâáï ¢ ­ã«ì â®«ìª® ¢ ­ã«¥, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ­¥¯®¤¢¨¦­®©

â®çª®© ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ £àã¯¯ë �¨ Gq
N . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ª ¦¤®¬ á«®¥ ª ­®­¨ç¥áª®£®

�

R(N; q)n+m-
á«®¥­¨ï ­  MR(N;q) ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ®¤­  â®çª , ¢ ª®â®à®© ®¡à é îâáï ¢ ­ã«ì áà §ã ¢á¥
äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï £àã¯¯ë �¨ Gq

N . �­®¦¥áâ¢® â ª¨å â®ç¥ª ï¢«ï¥âáï £« ¤-
ª¨¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ M 0 ¢¥é¥áâ¢¥­­®© à §¬¥à­®áâ¨ n + m (íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¢ «®-

ª «ì­ëå R(N; q)-ª®®à¤¨­ â å ­  MR(N;q) ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M 0 § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨
�

X i = 0,

i = 1; : : : ; n+m). �®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M 0 âà ­á¢¥àá «ì­® ª ­®­¨ç¥áª®¬ã
�

R(N; q)n+m-á«®¥­¨î ¨ ¯¥-
à¥á¥ª ¥â ª ¦¤ë© á«®© íâ®£® á«®¥­¨ï ¢ ®¤­®© â®çª¥. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ®â­®áïé¥¥

â®çª¥ Z 2MR(N;q) â®çªã z 2 C
�

R(N;q)
Z \M 0, ï¢«ï¥âáï áã¡¬¥àá¨¥© MR(N;q) !M 0. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨

ML | ¯®«­®¥ à ¤¨ ­â­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, ¯®«ãç ¥¬ â ª®¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M 0 � E(ML). �­®-
£®®¡à §¨¥ M 0 ®¡« ¤ ¥â áâàãªâãà®© á«®¥­¨ï ª®à §¬¥à­®áâ¨ n. �à¨ ¯à®¥ªæ¨¨ 	 : E(ML) ! ML

®¡à § 	(M 0) ï¢«ï¥âáï á«®¥­ë¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ M ¢ ML, âà ­á¢¥àá «ì­ë¬ ª ­®­¨ç¥áª®¬ã
�

L-á«®¥­¨î ¨ ¯¥à¥á¥ª îé¨¬ ª ¦¤ë© á«®© íâ®£® á«®¥­¨ï ¢ ®¤­®© â®çª¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥âáï

áã¡¬¥àá¨ï p : ML ! M , á«®¨ ª®â®à®© á®¢¯ ¤ îâ á® á«®ï¬¨ ª ­®­¨ç¥áª®£®
�

L-á«®¥­¨ï ­  ML

¨ ¨§®¬®àä­ë
�

L. � áá¬®âà¨¬ L-ª àâã (U; h : U ! U 0 � L) ­  ML â ªãî, çâ® U 0 | ®âªàëâë©
ª®®à¤¨­ â­ë© ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤, ¨ ¯ãáâì U = p(U) �M , U 0 = p(U 0) � Rn+m. � àâ  (U; h) ¬®¦¥â

¡ëâì à á¯à®áâà ­¥­  ­¥®£à ­¨ç¥­­® ¢¤®«ì «î¡®£® á«®ï á«®¥­¨ï
�

F , ¯¥à¥á¥ª îé¥£® ¬­®¦¥áâ¢® U .

� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥âáï A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ h : p�1(U) ! U 0 �
�

L. � ª¨¬ ®¡à §®¬, áã¡¬¥àá¨ï
p : ML !M ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬. �â® «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­®¥ à áá«®-
¥­¨¥ ¤®¯ãáª ¥â £« ¤ª®¥ á¥ç¥­¨¥ ([23], £«. I, â¥®à¥¬  5.7) s : M ! ML, âà ­á¢¥àá «ì­®¥ ª ­®-

­¨ç¥áª®¬ã
�

L-á«®¥­¨î. �à¨¬¥­ïï ª ®â®¡à ¦¥­¨î s äã­ªâ®à T �, ¯®«ãç ¥¬ A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬
T �s : T �M !ML, ï¢«ïîé¨©áï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¢ ª â¥£®à¨¨ á«®¥­ëå L-¬­®£®®¡à §¨©.
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