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� [1] ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥ë ¨ ¨§ãç «¨áì «¨¥©®-¨¢ à¨ âë¥ á¥¬¥©áâ¢    «¨â¨ç¥áª¨å ¢ ªàã£¥
� = fz 2 C; jzj < 1g äãªæ¨©. � [2], [3] ¡ë«  ¯®«ãç¥  â¥®à¥¬  à¥£ã«ïà®áâ¨ ¤«ï â ª¨å
á¥¬¥©áâ¢. � [4] ¯®ïâ¨¥ «¨¥©®-¨¢ à¨ â®£® á¥¬¥©áâ¢  ¡ë«® ¯¥à¥¥á¥®     «¨â¨ç¥áª¨¥
¢ ¯®«¨ªàã£¥ �m � Cm, m � 1, äãªæ¨¨. �á®¢®© æ¥«ìî ¤ ®© à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥®á
¥ª®â®àëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§ [3]   á«ãç © ¯®«¨ªàã£ .

�¡®§ ç¨¬ T = @�, Tm | ®áâ®¢ ¯®«¨ªàã£  �m. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì   «¨â¨ç¥áª¨¥ ¢ �m

äãªæ¨¨ f : �m �! C. �«ï z = (z1; : : : ; zm) 2 Cm ®¯à¥¤¥«¨¬ ®à¬ã

kzk = max
1�j�m

jzj j:

�ãáâì O = (0; : : : ; 0) 2 Cm. �«ï a = (a1; : : : ; am) 2 �m ®¡®§ ç¨¬ �a(z) = (�1(z1); : : : ; �m(zm)), £¤¥

�j(zj) =
zj + aj

1 + ajzj
, j = 1; : : : ;m, |  ¢â®¬®àä¨§¬ �m   �m.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1 ([4]). �ãáâì l = 1; : : : ;m ä¨ªá¨à®¢ ®. �¥¬¥©áâ¢® Ml   «¨â¨ç¥áª¨å ¢ �m

äãªæ¨© f(z)  §ë¢ ¥âáï l-«¨¥©®-¨¢ à¨ âë¬ á¥¬¥©áâ¢®¬, ¥á«¨

1) f(O) = 0,
@f

@zl
(O) = 1,

@f

@zl
(z) 6= 0, ¤«ï z 2 �m,

2) f(zei�)e�i�l 2Ml ¤«ï «î¡ëå f 2Ml ¨ � = (�1; : : : ; �m) 2 R
m , £¤¥ zei� = (z1ei�1 ; : : : ; zmei�m),

3)

f(a; z) =
f(�a(z)) � f(�a(O))
@f

@zl
(a)(1 � jalj2)

2Ml

¤«ï «î¡ëå f 2Ml ¨ a = (a1; : : : ; am) 2 �m.

�¡®§ ç¨¬
@f

@zl
(z) = 1 + c1(f)z1 + � � � + cm(f)zm + o

�
kzk):

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2 ([4]). �á«¨ f ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î 1) o¯à¥¤¥«¥¨ï 1, â® ¯®àï¤ª®¬ äãª-
æ¨¨ f  §ë¢ ¥âáï ç¨á«®

ord f = sup
a2�m

1
2

r@f(a;O)@zl

 = 1
2
sup
a2�m

k(c1(f(a; z)); : : : ; cm(f(a; z)))k:

�®àï¤ª®¬ «¨¥©®-¨¢ à¨ â®£® á¥¬¥©áâ¢  Ml  §®¢¥¬ ç¨á«®

ordMl = sup
f2Ml

ord f:
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3 ([4]). �¨¢¥àá «ìë¬ l-«¨¥©®-¨¢ à¨ âë¬ á¥¬¥©áâ¢®¬ U l
� ¯®àï¤ª  �

 §®¢¥¬ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å l-«¨¥©®-¨¢ à¨ âëå á¥¬¥©áâ¢ Ml, ¤«ï ª®â®àëå ordMl � �.

�à¨ m = 1 á¥¬¥©áâ¢  U l
� | ª« áá¨ç¥áª¨¥ ã¨¢¥àá «ìë¥ «¨¥©®-¨¢ à¨ âë¥ á¥¬¥©áâ¢ 

U�   «¨â¨ç¥áª¨å ¢ � äãªæ¨©, ¢¢¥¤¥ë¥ ¢ [1].
� ¦ë¬ ¬®¬¥â®¬ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨   «¨â¨ç¥áª¨å ¢ �m äãªæ¨© ï¢«ï¥âáï ¢®¯à®á ® ¯®¢¥¤¥¨¨

â ª¨å äãªæ¨© ¯à¨ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨ z ª ®áâ®¢ã T
m. � àï¤¥ ª« áá®¢   «¨â¨ç¥áª¨å ¢ � äãªæ¨©

¨§¢¥áâ  â¥®à¥¬  à¥£ã«ïà®áâ¨ à®áâ  ¬®¤ã«ï äãªæ¨¨ ¯à¨ à ¤¨ «ì®¬ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨ z ª T. �
[5]   «®£¨ç ï â¥®à¥¬  ¯®«ãç¥  ¢ U l

�.
�¡®§ ç¨¬ r = (r1; : : : ; rm), � = (�1; : : : ; �m) 2 R

m , rei� = (r1ei�1 ; : : : ; rmei�m), I� = (1�; : : : ; 1�);
¤«ï   «¨â¨ç¥áª®© ¢ �m äãªæ¨¨ p(z) ®¡®§ ç¨¬ M(r; p) = max

kzk�r
jp(z)j ¨ ¯ãáâì ¤«ï f 2 U l

�

��(r) =
���� @f@zl (rei�)

���� mY
k=1

�
1� rk

1 + rk

��

(1 � r2l ):

�¥®à¥¬  A (â¥®à¥¬  à¥£ã«ïà®áâ¨) [5]. 1) �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 U l
� ¨ «î¡®£® ä¨ªá¨à®-

¢ ®£® � ¢¥«¨ç¨ë ��(r) ¨ max
�2Rm

��(r) | ã¡ë¢ îé¨¥ äãªæ¨¨ ¯® ª ¦¤®© ¯¥à¥¬¥®© rk 2 (0; 1),

k = 1; : : : ;m. B¥«¨ç¨ 

M

�
r;
@f

@zl

�
(1� r)�m+1

(1 + r)�m�1

ã¡ë¢ ¥â ¯® r 2 (0; 1).
2) �ãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ �0 2 [0; 1] ¨ �0 2 [0; 2�)m, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® k = 1; : : : ;m

�0 = lim
r!1�

�
M

�
r;
@f

@zl

�
(1� r)�m+1

(1 + r)�m�1

�
= lim

r!I�
max

�
��(r) =

= lim
r!I�

��0(r) = lim
r!I�

�
max

�

���� @2f

@zl@zk
(z)
���� (1� r2k)(1� r2l )

2(� + �lkrk)

mY
j=1

�
1� rj

1 + rj

���
=

= lim
r!I�

Z rk

0

max
�

���� @2f

@zl@zk
(r1ei�1 ; : : : ; sei�k ; : : : rmei�m)

���� ds mY
j=1

�
1� rj

1 + rj

��

(1� r2l );

£¤¥ �lk | á¨¬¢®«ë �à®¥ª¥à .

3) �0 = 1()

f�(z) =
ei�l

2�

� mY
k=1

�
1 + zke

�i�k

1� zke�i�k

��

� 1
�
+Q(z1; : : : ; zl�1; zl+1; : : : ; zm);

£¤¥ Q | «î¡ ï   «¨â¨ç¥áª ï ¢ �m�1 äãªæ¨ï, Q(O) = 0.

� «¥¥ ¡ã¤¥¬ ¯à¨¤¥à¦¨¢ âìáï ¯à¨ïâëå ¢ â¥®à¥¬¥ A ®¡®§ ç¥¨©. �¥ªâ®à �0 ¨§ â¥®à¥¬ë
A  §ë¢ ¥âáï  ¯à ¢«¥¨¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì®£® à®áâ  (. ¬. à.) äãªæ¨¨ f ,   ç¨á«® �0 | ç¨á«®¬

�¥©¬   äãªæ¨¨ f . �®¦¥áâ¢® äãªæ¨© ¨§ U l
�, ª®â®àë¬ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ä¨ªá¨à®¢ ®¥ ç¨á«®

�¥©¬   �, ®¡®§ ç¨¬ U l
�(�). �¥ªâ®à � 2 [0; 2�)m ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì  ¯à ¢«¥¨¥¬ ¨â¥á¨¢®£®

à®áâ  (. ¨. à.) äãªæ¨¨ f 2 U l
�, ¥á«¨ lim

r!I�
��(r) = �� > 0; ¯à¨ íâ®¬ �� 2 (0; 1] ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì

ç¨á«®¬ �¥©¬  , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ . ¨. p. �.

�á«¨ f 2 U l
�, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® äãªæ¨©

	(z) =
Z zl

0

@f

@zl
(z1; : : : ; zl�1; s; zl+1; : : : ; zm) ds+Q(z1; : : : ; zl�1; zl+1; : : : ; zm) (1)

¨§ U l
� (§¤¥áì Q|   «¨â¨ç¥áª ï ¢ �m�1 äãªæ¨ï, Q(O) = 0). �§ ¢á¥å íâ¨å äãªæ¨© à áá¬®âà¨¬

®¤ã:

F (z) =
Z zl

0

@f

@zl
(z1; : : : ; zl�1; s; zl+1; : : : ; zm) ds:
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�«ï ¥¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨© ¬®£®¬¥àë©   «®£ â¥®à¥¬ë à¥£ã«ïà®áâ¨ ¨§ [3], ¤®¯®«ïî-
é¨© â¥®à¥¬ã A.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ f 2 U l
�(�0) ¨ � | .¬. à. äãªæ¨¨ f , â® áãé¥áâ¢ãîâ ¯à¥¤¥«ë

lim
r!I�

� Z rl

0

���� @f@zl (r1ei�1 ; : : : ; rl�1ei�l�1 ; �ei�l ; rl+1ei�l+1 ; : : : )
���� d� � 2� mY

k=1

(
1� rk

1 + rk
)�
�
=

= lim
r!I�

� Z rl

0

max
�2Rm

���� @f@zl (r1ei�1 ; : : : ; rl�1ei�l�1 ; �ei�l ; rl+1ei�l+1 ; : : : ; rmei�m)
���� d� mY

k=1

�
1� rk

1 + rk

���
=

= lim
r!I�

�
max
�2Rm

jF (rei�)j2�
mY
k=1

�
1� rk

1 + rk

���
= lim

r!I�

�
jF (rei�)j2�

mY
k=1

�
1� rk

1 + rk

���
:

� ¬¥â¨¬, çâ® â¥®à¥¬  1 ¥ ¡ã¤¥â ¢¥à , ¥á«¨ ¢¬¥áâ® äãªæ¨¨ F ¯¨á âì ¯à®¨§¢®«ìãî äãª-
æ¨î 	 ¨§ (1), â. ª. äãªæ¨ï Q ¬®¦¥â à áâ¨ ª ª ã£®¤® ¡ëáâà® ¯à¨ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨ z ª Tm.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì f 2 U l
�(�0), �0 > 0, ¨ ¯ãáâì  = (1; : : : ; m) | ®¤® ¨§ . ¨. à. äãªæ¨¨

f , ª®â®à®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ç¨á«® �¥©¬   � 2 (0; �0]. �¡®§ ç¨¬ �(�) = arg
@f

@zl
(�ei), £¤¥

� = (�1; : : : ; �m), �k = �k(�k) =

s
(1� r20)2

4r40c2k
�

1
r20
�

1
2ck

�
1�

1
r20

�
, ck = Re f�ke�ikg�tg �jIm f�ke�ikgj,

k = 1; : : : ;m, r0 = sin �. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® n = 0; 1; 2; : : : , «î¡ëå  âãà «ìëå k1; : : : ; kn 2 [1;m]
¨ «î¡®£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® � 2 (0; �

2
)�

@n+1f(�)
@zl@zk1 � � � @zkn

�
@n+1f(�)

@zl@zk1 � � � @zkn

�
e�i�(�) ! �

à ¢®¬¥à® ¢ ã£«®¢®© ®¡« áâ¨ �m(R; �) = f� = (�1; : : : ; �m) 2 �m : j arg(1 � �ke
�ik)j < �, ¤«ï

¢á¥å k, R < k�k < 1g ¯à¨ R! 1�.

� ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë 2 ¬®¦® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® à ¤¨ «ìëå ¯à¥¤¥« å
äãªæ¨¨ f 2 U l

� ¯® ¥¥  ¯à ¢«¥¨ï¬ ¨â¥á¨¢®£® à®áâ .

�¥®à¥¬  3. �ãáâì f 2 U l
�,  | .¨. à. f ¨ � | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ç¨á«® �¥©¬  . �®£¤ 

¤«ï «î¡ëå æ¥«ëå ¥®âà¨æ â¥«ìëå q1; : : : ; qm ¯à¨ n = q1 + � � �+ qm áãé¥áâ¢ã¥â

lim
r!I�

����� @n+1f(rei)
@zl@z

q1
1 � � � @z

qm
m

����(1� rl)
mY
k=1

(1� rk)�+qk
�
=

= � lim
r!I�

�
@n+1g(r)

@rl@r
q1
1 : : : @r

qm
m

(1� rl)
mY
k=1

(1� rk)�+qk
�
=

= �2�m�1
�
1 +

ql

�

� mY
k=1

[�(� + 1) � � � (�+ qk � 1)];

£¤¥ g(r) =
1
2�

mY
k=1

�1 + rk

1� rk

��
. �á«¨ qj = 0 ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ j, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ª¢ ¤à â ï

áª®¡ª  ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¨ áç¨â ¥âáï à ¢®© 1.

�áâ¥áâ¢¥® ¯®áâ ¢¨âì ¢®¯à®á: ª ª ¢¥«¨ª® ¬®¦¥â ¡ëâì ¬®¦¥áâ¢® . ¨. à. ¤«ï ¤ ®© äãª-

æ¨¨ f 2 U l
�? �§ â¥®à¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ �à¨¢ «®¢  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬¥à  íâ®£® ¬®¦¥áâ¢    Tm

à ¢  ã«î. �â® ¬®¦¥áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì ¯ãáâë¬ ( ¯à., ¤«ï ®£à ¨ç¥ëå äãªæ¨© ¨§ U l
�). �«ï

äãªæ¨¨ f� ¨§ â¥®à¥¬ë A áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ . ¨. à.
� á«ãç ¥ m = 1 ¢ [6] ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n � 2 ¯à¨¢¥¤¥ë ¯à¨¬¥àë äãªæ¨© gn;� 2

U�, � � �n ¨ g1;� 2 U�, � � 1 +
2

e� 1
; §¤¥áì �2 = 1:241 : : : , �n =

p
n2e2 � (e+ 1)2 + np
n2e2 � (e+ 1)2 � n

¯à¨
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n � 3. �à¨ç¥¬ ã gn;� áãé¥áâ¢ã¥â à®¢® n . ¨. à., ã g1;� | áç¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢® . ¨. à. �® ¥áâì ¢
á«ãç ¥ m = 1 ¯à¨ � � �0 áãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨¬¥àë äãªæ¨© ¨§ U� á «î¡ë¬ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥âë¬
¬®¦¥áâ¢®¬ . ¨. à. �á¯®«ì§ãï íâ¨ äãªæ¨¨ gn;� ¨ g1;�, «¥£ª® ¯®áâà®¨âì ¢ á«ãç ¥m � 2 ¯à¨¬¥àë
äãªæ¨© ¨§ U l

�, ¨¬¥îé¨å «î¡®¥ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢® . ¨. à.
�¡®§ ç¨¬

G�(z) =
Y
k 6=l

�
1 + zk

1� zk

��

(g�;�(zl) + 1)� 1; z 2 �m;

£¤¥ � ®§ ç ¥â 1 ¨«¨ «î¡®¥  âãà «ì®¥ n � 2. �®ª ¦¥¬, çâ® G� 2 U
l
� ¯à¨ � � �� (¨á¯®«ì§ã¥¬

¯à¥¦¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï). � ª ª ª G�(O) = 0,
@G�

@zl
(O) = 1,

@G�

@zl
(z) 6= 0 ¢ �m, â® ¤®áâ â®ç®

¯à®¢¥à¨âì, çâ® ordG� = �. � ª ¯®ª § ® ¢ ([4], â¥®à¥¬  1.1)

ordG� = max
1�k�m

sup
z2�m

��������
@2G�

@zl@zk
(z)

@G�

@zl
(z)

1� jzkj2

2
� zk�

l
k

�������� :
�«ï k 6= l

sup
z2�m

��������
@2G�

@zl@zk
(z)

@G�

@zl
(z)

1� jzkj2

2

�������� = sup
zk2�

�����1� jzkj21� z2k

���� = �;

sup
z2�m

���������
@2G�

@z2l
(z)

@G�

@zl
(z)

1� jzlj2

2
� zl

��������� = sup
zl2�

����g00�;�(zl)g0�;�(zl)
� zl

���� = �

¯à¨ � � �� (á¬. [6]). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ordG� = �. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨ e|. ¨. à. äãªæ¨¨
g�;�, â® ¢¥ªâ®à (0; : : : ; e; : : : ; 0) (§¤¥áì e | l-ï ª®®à¤¨ â ) | . ¨. à. äãªæ¨¨G�. �® ¥áâì G� ¨¬¥¥â
áâ®«ìª® ¦¥ . ¨. à., áª®«ìª® ¨ g�;�.

� § ª«îç¥¨¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ â¥®à¥¬ã, ãáâ  ¢«¨¢ îéãî á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ª« áá ¬¨ U l
�(�) ¯à¨ à §-

«¨çëå �.

�¥®à¥¬  4. �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 U l
�(�0), �0 2 [0; 1], ¨ ¯à®¨§¢®«ì®© äãªæ¨¨ �?(�) (� 2

(0; 1)) á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ [0; �0] áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® äãªæ¨©  � 2 U
l
�(�

?(�)), � 2 (0; 1);

çâ®
@ �

@zl
(z)!

@f

@zl
(z) à ¢®¬¥à® ¢ãâà¨ �m ¯à¨ �! +0.

�à¨ �?(�) � � 2 [0; �0] ¨§ â¥®à¥¬ë 4 ¯®«ãç¨¬

�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 U l
�(�0); �0 2 [0; 1]; ¨ «î¡®£® � 2 [0; �0] áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥

á¥¬¥©áâ¢® äãªæ¨©  � 2 U
l
�(�), � 2 (0; 1), çâ®

@ �

@zl
(z) !

@f

@zl
(z) ¯à¨ � ! 0 à ¢®¬¥à® ¢ãâà¨

�m.

�®¦® ¤®ª § âì, çâ® ãª § ®£® ¢ â¥®à¥¬¥ 4 á¥¬¥©áâ¢   � ¥ áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ � > �0.
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