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1. �¢¥¤¥­¨¥

�«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¯à®¡«¥¬ë, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¢ ¤ ­­®© áâ âì¥, ¢®§­¨ª«¨ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ­¥ª®-
â®àëå § ¤ ç â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢ (á¬. ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ à ¡®âë  ¢â®à  [1]{[3]). � íâ¨å à ¡®â å
¡ë«¨ ®¯¨á ­ë ¯®¤ª« ááë ª« áá  ª®­â¥ªáâ­®-á¢®¡®¤­ëå ï§ëª®¢ á à §à¥è¨¬®© ¯à®¡«¥¬®© íª¢¨-
¢ «¥­â­®áâ¨. �¤­ ª® ­¥ â®«ìª® ¤«ï ®¯¨á ­¨ï á¯¥æ¨ «ì­ëå ¯®¤ª« áá®¢ ª« áá  ��-ï§ëª®¢ ¬®£ãâ
¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë à¥§ã«ìâ âë ¤ ­­®© áâ âì¨. �¢ï§ ­­ë¥ á íâ®© â¥¬ â¨ª®© ¢®¯à®áë à áá¬ âà¨-
¢ «¨áì, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [4]{[6] | íâ¨ áâ âì¨ ¬®¦­® ®¡ê¥¤¨­¨âì ®¡é¨¬ ­ §¢ ­¨¥¬ \�«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥
¢®¯à®áë â¥®à¨¨ ­¥¤¥â¥à¬¨­¨à®¢ ­­ëå ª®­¥ç­ëå  ¢â®¬ â®¢". �¤¥áì ®¡®¡é îâáï ¯à¥¤ë¤ãé¨¥
à ¡®âë  ¢â®à , ¯®á¢ïé¥­­ë¥ íâ®© â¥¬¥.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï áã¯¥à¬®­®¨¤ (£«®¡ «ì­ë© ­ ¤¬®­®¨¤) á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤ ,
¨¬¥îé¥£®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¡¥áª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ®¡à §ãîé¨å, â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® ï§ëª®¢ ­ ¤ § ¤ ­­ë¬
 «ä ¢¨â®¬ �, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¡¥áª®­¥ç­ë¬. �â® ¤®¯ãé¥­¨¥ (® ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£®
 «ä ¢¨â ) ®â«¨ç ¥â ¬ â¥à¨ « íâ®© áâ âì¨ ®â ¡®«ìè¨­áâ¢  à ¡®â ¯® â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢,
£¤¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢á¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥  «ä ¢¨âë ª®­¥ç­ë. �¥®¡å®¤¨¬®áâì à áá¬®âà¥­¨ï
¡¥áª®­¥ç­®£®  «ä ¢¨â  ¯à¨ ®¯¨á ­¨¨ ¯®¤ª« áá®¢ ª« áá  ��-ï§ëª®¢ (ï§ëª®¢ ­ ¤ \®¡ëç­ë¬"
ª®­¥ç­ë¬  «ä ¢¨â®¬) á à §à¥è¨¬®© ¯à®¡«¥¬®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¡ë«  ®¡®á­®¢ ­  ¢ [2]. �à â-
ª® íâã ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª: ¬ë ¤®«¦­ë á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯¨á âì
¬­®£¨¥ ��-ï§ëª¨ ª ª ¬®àä¨§¬ë áª®¡®ç­ëå ï§ëª®¢ ­ ¤ ¡¥áª®­¥ç­ë¬  «ä ¢¨â®¬ (¢ [2], [3] ¡ë«¨
à áá¬®âà¥­ë ¨ ¤àã£¨¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨).

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡®§­ ç¥­¨ï, áâ ­¤ àâ­ë¥ ¢ â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢,  
â ª¦¥ ­¥ª®â®àë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨§ à ¡®â [1], [2].

� ¨¬¥­­®, ¬­®¦¥áâ¢® ¯à¥ä¨ªá®¢ á«®¢  v 2 �� ®¡®§­ ç¨¬ pref(v),   á®¡áâ¢¥­­ëå ¯à¥ä¨ªá®¢
| opref(v). �à¥ä¨ªáë !-á«®¢ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì â ª ¦¥. �á«¨ ï§ëª A 2 �� ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬
¯à¥ä¨ªá  (â. ¥. ­¨ ®¤­® á«®¢® íâ®£® ï§ëª  ­¥ ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ¯à¥ä¨ªá®¬ ª ª®£®-«¨¡®
¤àã£®£® á«®¢  íâ®£® ï§ëª ), â® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì Pr(A).

2. �à âª® ® áã¯¥à¬®­®¨¤ å

�¢â®àã ­¥ ¢áâà¥ç «¨áì à ¡®âë, £¤¥ ¡ë ¯®¤à®¡­® ¨áá«¥¤®¢ «¨áì á¢®©áâ¢  áã¯¥à¬®­®¨¤®¢ á¢®-
¡®¤­ëå ¬®­®¨¤®¢.1 � ¤ ­­®© áâ âì¥ ¤ ¥âáï ®¯¨á ­¨¥ ­¥ª®â®àëå ¨§ â ª¨å á¢®©áâ¢.

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ç áâ¨ç­®© ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥-
¤®¢ ­¨© (£à ­â ò 00-15-99253).

1�  íâ® ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¯à¨¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¥¥ ¢®§à ¦¥­¨¥: «î¡®© í«¥¬¥­â áã¯¥à¬®­®¨¤ 
¥áâì ï§ëª, ¯®íâ®¬ã «î¡®¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ (ª« áá®¢) ï§ëª®¢ ¨ ¥áâì ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ á¢®©áâ¢ áã¯¥à-
¬®­®¨¤®¢. �¤­ ª® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  áã¯¥à¬®­®¨¤®¢ á¢®¡®¤­ëå
¬®­®¨¤®¢.
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� «¥¥ ¤«ï ¯à®áâ®âë ¨áª«îç¨¬ ¨§ à áá¬®âà¥­¨ï ­ã«ì áã¯¥à¬®­®¨¤  (â. ¥. ï§ëª 6o ).1 �ç¥¢¨¤-
­®, ¯®«ãç¥­­ë© â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®¡ê¥ªâ | ¤ «¥¥ ¡ã¤¥¬ ¨¬¥­­® ¥£® ­ §ë¢ âì áã¯¥à¬®­®¨¤®¬ |
â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¬®­®¨¤®¬.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2.1. �ã¯¥à¬®­®¨¤ ­¥ ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤­ë¬ ¬®­®¨¤®¬.2

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­®, ­ ¯à¨¬¥à, ([8], x 6.6 ¨«¨ [9], £«. IV, x 2), ¤®áâ â®ç­® ¯à¨¢¥áâ¨
¯à¨¬¥à ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤  (â. ¥. ï§ëª®¢) A ¨ B â ª¨å, çâ®

A 6= B; ­® A2 = B2: (1)

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£®  «ä ¢¨â  � â ª¨¬¨ ï§ëª ¬¨ ï¢«ïîâáï, ­ ¯à¨¬¥à,

A =
[

0�i�4

�i ¨ B =
[

0�i�4

�i: (2)

� ¢¥­áâ¢ 
A2 = B2 =

[
0�i�8

�i

¯à¨ íâ®¬ ¯à®¢¥àïîâáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®.

�â¨¬ ¤®ª § ­  ¨ ­¥®¤­®§­ ç­®áâì ®¯¥à æ¨¨ ¨§¢«¥ç¥­¨ï ª®à­ï ¢ áã¯¥à¬®­®¨¤ å á¢®¡®¤­ëå
¬®­®¨¤®¢.3 �à¨¬¥àë, ¯®¤®¡­ë¥ (2), ­¥á«®¦­® ¯®áâà®¨âì ¨ ¤«ï ª®à­¥© ¯à®¨§¢®«ì­ëå áâ¥¯¥­¥©.

�¢â®à ­¥ § ­¨¬ «áï ¯®¨áª ¬¨ \¡®«¥¥ ¯à®áâëå" ¯à¨¬¥à®¢ ¢ë¯®«­¥­¨ï ãá«®¢¨ï (1). �ë«® ¡ë
¨­â¥à¥á­® ¯®áâà®¨âì ¯à¨¬¥à ¤¢ãå ï§ëª®¢, á®¤¥à¦ é¨å ¢¬¥áâ¥ ¬¥­¥¥ 9 á«®¢ (9 á«®¢ ¯®«ãç îâáï
á®£« á­® (2) ¢ á«ãç ¥ ®¤­®¡ãª¢¥­­®£®  «ä ¢¨â ), ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­ï«®áì ¡ë ãá«®¢¨¥ (1).
�®¦¥â ¡ëâì, ¯à¨ j�j � 2 ¯®¤®¡­ë¥ ¯à¨¬¥àë áãé¥áâ¢ãîâ. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢®§¬®¦­ë ¨
¤àã£¨¥ ¬¥â®¤ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥á¢®¡®¤­®áâ¨ áã¯¥à¬®­®¨¤ , ®â«¨ç­ë¥ ®â ¯®áâà®¥­¨ï ¯à¨¬¥à®¢
ª (1).

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2.2. �á«¨ ã ¨áå®¤­®£® á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤  ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ®¡à §ãîé¨å, â®

¬®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤  ¥áâì ª®­â¨­ãã¬.

�â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �â¬¥â¨¬, çâ® ®­® ¢¥à­® ¨ ¢ á«ãç ¥ ®¤­®¡ãª¢¥­­®£®  «ä ¢¨â ,
â. ¥. ª®£¤  ã á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤  à®¢­® ®¤¨­ ®¡à §ãîé¨© í«¥¬¥­â. � ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ã «î¡®-
£® ¡¥áª®­¥ç­®£® ¬®­®¨¤  (ª ª®¢ë¬ ¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï áã¯¥à¬®­®¨¤ á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤ ,   â ª¦¥
¡®«ìè¨­áâ¢® ¬®­®¨¤®¢, à áá¬®âà¥­­ëå ¤ «¥¥) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ à ¢­®¬®é­® ¬­®¦¥-
áâ¢ã  â®¬®¢, á¢®¥¬ã á®¡áâ¢¥­­®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã, ¯®áª®«ìªã ¬®¦­® ¯®« £ âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢®
í«¥¬¥­â®¢ ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® ª®­¥ç­ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©, ¢á¥ í«¥¬¥­âë ª®â®àëå áãâì  â®¬ë.
�á®¡¥­­® ¢ ¦¥­ ¤ ­­ë© ä ªâ ¤«ï â¥å ¨§ ®¯¨á ­­ëå ¤ «¥¥ á®¡áâ¢¥­­ëå ¯®¤¬®­®¨¤®¢ áã¯¥à¬®-
­®¨¤ , ª®â®àë¥ ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â £«®¡ «ì­®£® ­ ¤¬®­®¨¤  á ¬¨ ï¢«ïîâáï á¢®¡®¤­ë¬¨ ¬®­®¨¤ ¬¨,
­ ¯à¨¬¥à, ¢ á¢ï§¨ á® áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¬¨ ¢ á«¥¤ãîé¥¬  ¡§ æ¥  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨¬¨ ¯à®¡«¥¬ ¬¨.

�«ï áã¯¥à¬®­®¨¤ ,   â ª¦¥ ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ­¨¦¥ ¥£® ¯®¤¬®­®¨¤®¢4 ¢®§­¨-
ª îâ § ¤ ç¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ï¢«ï¥âáï «¨  â®¬®¬ ­¥ª®â®àë© (§ ¤ ­­ë©) ¥£® í«¥¬¥­â.5

1�«®¢  \¤«ï ¯à®áâ®âë" ¡ë«¨ ã¯®âà¥¡«¥­ë §¤¥áì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®¦¥« ­¨ï¬¨ ([7], á. 31): ¯à¨ à á-
á¬®âà¥­¨¨ áã¯¥à¬®­®¨¤  á ­ã«¥¬ ãá«®¦­ïîâáï â®«ìª® ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ­¥ª®â®àëå ä ªâ®¢, ­® ­¥ ¨å
¤®ª § â¥«ìáâ¢ .

2�à¨ áã¯¥à¬®­®¨¤¥ á ­ã«¥¢ë¬ í«¥¬¥­â®¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. � «¥¥ ¨áª«îç¥­¨¥ ­ã«ï á¯¥æ¨ «ì­®
­¥ ®£®¢ à¨¢ ¥âáï.

3�¡ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ â ª¨å ª®à­¥© ¢ § ¤ ç å â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢ á¬. ¢ ([10], á. 58).
4� á­®áª å íâ®£® à §¤¥«  ¡ã¤¥¬ ã¯®âà¥¡«ïâì ­¥ª®â®àë¥ â¥à¬¨­ë, ª®â®àë¥ áâà®£® ®¯à¥¤¥«¨¬ ¤ «¥¥.
5� ­¥ª®â®àëå ¯®¤¬®­®¨¤ å áã¯¥à¬®­®¨¤  ¬®£ãâ ¡ëâì ¨­â¥à¥á­ë ¨ § ¤ ç¨ ®¯¨á ­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  ¥£®

 â®¬®¢, ¥á«¨ íâ® ¢®§¬®¦­® á¤¥« âì ª ª¨¬-«¨¡® ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¬ á¯®á®¡®¬, â. ¥. ®â«¨ç­ë¬ ®â fA 2 M j
(8B;C 2 (Mn feg)) (A 6= BC)g; §¤¥áì M { ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¬®­®¨¤ . �¥á«®¦­®,
­ ¯à¨¬¥à, ¤®ª § âì, çâ® ¢ á«ãç ¥ ®¤­®¡ãª¢¥­­®£®  «ä ¢¨â  ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤  ¢ â®ç­®áâ¨
á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ï§ëª®¢, á®¤¥à¦ é¨å ®¤­®¡ãª¢¥­­®¥ á«®¢®.
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�®-¢¨¤¨¬®¬ã, íää¥ªâ¨¢­ë¥  «£®à¨â¬ë, ¤ îé¨¥ ®â¢¥âë ­  íâ¨ ¢®¯à®áë, ¡ë«¨ ¡ë ¨­â¥à¥á­ë
¤«ï â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢.1 � ¤ ç¨ ¯®áâà®¥­¨ï â ª¨å  «£®à¨â¬®¢  ¢â®à®¬ ¯®ª  ­¥ à á-
á¬ âà¨¢ «¨áì, á¢ï§ ­­ë¥ ¯à®¡«¥¬ë á¬. ¢ [12], [13].

3. �¥ª®â®àë¥ ­ ¤¬®­®¨¤ë á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤ 

ª ª ¯®¤¬®­®¨¤ë áã¯¥à¬®­®¨¤ 

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ 4 ¢¨¤  ®£à ­¨ç¥­¨© ­  í«¥¬¥­âë áã¯¥à¬®­®¨¤  (®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.1{3.3). �â¨
®£à ­¨ç¥­¨ï ã¦¥ ¡ë«¨ à ­¥¥ ¯à¨¬¥­¥­ë  ¢â®à®¬ ¢ à §«¨ç­ëå § ¤ ç å â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå
ï§ëª®¢ (á¬. ¯®¤à®¡­¥¥ à §¤¥« 7).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.1. �á«¨ ï§ëª L ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬

(9k 2 N) (8u 2 L) (juj < k);

â® ®­ ­ §ë¢ ¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬.

�î¡®© ª®­¥ç­ë© ï§ëª ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬. � ¢ á«ãç ¥ ª®­¥ç­®£®  «ä ¢¨â  � ¢¥à­® ¨
®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥: «î¡®© ®£à ­¨ç¥­­ë© ï§ëª ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­ë¬.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.1. �á«¨ A ¨ B | ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ï§ëª¨, â® AB | â ª¦¥ ®£à ­¨ç¥­­ë©

ï§ëª.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.2. �á«¨ A ¨ B | ¯à¥ä¨ªá­ë¥ ï§ëª¨, â® AB | â ª¦¥ ¯à¥ä¨ªá­ë© ï§ëª.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.2. �á«¨ ï§ëª L ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬

(8� 2 �!) (9u 2 L) (u 2 pref(�));

â® ®­ ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬.2

�â¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ j�j = 1 (¯ãáâì � = fag), â® áãé¥áâ¢ã¥â â®«ìª® ®¤­® !-á«®¢® a! ¨ «î¡®©
­¥¯ãáâ®© ï§ëª ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.3. �á«¨ A ¨ B | ¯®«­ë¥ ï§ëª¨, â® AB | â ª¦¥ ¯®«­ë© ï§ëª.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ !-á«®¢® � 2 �!. � ª ª ª A | ¯®«­ë© ï§ëª, ¯®
®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.2 ¢ë¡¨à ¥¬ ­¥ª®â®à®¥ á«®¢® u 2 A â ª®¥, çâ® u 2 pref(�). �¡®§­ ç¨¬ � = �ju

(â. ¥. � = u�). �¥¯¥àì  ­ «®£¨ç­® à áá¬®âà¨¬ ¯®«ãç¥­­®¥ !-á«®¢® � ¨ ¯®«­ë© ï§ëª B. �ë¡¥à¥¬
­¥ª®â®à®¥ á«®¢® v 2 B â ª®¥, çâ® v 2 pref(�). �§ ¯®á«¥¤­¥£®

uv 2 pref(u�) (â. ¥. uv 2 pref(�)):

�® ¯®áâà®¥­¨î uv 2 AB. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­® ¢ë¡à ­­®£® � 2 �! ãª § ­® ­¥ª®â®à®¥
á«®¢® ï§ëª  AB, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ ï§ëªã pref(�). �âáî¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.2 ¯®«ãç ¥¬, çâ® AB
| ¯®«­ë© ï§ëª.

� «¥¥ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® § ¤ ­­®£® ï§ëª  L � �� ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì !-ï§ëª¨ lim(L) ¨ adh(L).
�à¨¢¥¤¥¬ ¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á®£« á­® [14] (á¬. â ª¦¥ [15]):

lim(L) = f� 2 �! j (8k 2 N) (9u 2 L) (juj > k; u 2 pref(�))g;

adh(L) = f� 2 �! j (8w 2 pref(�)) (9x 2 ��) (wx 2 L)g:

1� ááã¦¤¥­¨ï ® ¡«¨§ª¨å ¯® â¥¬ â¨ª¥ § ¤ ç å ¤«ï ¯à¥ä¨ªá­ëå ¯®¤¬®­®¨¤®¢ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ ([11], £«. 8).
�®§¬®¦­®, ã¤ áâáï ­ ©â¨ á¢ï§ì ¯®¤®¡­ëå ¢®¯à®á®¢ á ¬ â¥à¨ «®¬ ¨§ ([10], x 4.5). � ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ ­¥-
¯à¥ä¨ªá­ëå ¯®¤¬®­®¨¤®¢, ª ª ¡ã¤¥â ¯®ª § ­® ­¨¦¥, «î¡®© ¨§ ­¨å ­¥ ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤­ë¬. �®§­¨ª îâ
§ ¤ ç¨ ®¯¨á ­¨ï ¬­®¦¥áâ¢ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©, ¢ â®¬ ç¨á«¥, ¯®¨áª  ¬¨­¨¬ «ì­® ¢®§¬®¦­ëå
®¯¨á ­¨©.

2�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨ (8� 2 �!) (L \ pref(�) 6= ;).
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�¥á«®¦­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® lim(L) � adh(L), ­®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, lim(L) 6= adh(L). �à®áâ¥©è¨¬
¯à¨¬¥à®¬ ª ¯®á«¥¤­¥¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã ï¢«ï¥âáï ï§ëª L, § ¤ ¢ ¥¬ë© à¥£ã«ïà­ë¬ ¢ëà ¦¥­¨¥¬
a�b, ¤«ï ­¥£® lim(L) = 6o ,   adh(L) = fa!g. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¤«ï !-ï§ëª®¢ lim(L) ¨ adh(L)
¨¬¥îâáï  «ìâ¥à­ â¨¢­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï. � ¯à¨¬¥à, lim(L) ¬®¦­® ®¡®§­ ç âì L á®£« á­® [16] ¨
L� | á®£« á­® [17].

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.3. �á«¨ ï§ëª L ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬
�
8� 2 �!

� ��
L \ pref(�) 6= ;

�
¨«¨

�
� 2 adh(L)

��
; (3)

â® ®­ ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤¯®«­ë¬.

� ª ¨ ¤«ï ¯®«­ëå ï§ëª®¢, ¯à¨ j�j = 1 «î¡®© ­¥¯ãáâ®© ï§ëª ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¯®«­ë¬. �¥-
¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© 3.2 ¨ 3.3 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¯®«­ëå ï§ëª®¢ ï¢«ï¥âáï ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  ¯à¥¤¯®«­ëå. �à¨ íâ®¬ (¢ á«ãç ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤­®¡ãª¢¥­­®£® ¨áå®¤­®£®
 «ä ¢¨â ) ¤ ­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® á®¡áâ¢¥­­®¥; ¯à®áâ¥©è¨¬ ¯®¤â¢¥à¦¤ îé¨¬ íâ®â ä ªâ ¯à¨¬¥-
à®¬, â. ¥. ¯à¨¬¥à®¬ ¯à¥¤¯®«­®£®, ­® ­¥ ¯®«­®£® ï§ëª , ï¢«ï¥âáï ã¦¥ à áá¬®âà¥­­ë© ­ ¬¨ ï§ëª
­ ¤  «ä ¢¨â®¬ fa; bg, § ¤ ¢ ¥¬ë© à¥£ã«ïà­ë¬ ¢ëà ¦¥­¨¥¬ a�b. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¤«ï ®£à -
­¨ç¥­­ëå ï§ëª®¢ ¯®­ïâ¨ï \¯®«­ë©" ¨ \¯à¥¤¯®«­ë©" á®¢¯ ¤ îâ | íâ®â ä ªâ â ª¦¥ á«¥¤ã¥â ¨§
®¯à¥¤¥«¥­¨© 3.2 ¨ 3.3.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.4. �á«¨ A ¨ B | ¯à¥¤¯®«­ë¥ ï§ëª¨, â® AB | â ª¦¥ ¯à¥¤¯®«­ë© ï§ëª.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ !-á«®¢® � 2 �!. �á«¨ ¤«ï íâ®£® � ¢ë¯®«­¥­®
¯¥à¢®¥ ¨§ ãá«®¢¨© (3), â® ®¡®§­ ç¨¬ � = �ju, â. ¥. � = u�. �§ ãá«®¢¨ï ¯à¥¤¯®«­®âë B ¯®«ãç ¥¬,
çâ® ¤«ï ¯®áâà®¥­­®£® �

{ «¨¡® (9v 2 B) (v 2 pref(�)), â®£¤  uv 2 pref(u�), â. ¥. ­¥ª®â®à®¥ á«®¢® uv ¨§ AB ¢å®¤¨â ¢
pref(�);

{ «¨¡® � 2 adh(B), â®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î adh ¯®«ãç ¥¬ � = u� 2 adh(uB) � adh(AB).

�á«¨ ¤«ï ¢ë¡à ­­®£® � ¢ë¯®«­¥­® ¢â®à®¥ ¨§ ãá«®¢¨© (3), â. ¥. � 2 adh(A), â® ¢ë¯®«­ï¥âáï â ª¦¥
� 2 adh(AB), â. ª. adh(A) � adh(AB).

�â ª, ¢® ¢á¥å á«ãç ïå ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.3 ¤«ï !-á«®¢  � ¨ ï§ëª  AB ¢ë¯®«­ï¥âáï.

�¥®à¥¬  3.1. �î¡®© ¨§ ¤¢¥­ ¤æ â¨ ¢ à¨ ­â®¢, ¯®«ãç îé¨åáï ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ (­¥¢ë¯®«-
­¥­¨¨) ª ¦¤®£® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ç¥âëà¥å ®£à ­¨ç¥­¨©:

� à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ï§ëª¨;
� à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ¯à¥ä¨ªá­ë¥ ï§ëª¨;
� à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ¯®«­ë¥ (¯à¥¤¯®«­ë¥) ï§ëª¨,

®¯¨áë¢ ¥â ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤  (¬­®¦¥áâ¢® ï§ëª®¢), ª®â®à®¥ ®¡à §ã¥â ¬®-

­®¨¤ á ®¯¥à æ¨¥© ª®­ª â¥­ æ¨¨ ¨ ¥¤¨­¨æ¥© feg.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 3.1{3.4.

�¯¨è¥¬ á¢ï§ ­­ãî á ¤ ­­ë¬¨ ¬®­®¨¤ ¬¨ ¯à¨­ïâãî ¤ «¥¥ â¥à¬¨­®«®£¨î. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì
®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¯®¤¬®­®¨¤ë áã¯¥à¬®­®¨¤  â®¦¥ ­ ¤¬®­®¨¤ ¬¨ á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤ , ®¡ï§ â¥«ì­®
¤®¡ ¢«ïï ¯à¨ íâ®¬ ­ §¢ ­¨ï ¨å ¬­®¦¥áâ¢ ï§ëª®¢,1 ­ ¯à¨¬¥à, ¯à¥¤¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤ , ®£à ­¨-
ç¥­­ë© ¯à¥ä¨ªá­ë© ¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤ ¨ â. ¯. � ¬¥â¨¬, çâ® ®£à ­¨ç¥­­ë© ¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤
ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬®­®¨¤®¬ ¯à¥¤¯®«­®£® ­ ¤¬®­®¨¤  ¨ â. ¯.

�à¥ä¨ªá­ë¬¨ ­ ¤¬®­®¨¤ ¬¨ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯à¥ä¨ªá­ë© ­ ¤-
¬®­®¨¤ ¨ ¥£® ¯®¤¬®­®¨¤ë: ¯à¥ä¨ªá­ë© ¯à¥¤¯®«­ë©, ®£à ­¨ç¥­­ë© ¯à¥ä¨ªá­ë© ¨ ¤à.;  ­ «®£¨ç-
­®, ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ­ ¤¬®­®¨¤ë, ¯à¥ä¨ªá­ë¥ ¯à¥¤¯®«­ë¥ ­ ¤¬®­®¨¤ë ¨ â. ¯.

1�® ¥áâì § ¬¥­ïï ­ §¢ ­¨¥ \£«®¡ «ì­ë©", ¯®áª®«ìªã, ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ ¢ëè¥¨§«®¦¥­­®£®, ­¨ £«®¡ «ì­ë©
­ ¤¬®­®¨¤, ­¨ ª ª®©-«¨¡® ¨§ ¢­®¢ì ¢¢¥¤¥­­ëå ®¡ê¥ªâ®¢, ­ ¤¬®­®¨¤®¬ á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤  ­¥ ï¢«ï¥âáï.
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�¨¦¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯®¤¬®­®¨¤ ¬¨ â®«ìª® ®¯¨á ­­ë¥ ­ ¬¨ ¯®¤¬®­®¨¤ë áã¯¥à¬®­®¨¤ 
á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤  | íâ® ®¡«¥£ç¨â ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ­¥ª®â®àëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨©. � ª ¨ à ­¥¥, ­ã«ì
áã¯¥à¬®­®¨¤  ¨ ¥£® ¯®¤¬®­®¨¤®¢ | ï§ëª 6o | ­¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï, í«¥¬¥­â®¬ ¯®¤¬®­®¨¤®¢ ­¥
áç¨â ¥âáï.

�¯à¥¤¥«¨¬ ¥é¥ ®¤­ã £àã¯¯ã â¥à¬¨­®¢. \�¥¯à¥ä¨ªá­ë¬¨" ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â¥ ¯®¤¬®­®¨¤ë, ¢
ª®â®àëå ­¥ ­ «®¦¥­® ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¯à¥ä¨ªá­®áâ¨. � ª®¥ ­ §¢ ­¨¥ ãá«®¢­®, â. ª. ®âáãâáâ¢¨¥ ®£à -
­¨ç¥­¨ï ¯à¥ä¨ªá­®áâ¨ ­¥ ®§­ ç ¥â, çâ® í«¥¬¥­â ¬¨ ­ ¤¬®­®¨¤  ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥ä¨ªá­ë¥ ï§ë-
ª¨, ¯®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ ¢á¥£¤  ¢ ¯®¤®¡­ëå á«ãç ïå áâ ¢¨âì ª ¢ëçª¨. �­ «®£¨ç­® ¢ëè¥¨§«®¦¥­­®¬ã
¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì \­¥®£à ­¨ç¥­­ë¥ ­¥¯®«­ë¥" ­ ¤¬®­®¨¤ë ¨ â. ¯.

4. �¯¨á ­¨¥ ­¥á®¢¯ ¤ îé¨å ¯®¤¬®­®¨¤®¢

�¯¨è¥¬ ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­ ¬¨ ¯®¤¬®­®¨¤ë áã¯¥à¬®­®¨¤  (ª ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥­® ¢ëè¥, ­¥ ¢á¥
¨§ ¤¢¥­ ¤æ â¨ ¢ à¨ ­â®¢ ®£à ­¨ç¥­¨© ®¯à¥¤¥«ïîâ à §«¨ç­ë¥ ¬®­®¨¤ë). �­ ç «  à áá¬®âà¨¬
¯à®áâ¥©è¨© á«ãç ©, ª®£¤   «ä ¢¨â � á®¤¥à¦¨â à®¢­® ®¤­ã ¡ãª¢ã, â. ¥. ã ¨áå®¤­®£® á¢®¡®¤­®£®
¬®­®¨¤  â®«ìª® ®¤¨­  â®¬.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 4.1. �ãáâì j�j = 1. �®£¤  ã áã¯¥à¬®­®¨¤  ¨¬¥¥âáï ¤¢  à §«¨ç­ëå á®¡áâ¢¥­-
­ëå ¯®¤¬®­®¨¤ : ¯à¥ä¨ªá­ë© ¨ ®£à ­¨ç¥­­ë©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á«ãç ¥ j�j = 1 ¨¬¥¥âáï â®«ìª® ®¤­® !-á«®¢®, ¯®íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®«-
­ëå ¨ ¯à¥¤¯®«­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ ­¥ ¨¬¥îâ á¬ëá«  | «î¡®© ­¥¯ãáâ®© ï§ëª ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬.
�à®¬¥ â®£®, «î¡®© ï§ëª | í«¥¬¥­â ¯à¥ä¨ªá­®£® ­ ¤¬®­®¨¤  | á®¤¥à¦¨â à®¢­® ®¤­® á«®¢®,
¯®íâ®¬ã ¯®á«¥¤­¨© ­ ¤¬®­®¨¤ á®¢¯ ¤ ¥â á ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ¯à¥ä¨ªá­ë¬.

� áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ á«®¦­ë© á«ãç ©. �ãáâì ¨áå®¤­ë© á¢®¡®¤­ë© ¬®­®¨¤ á®¤¥à¦¨â ¯® ªà ©­¥©
¬¥à¥ ¤¢   â®¬ : a ¨ b. �¥à¥¤ ä®à¬ã«¨à®¢ª ¬¨ â¥®à¥¬ ® ª®«¨ç¥áâ¢¥ à §«¨ç­ëå ¯®¤¬®­®¨¤®¢ ¢
á«ãç ¥ ª®­¥ç­®£® ¨ ¡¥áª®­¥ç­®£®  «ä ¢¨â®¢ � ®¯¨è¥¬ ¢á¥ ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­ ¬¨ ¯®¤¬®­®¨¤ë. �«ï
íâ®£®, à áá¬ âà¨¢ ï ª ¦¤ë© ¯®¤¬®­®¨¤ (¯ãáâì M),

{ «¨¡® ¤®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®¡ ®âáãâáâ¢¨¨ ¢ M í«¥¬¥­â®¢, ­¥ ¢å®¤ïé¨å ¢ ª ª®©-â®
ª®­ªà¥â­ë© ¯®¤¬®­®¨¤ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® M (¯ãáâì M1), â. ¥. ® á®¢¯ ¤¥­¨¨ M á M1;

{ «¨¡® ãª ¦¥¬ ®¤¨­ í«¥¬¥­â M, ­¥ ¢å®¤ïé¨© ­¨ ¢ ®¤¨­ ¨§ ¥£® ¯®¤¬®­®¨¤®¢ (¯à¨ íâ®¬ ¤®-
ª § â¥«ìáâ¢  \­¥¢å®¦¤¥­¨ï", ª ª ¯à ¢¨«®, ¡ã¤ãâ ®¯ãáª âìáï, â. ª. ¡ã¤ãâ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®
á«¥¤®¢ âì ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨©).1

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 4.2. �î¡®© ®£à ­¨ç¥­­ë© ¯à¥¤¯®«­ë© ï§ëª ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë© ®£à ­¨ç¥­­ë© ¯à¥¤¯®«­ë© ï§ëª L. �«ï ­¥ª®â®-
à®£® � 2 �! ãá«®¢¨¥ � 2 adh(L) ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¬­®¦¥áâ¢  adh ¢«¥ç¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¢ ï§ëª¥
L áª®«ì ã£®¤­® ¤«¨­­®£® ¯à¥ä¨ªá  íâ®£® �. �®íâ®¬ã ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¯à¥¤¯®«­®£® ï§ëª  3.3 ¤«ï
«î¡®£® !-á«®¢  � ¢®§¬®¦­® â®«ìª® ãá«®¢¨¥

(9u 2 L) (u 2 pref(�));

®âáî¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.2 § ª«îç ¥¬, çâ® ï§ëª L ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬.

�®ª § ­­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì â ª¦¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ®¡  ®£à ­¨-
ç¥­­ëå ¯à¥¤¯®«­ëå ­ ¤¬®­®¨¤  á®¢¯ ¤ îâ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¨¬ ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ ¯®«­ë-
¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­¥ ¨¬¥¥â á¬ëá«  £®¢®à¨âì ®¡ ®£à ­¨ç¥­­®¬ ¯à¥¤¯®«­®¬ ¨ ®£à ­¨ç¥­­®¬
¯à¥ä¨ªá­®¬ ¯à¥¤¯®«­®¬ ­ ¤¬®­®¨¤ å.

1�â¬¥â¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ä ªâë. �®-¯¥à¢ëå, ¯®¤¬®­®¨¤ ¬¨ ¯à¥¤¯®«­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ áç¨â îâáï ¨ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®«­ë¥ (â. ¥. ¯®«­ë¥, ¨¬¥îé¨¥ â ª¨¥ ¦¥ ®áâ ¢è¨¥áï ®£à ­¨ç¥­¨ï). �®-¢â®àëå, ­¥ª®â®àë¥
¨§ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ­¨¦¥ ¯à¨¬¥à®¢ ¯®¤å®¤ïâ ª ª ¤«ï ¤¢ãå¡ãª¢¥­­®£®  «ä ¢¨â , â ª ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå
 «ä ¢¨â®¢, á®¤¥à¦ é¨å ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¤¢¥ ¡ãª¢ë. �áâ ¢è¨¥áï ¯à¨¬¥àë (¢ ª®â®àëå ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¡ã-
ª¢  b) «¥£ª® ®¡®¡é îâáï ­  íâ®â á«ãç ©, ­ ¯à¨¬¥à, ¯ãâ¥¬ § ¬¥­ë ¢ ï§ëª å ®¡®¡é¥­­ëå à¥£ã«ïà­ëå
¢ëà ¦¥­¨© ¡ãª¢ë b ­  ¬­®¦¥áâ¢ , á®¤¥à¦ é¨¥ ¢á¥ ¡ãª¢ë (¢á¥ ®¤­®¡ãª¢¥­­ë¥ á«®¢ ), ªà®¬¥ a.
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�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 4.3. �î¡®© ¯à¥ä¨ªá­ë© ¯®«­ë© ï§ëª ­ ¤ ª®­¥ç­ë¬  «ä ¢¨â®¬ ï¢«ï¥âáï

®£à ­¨ç¥­­ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¯à®â¨¢­®¥, â. ¥. ¯ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ª®â®àë© ¯à¥ä¨ªá­ë©
¯®«­ë© ï§ëª L, ­¥ ï¢«ïîé¨©áï ®£à ­¨ç¥­­ë¬. � [14] (æ¨â¨àã¥âáï ¯® [15]) ¤®ª § ­® á«¥¤ãî-
é¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥: \ã «î¡®£® ­¥®£à ­¨ç¥­­®£® ï§ëª  L ¬­®¦¥áâ¢® adh(L) ­¥¯ãáâ®" (¯à¨ íâ®¬
¢ ®¡¥¨å à ¡®â å à áá¬ âà¨¢ «¨áì â®«ìª® ª®­¥ç­ë¥  «ä ¢¨âë, ¨ ­¥®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ ï¢«ïîâáï
¢á¥ ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ï§ëª¨ ¨ â®«ìª® ®­¨). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥¬ à áá¬®âà¥âì ­¥ª®â®à®¥ !-á«®¢®
� 2 adh(L). �¢¨¤ã Pr(L) ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï adh ï§ëª L ­¥ á®¤¥à¦¨â ­¨ ®¤­®£® á«®¢  ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ 
pref(�). �âáî¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.2 ¯®«­®£® ï§ëª  § ª«îç ¥¬, çâ® L ¯®«­ë¬ ­¥ ï¢«ï¥âáï, ¨
¯®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â ¤ ­­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�®-¤àã£®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 4.3 ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨  «ä ¢¨â ª®-
­¥ç¥­, â® ¯à¥ä¨ªá­ë© ¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤ á®¢¯ ¤ ¥â á ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ¯à¥ä¨ªá­ë¬ ¯®«­ë¬. �â-
¬¥â¨¬ § à ­¥¥, çâ® ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ïå 4.2 ¨ 4.3 ¡ë«¨ à áá¬®âà¥­ë ã¦¥ ¢á¥ á«ãç ¨ ¯®¤®¡­®£® \á®-
¢¯ ¤¥­¨ï", â. ¥. ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ ¯®¤¬®­®¨¤ë, ªà®¬¥ ã¯®¬ï­ãâëå ¢ íâ¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨ïå, ®â«¨ç­ë
®â «î¡®£® ¨§ á¢®¨å ¯®¤¬®­®¨¤®¢.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 4.4. � ¤ ¡¥áª®­¥ç­ë¬  «ä ¢¨â®¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥ä¨ªá­ë© ¯®«­ë© ï§ëª, ­¥

ï¢«ïîé¨©áï ®£à ­¨ç¥­­ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì § ¤ ­  «ä ¢¨â � =
S
i2N

ai (­ ¤  «ä ¢¨â®¬ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­®© ¬®é-

­®áâ¨ ¯à¨¬¥à ï§ëª  áâà®¨âáï  ­ «®£¨ç­®). �«ï ª ¦¤®£® i 2 N ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥
á«®¢  ¨ ï§ëª¨ ui = (ai)i, Li = opref(ui) n feg, â. ¥.

Li =
n
ai; aiai; aiaiai; : : : ; ai : : : ai| {z }

i�1 à §

o
:

� «¥¥, ¯ãáâì L0 =
S
i2N

fuig � �, L00 =
S
i2N

Li �
�
� n faig

�
. �áª®¬ë¬ ï¢«ï¥âáï ï§ëª L = L0 [ L00.

�à¥ä¨ªá­®áâì ¨ ­¥®£à ­¨ç¥­­®áâì L ®ç¥¢¨¤­ë; ¯®ª ¦¥¬, çâ® L ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬. �«ï íâ®£®
à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ !-á«®¢® � = b1b2 : : : 2 �!. �®§¬®¦­ë ¤¢  ¢ à¨ ­â .

1) �ãáâì ¢á¥ ¡ãª¢ë !-á«®¢  � ®¤¨­ ª®¢ë, â. ¥. ¯ãáâì � = (an)! ¤«ï ­¥ª®â®à®£® n 2 N. �®£¤ 
un = (an)n, §­ ç¨â, ¯® ¯®áâà®¥­¨î (an)n+1 2 Ln � L0 � L. � ª¨¬ ®¡à §®¬, (an)n+1 |
âà¥¡ã¥¬®¥ á«®¢® ï§ëª  L, ï¢«ïîé¥¥áï ¯à¥ä¨ªá®¬ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® !-á«®¢  �.

2) �ãáâì ¢ !-á«®¢¥ � ­ ©¤ãâáï å®âï ¡ë ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥ ¡ãª¢ë. �®£¤  ¢ë¡¥à¥¬ n 2 N0 â ª,
çâ®¡ë b1 = � � � = bn, ­® bn 6= bn+1, b1 2 �. �ãáâì b1 = � � � = bn = ak. �®§¬®¦­ë âà¨ á«ãç ï:

{ ¥á«¨ n < k, â® á«®¢® (ak)nbn+1 ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  pref(�) ¯® ¯®áâà®¥­¨î ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
ï§ëªã L00 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, L;

{ ¥á«¨ n = k, â® â ª®¥ ¦¥ á«®¢® (ak)nbn+1 ¯® ¯®áâà®¥­¨î ¯à¨­ ¤«¥¦¨â L0 � L;
{ ¥á«¨ ¦¥ n > k, â® ï§ëªã L0 � L ¯à¨­ ¤«¥¦¨â á«®¢® (ak)k+1.

�â ª, ¢® ¢á¥å á«ãç ïå ¯®ª § «¨, çâ® ï§ëª L \ pref(�) ­¥¯ãáâ, â. ¥. L ¯®«­ë©.

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥àë ª ¯®á«¥¤­¨¬ âà¥¬ á«ãç ï¬ ¤®ª § ­­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï. �ãáâì ¢áî¤ã k = 4,
bn+1 = a9 ¨ bn+2bn+3 : : : = 
 2 �!. � áá¬®âà¨¬ à §«¨ç­ë¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¤«ï n:

1) ¯ãáâì n = 3 < k, â®£¤  � = a4a4a4a9
; ¨áª®¬ë¬ ï¢«ï¥âáï á«®¢® a4a4a4a9 2 L00;
2) ¯ãáâì n = 4 = k, â®£¤  � = (a4)4a9
; ¨áª®¬®¥ á«®¢® | (a4)4a9 2 L0;
3) ¯ãáâì n = 5 > k, â®£¤  � = (a4)5a9
; ¨áª®¬®¥ á«®¢® | (a4)5 2 L0.

�®ª § ­­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4.3 ¨ 4.4 ®¯¨áë¢ «¨ ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¥ á«ãç ¨ á®¢¯ ¤¥­¨ï (­¥á®¢¯ -
¤¥­¨ï) ¬®­®¨¤  á® á¢®¨¬ ¯®¤¬®­®¨¤®¬. �áá«¥¤®¢ ­¨¥ ®áâ «ì­ëå ¬®­®¨¤®¢ §­ ç¨â¥«ì­® ¯à®é¥,
¨, ª ª ¡ë«® áª § ­® ¢ëè¥, ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á«®¦­®áâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®, çâ® ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥
¤ «¥¥ ¯à¨¬¥àë ï§ëª®¢ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¯®áâ ¢«¥­­ë¬ ãá«®¢¨ï¬. �â ª, ¯®á«¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 4.2{4.4 ¬®¦¥¬ ®¯¨á âì ¢á¥ áãé¥áâ¢ãîé¨¥ ¯®¤¬®­®¨¤ë.
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�®¤¬®­®¨¤ë ¡ã¤ãâ ã¯®àï¤®ç¥­ë ¯® ®¡é¥¬ã ª®«¨ç¥áâ¢ã ­ «®¦¥­­ëå ®£à ­¨ç¥­¨© (®â 0 ¤® 3).
�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡é¥­­ëå à¥£ã«ïà­ëå ¢ëà ¦¥­¨© á®£« á®¢ ­® á ([18], x 6). �áî¤ã ¡ã¤ãâ ®¯ãá-
ª âìáï á«®¢  \­¥ ¢å®¤¨â ­¨ ¢ ®¤¨­ ¯®¤¬®­®¨¤ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¬®­®¨¤ ", ®â­®áïé¨¥áï ª ¯à¨-
¢®¤¨¬ë¬ ¯à¨¬¥à ¬ ï§ëª®¢.

�®¤¬®­®¨¤ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨©

1. �®¡áâ¢¥­­® £«®¡ «ì­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. �§ëª § ¤ ¥âáï à¥£ã«ïà­ë¬ ¢ëà ¦¥­¨¥¬ a�.

�®¤¬®­®¨¤ë á ®¤­¨¬ ®£à ­¨ç¥­¨¥¬

2. �£à ­¨ç¥­­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. �§ëª fa; aag.
3. �à¥ä¨ªá­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. �§ëª § ¤ ¥âáï ®¡®¡é¥­­ë¬ à¥£ã«ïà­ë¬ ¢ëà ¦¥­¨¥¬ a+b.
4. �à¥¤¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. �§ëª § ¤ ¥âáï ®¡®¡é¥­­ë¬ à¥£ã«ïà­ë¬ ¢ëà ¦¥­¨¥¬ b�.
5. �®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. �®«­ë© ï§ëª ��.

�®¤¬®­®¨¤ë á ¤¢ã¬ï ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨

6. �£à ­¨ç¥­­ë© ¯à¥ä¨ªá­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. �§ëª fa; bag.
7. �£à ­¨ç¥­­ë© ¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. �§ëª fe; ag.
8. �à¥ä¨ªá­ë© ¯à¥¤¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. �§ëª § ¤ ¥âáï à¥£ã«ïà­ë¬ ¢ëà ¦¥­¨¥¬ a�b.
9. �à¥ä¨ªá­ë© ¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤ (­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ¯à¥ä¨ªá­ë¬ ¯®«­ë¬ â®«ì-

ª® ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«   â®¬®¢ ¨áå®¤­®£® á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤ ). �¬. ¯à¨¬¥à ï§ëª  (L),
¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4.4.

�®¤¬®­®¨¤ á âà¥¬ï ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨

10. �£à ­¨ç¥­­ë© ¯à¥ä¨ªá­ë© ¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤. � íâ®£® ¬®­®¨¤  ­¥â ¯®¤¬®­®¨¤®¢, ®¯à¥-
¤¥«¥­­ëå ¢ëè¥, ¨ ¯à¨¬¥à ï§ëª  (fa; bg) ­ã¦¥­ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯®ª § âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¥£®
 â®¬®¢ ­¥¯ãáâ®.

5. �¢®¡®¤­ë¥ ¯®¤¬®­®¨¤ë

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 5.1. �à¥¤¨ ®¯¨á ­­ëå ¯®¤¬®­®¨¤®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤  á¢®¡®¤­ë¬¨ ¬®­®¨¤ ¬¨

ï¢«ïîâáï ¢á¥ ¯à¥ä¨ªá­ë¥ ­ ¤¬®­®¨¤ë, ¯à¨ç¥¬ â®«ìª® ®­¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ «î¡®© ¨§ ¯à¥ä¨ªá­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢. �ãáâì M | ¬­®¦¥áâ¢®
¥£® í«¥¬¥­â®¢. �®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥®à¥¬®© 6.1 ¨§ ([8], x 6.6) ¨ ¯®ª ¦¥¬ ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© (i),
(ii) ¨ (iii) íâ®© â¥®à¥¬ë: (i) ®ç¥¢¨¤­®; (ii) ¤®ª §ë¢ ¥¬, ¢ë¡¨à ï ¢ ª ç¥áâ¢¥ X ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢
¯à¥ä¨ªá­®£® ­ ¤¬®­®¨¤  fA 2 M j (8B;C � M) (A 6= BC)g; (iii) á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.2
¤ ­­®© áâ âì¨.

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ª ª®©-­¨¡ã¤ì ¨§ \­¥¯à¥ä¨ªá­ëå" ­ ¤¬®­®¨¤®¢. �«ï «î¡®£® ¨§ ­¨å ¢®§-
¬®¦­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, á®¢¯ ¤ îé¥¥ á ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2.1, ¯®áª®«ìªã, ª ª ­¥-
á«®¦­® ã¡¥¤¨âìáï, í«¥¬¥­âë áã¯¥à¬®­®¨¤  (ï§ëª¨) A ¨ B, ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ ãª § ­­®¬ ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢¥ (á¬. (2)), ï¢«ïîâáï í«¥¬¥­â ¬¨ ª ¦¤®£® ¨§ à ­¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­­ëå \­¥¯à¥ä¨ªá­ëå"
­ ¤¬®­®¨¤®¢.

6. � ¬®é­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ í«¥¬¥­â®¢ ¯®¤¬®­®¨¤®¢

� ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ á ¯®¬®éìî ­¥á«®¦­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 6.1 ¨ 6.2 ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬®é­®áâ¨ ¬­®-
¦¥áâ¢ í«¥¬¥­â®¢ ­ ¤¬®­®¨¤®¢ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ç¨á«®  â®¬®¢ ¨áå®¤­®£® á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤  ª®-
­¥ç­®. �â¬¥â¨¬, çâ® ã ª ¦¤®£® ¡¥áª®­¥ç­®£® ¬®­®¨¤  ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢®
 â®¬®¢ à ¢­®¬®é­ë, ¯®íâ®¬ã ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ïå ® ¬®é­®áâ¨ ¬®¦¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì «î¡®¥ ¨§ íâ¨å
¬­®¦¥áâ¢.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 6.1. �ãáâì j�j = 1. �®£¤  ¬®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢   â®¬®¢ ¯®¤¬®­®¨¤®¢ áã-

¯¥à¬®­®¨¤ 

{ ã ¯à¥ä¨ªá­®£® à ¢­  1;
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{ ã ®£à ­¨ç¥­­®£® áç¥â­ ï;
{ ã áã¯¥à¬®­®¨¤  ¨¬¥¥â ¬®é­®áâì ª®­â¨­ãã¬ .

� á«ãç ¥ ®¤­®¡ãª¢¥­­®£®  «ä ¢¨â  ­¥á«®¦­® â ª¦¥ ®¯¨á âì ¬­®¦¥áâ¢   â®¬®¢ | íâ® ¬®¦-
­® áç¨â âì ®¤­¨¬ ¨§ ¢®§¬®¦­ëå ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.1. �â ª, ¯ãáâì � = fag. �®£¤ 

{ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©  â®¬ ¯à¥ä¨ªá­®£® ­ ¤¬®­®¨¤  | fag;
{  â®¬ ¬¨ ®£à ­¨ç¥­­®£® ­ ¤¬®­®¨¤  ï¢«ïîâáï ¢á¥ ª®­¥ç­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ï§ëª  fag�,
á®¤¥à¦ é¨¥ a;

{  â®¬ ¬¨ áã¯¥à¬®­®¨¤  ï¢«ïîâáï ¢á¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  íâ®£® ¦¥ ï§ëª  fag�, â ª¦¥ á®¤¥à-
¦ é¨¥ á«®¢® a

(¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î  â®¬®¬ ­¥ ï¢«ï¥âáï feg | ¥¤¨­¨æ  áã¯¥à¬®­®¨¤  ª ª ¬®­®¨¤ ).

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 6.2. �ãáâì 1 < j�j < ! (â. ¥. ã ¨áå®¤­®£® á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤  ª®­¥ç­®¥ ç¨á«®
 â®¬®¢, ¡®«ìè¥¥ 1). �®£¤  ¬®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ¯®¤¬®­®¨¤®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤ 

{ ã ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­­ëå áç¥â­ ï;
{ ã ¢á¥å ­¥®£à ­¨ç¥­­ëå ¨¬¥¥â ¬®é­®áâì ª®­â¨­ãã¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ª ¦¤®£® ¨§ ®£à ­¨ç¥­­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®, ¯®-
áª®«ìªã, á ®¤­®© áâ®à®­ë, ¢á¥ íâ¨ ­ ¤¬®­®¨¤ë ¡¥áª®­¥ç­ë (­ ¯à., ®£à ­¨ç¥­­ë© ¯à¥ä¨ªá­ë©
¯®«­ë© ­ ¤¬®­®¨¤ á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ï§ëª¨ ¢¨¤  � i), á ¤àã£®© áâ®à®­ë, j��j = !,   ¢ ¤ ­­®¬ á«ã-
ç ¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ â®«ìª® ª®­¥ç­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  (ª®­¥ç­®áâì à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢
á«¥¤ã¥â ¨§ ¨å ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨, ¯®áª®«ìªã j�j < !). �ç¥¢¨¤­® â ª¦¥, çâ® ¬®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢ 
í«¥¬¥­â®¢ ª ¦¤®£® ¨§ ­¥®£à ­¨ç¥­­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¬®é­®áâ¨ ª®­â¨­ãã¬ . �®-
ª ¦¥¬, çâ® ®­  ¨ ­¥ ¬¥­ìè¥.

�«ï íâ®£® ã ¬­®¦¥áâ¢ í«¥¬¥­â®¢ ª ¦¤®£® ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ¢ à §¤¥«¥ 4 ­¥®£à ­¨ç¥­­ëå
­ ¤¬®­®¨¤®¢ ¯à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥àë ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ­ã¦­®© ­ ¬ ¬®é­®áâ¨ | á¯¥æ¨ «ì­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ 
ï§ëª®¢. �ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ­ã¬¥à æ¨î ¯®¤¬®­®¨¤®¢ ¨§ à §¤¥«  4.

�ãáâì § ¤ ­­ë©  «ä ¢¨â � á®¤¥à¦¨â ¡ãª¢ë a ¨ b. �à¥¤áâ ¢¨¬ ¢®§¬®¦­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ï§ë-
ª®¢:

1) ¢á¥ ï§ëª¨, â. ¥. ¢á¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ��;
4, 5) ¬­®¦¥áâ¢® ï§ëª®¢, á®¤¥à¦ é¨å ¢á¥ ®¤­®¡ãª¢¥­­ë¥ á«®¢ ;
3, 8) ¢á¥ ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ï§ëª , § ¤ ­­®£® à¥£ã«ïà­ë¬ ¢ëà ¦¥­¨¥¬ a�b.

�®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®, çâ® ãª § ­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ï§ëª®¢ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ âà¥¡ã¥¬ë¬ ãá«®¢¨ï¬,
­¥á«®¦­ë.

7. �®¤¬®­®¨¤ë áã¯¥à¬®­®¨¤ 

¢ § ¤ ç å â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢

� à §¤¥«¥ 2 ã¦¥ ¡ë«¨ ¯à¨¢¥¤¥­ë ­¥ª®â®àë¥ ááë«ª¨ ­  ¢®§¬®¦­ë¥ ¯à¨¬¥àë ¯à¨¬¥­¥­¨ï
á¢®©áâ¢ áã¯¥à¬®­®¨¤  á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤  ¢ § ¤ ç å â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢. � ¯®¤¬®­®¨¤ë
áã¯¥à¬®­®¨¤ , ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ëè¥, ¯à¨¬¥­ïîâáï ¢ ¯®¤®¡­ëå § ¤ ç å ¢ â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ­  ¨á-
¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  á«®¢ ­ ª« ¤ë¢ îâáï á¯¥æ¨ «ì­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï, ­ ¯à¨¬¥à, ®âà ¦ îé¨¥
á¢®©áâ¢  à¥ «ì­ëå ï§ëª®¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï. �à¨¢¥¤¥¬ ááë«ª¨ ­  ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ª®­ªà¥â­ëå
¯®¤¬®­®¨¤®¢.

� ¬®¥ ¢ ¦­®¥ (á â®çª¨ §à¥­¨ï  ¢â®à ) ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥: ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¢ ¡¥á-
ª®­¥ç­®áâ¨ ([1], [2], [12], [13]) | íâ® ¡¨­ à®¥ ®â­®è¥­¨¥, § ¤ ­­®¥ ­  í«¥¬¥­â å à §«¨ç­ëå
­ ¤¬®­®¨¤®¢.1 �¥®à¨ï, ¨§«®¦¥­­ ï ¢ [2], ä ªâ¨ç¥áª¨ ¤ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì á¢¥¤�¥­¨ï ¬­®£¨å § ¤ ç ¢
¯à¥ä¨ªá­ëå ­ ¤¬®­®¨¤ å ª  ­ «®£¨ç­ë¬ § ¤ ç ¬ ¢ ¯à¥ä¨ªá­ëå ¯®«­ëå ­ ¤¬®­®¨¤ å . � áâ­ë©
á«ãç © ¯®á«¥¤­¥£®: § ¤ ç¨ ¢ ®£à ­¨ç¥­­ëå ¯à¥ä¨ªá­ëå ­ ¤¬®­®¨¤ å á¢®¤ïâáï ª  ­ «®£¨ç­ë¬ ¢
®£à ­¨ç¥­­ëå ¯à¥ä¨ªá­ëå ¯®«­ëå ­ ¤¬®­®¨¤ å . � ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ëè¥, íâ® ¤¥« ¥âáï ¯ãâ¥¬
¯®áâà®¥­¨ï á¯¥æ¨ «ì­ëå ¨­¢¥àá­ëå ¬®àä¨§¬®¢.

1� ¯à¨¬¥à, ®£à ­¨ç¥­­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ | ¢ á«ãç ¥ ª®­¥ç­®£®  «ä ¢¨â  � ¨ â.¯.
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�¤­ ª® ¢ ®â¤¥«ì­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨ïå áâ âì¨ [2] âà¥¡ã¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ¯à¨¬¥­¥­¨ï ­¥ª®â®àëå
¨§ ¤®ª § ­­ëå á¢®©áâ¢ ¨ ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®­¥ç­®£®  «ä ¢¨â  �, å®âï ¯à¨ íâ®¬ ¤®áâ â®ç­® ¡ë«®
à áá¬ âà¨¢ âì ¯®¤¬®­®¨¤ë ®£à ­¨ç¥­­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ { ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¯à¥ä¨ªá­ë¥.

�«ï ¤ «ì­¥©è¥£® ¯à¨¢¥¤¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨§ à ¡®â [1], [2]. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® (¢®§-
¬®¦­®, ¡¥áª®­¥ç­®£®)  «ä ¢¨â  � à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ à¥ªãàà¥­â­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ 
¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¯à¥ä¨ªá­ëå ª®¤®¢ ­ ¤ � (¯à¨¬¥­¥­¨¥ â ª®£® ­ §¢ ­¨ï ¤«ï á«ãç ï ª®­¥ç­ëå  «-
ä ¢¨â®¢ á®£« á®¢ ­® á â¥à¬¨­®«®£¨¥© â¥®à¨¨ ª®¤¨à®¢ ­¨ï á¬. [10], £«. 4 ¨ ¤à.). �ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì
®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ï§ëª®¢ ç¥à¥§ mp(�).

�ç¨â ¥¬, çâ® � 2 mp(�). �«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå C 2 mp(�) ¨ B � C ¯®« £ ¥¬ (C n B) [ B� 2
mp(�). � ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨  «ä ¢¨â � ª®­¥ç¥­, â®

{ ¯à¨¢¥¤¥­­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® § ¤ ¥â ª®¤ë, ï¢«ïîé¨¥áï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬¨ ¨
¯à¥ä¨ªá­ë¬¨; íâ® «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ¤«¨­¥ ¬ ªá¨¬ «ì­®£® á«®¢  ¢ ï§ë-
ª¥, ¯®áª®«ìªã á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® A 2 mp(�) ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï
Pr(A) ¨ ci(A) = 1;1

{ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¤®áâ â®ç­® ¤®¯ãáª âì â®«ìª® á«ãç © jBj = 1.

�á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® D â ª®¢®, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® C 2 mp(�) ¢ë¯®«­¥­® ¢ª«îç¥­¨¥ C � D, â®
¡ã¤¥¬ ¯¨á âì D 2 mp + (�). �á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ï§ëª  A 2 � ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ C 2 mp(�A)
¨«¨ D 2 mp + (�A) ¤«ï ï§ëª®¢ C 0 = hA(C) ¨«¨ D0 = hA(D) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, â® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì
C 0 2 mp(A) ¨«¨ D0 2 mp + (A) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � ¦­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ á«ãç ¥ A = � (¯à¨ íâ®¬
¬®¦­® áç¨â âì, çâ® � = �A) ­¥¤®à §ã¬¥­¨© ­¥ ¢®§­¨ª ¥â: ¤¢  à §­ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¨¬¥îé¨¥áï
¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï ¬­®¦¥áâ¢  ï§ëª®¢ mp(�), ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨ à ¢­®á¨«ì­ë, â. ¥. ®¯à¥¤¥«ïîâ
®¤­¨ ¨ â¥ ¦¥ ¬­®¦¥áâ¢ ; â® ¦¥ á ¬®¥ ¤«ï mp + (�).

�¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ª®¬¬ãâ¨à®¢ ­¨ï ¢ £«®¡ «ì­®¬ ­ ¤¬®­®¨¤¥,   â ª¦¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨
¤®áâ â®ç­ë¥ ¢ ¥£® ¯à¥ä¨ªá­®¬ ¯®¤¬®­®¨¤¥, ¡ë«¨ à áá¬®âà¥­ë ¢ [1]. �®ª § ­®, ­ ¯à¨¬¥à, çâ®
¤«ï ®¡®¨å ãª § ­­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ § ¤ ç¨ ¯à®¢¥àª¨ ãá«®¢¨© ª®¬¬ãâ¨à®¢ ­¨ï â ª¦¥ á¢®¤ïâáï ª  ­ -
«®£¨ç­ë¬ § ¤ ç ¬ ¢ ¨å ¯®«­ëå ¯®¤¬®­®¨¤ å. �«£®à¨â¬ ¯à®¢¥àª¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®¡é¥£® ª®à­ï
¤¢ãå ï§ëª®¢ ¨ ¥£® ¯®áâà®¥­¨ï «¥£ª® ®¯¨áë¢ ¥âáï ­  ®á­®¢¥ ­¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®¡é¥£®  «£®à¨â¬ 
¨§ [12] (á¬. â ¬ § ¬¥ç ­¨¥ ª â¥®à¥¬¥ 1), ¯®áª®«ìªã ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® n à ¢¥­áâ¢® A = Bn

| ç áâ­ë© á«ãç © ãá«®¢¨ï A 2 mp(B).
�à ªâ¨ç¥áª¨ ¢® ¢á¥å æ¨â¨à®¢ ¢è¨åáï à ¡®â å, á¢ï§ ­­ëå á ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ ¢ à §«¨ç­ëå § ¤ -

ç å â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ ¯®¤¬®­®¨¤®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤ , ¢ â®© ¨«¨
¨­®© áâ¥¯¥­¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¯à¥ä¨ªá­ë¥ ¯®«­ë¥ ¯®¤¬®­®¨¤ë. �â® | ¬®­®¨¤ë,
¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ í«¥¬¥­â®¢ ¢á¥å ®¯à¥¤¥«¥­­ëå
¢ëè¥ ¯®¤¬®­®¨¤®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤  á¢®¡®¤­®£® ¬®­®¨¤ . �à¨­ïâ®¥ ¢ ã¯®¬ï­ãâëå à ¡®â å ®¡®§­ -
ç¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ â ª®£® ¬®­®¨¤  (¥á«¨ ¨áå®¤­ë¬  «ä ¢¨â®¬ ï¢«ï¥âáï �) á®¢¯ ¤ ¥â
á ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ¢ëè¥ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ï§ëª®¢ mp(�); ¥á«¨  «ä ¢¨â � ª®­¥ç¥­, â® íâ® ¬­®¦¥áâ¢®
¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¯à¥ä¨ªá­ëå ª®¤®¢ ­ ¤ �.

� ­¥ª®â®àëå ¨§ æ¨â¨à®¢ ¢è¨åáï ¢ëè¥ à ¡®â ¯à¥ä¨ªá­®áâì ­¥ âà¥¡®¢ « áì, ¯à¨ íâ®¬ ¯®¤¬®-
­®¨¤ë áã¯¥à¬®­®¨¤  | ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¯®«­ë¥, ¬­®¦¥áâ¢® ¨å í«¥¬¥­â®¢ ¥áâì mp + (�). �¥ª®â®-
àë¥ á¢®©áâ¢  íâ¨å ¯®¤¬®­®¨¤®¢ ¡ë«¨ à áá¬®âà¥­ë ¢ [12].

�®çâ¨ ¢á¥ á¢®©áâ¢  ¯®«­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ (¯® â¥à¬¨­®«®£¨¨ [2], [12] á¢®©áâ¢  ï§ëª®¢ ¬­®¦¥-
áâ¢  mp(�)) ¢¥à­ë ¨ ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬ ¯à¥¤¯®«­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢; ¡®«ìè¨­áâ¢® ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢, ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¢ íâ¨å à ¡®â å, ®áâ îâáï ¢¥à­ë¬¨ ¨ ¤«ï ¬­®¦¥áâ¢ í«¥¬¥­â®¢ ¯®á«¥¤­¨å
­ ¤¬®­®¨¤®¢, â. ¥. ¤«ï ¡®«¥¥ è¨à®ª¨å ª« áá®¢ ï§ëª®¢. �®¦¥â ¡ëâì, íâ¨ á¢®©áâ¢  à §«¨ç­ëå
¯à¥¤¯®«­ëå ¬®­®¨¤®¢ â ª¦¥ ®ª ¦ãâáï ¯®«¥§­ë¬¨ ¤«ï ª ª¨å-«¨¡® § ¤ ç â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå
ï§ëª®¢.

�¥­¥¥ ®ç¥¢¨¤­  á¢ï§ì £«®¡ «ì­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ á â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¬¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ­ë-

1�¡®§­ ç¥­¨¥ ci ®¡é¥¯à¨­ïâ® ¢ â¥®à¨¨ ª®¤¨à®¢ ­¨ï.
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¬¨ ï§ëª ¬¨.1 �¯¨á ­­ë© ¢ [19] ®ç¥à¥¤­®© á¯®á®¡ § ¤ ­¨ï ª« áá  à¥£ã«ïà­ëå ï§ëª®¢ ª ª �(1)-
¯®¤ª« áá  ª« áá  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ­ëå ï§ëª®¢ ¬®¦­® áç¨â âì ¥é¥ ®¤­¨¬ ¯à¨«®¦¥­¨¥¬  «£¥-
¡àë ¯®«ã£àã¯¯ ª § ¤ ç ¬ â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢, ­¥ à áá¬ âà¨¢ ¢è¨¬áï ¢ [9],   ¨¬¥­­®,
á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢  à¥£ã«ïà­ëå ï§ëª®¢ á ¯®¬®éìî £«®¡ «ì­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢
á¢®¡®¤­ëå ¬®­®¨¤®¢. � ¯à¨ i > 1 ¢ �(i)-¯®¤ª« áá å (­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  íâ¨å ¯®¤ª« áá®¢ â ª¦¥
¡ë«¨ à áá¬®âà¥­ë ¢ [19]) ¨¬¥¥âáï ®ç¥¢¨¤­ ï á¢ï§ì á £«®¡ «ì­ë¬¨ ­ ¤¬®­®¨¤ ¬¨.

8. � ª«îç¥­¨¥

�à ªâ¨ç¥áª¨ ¢á¥ ä ªâë, ¨§«®¦¥­­ë¥ ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥, ¢ë¯®«­ïîâáï ­¥ â®«ìª® ¤«ï á¢®¡®¤-
­ëå ¬®­®¨¤®¢, ¨å £«®¡ «ì­ëå ­ ¤¬®­®¨¤®¢ ¨ ®¯¨á ­­ëå ­ ¬¨ ¯®¤¬®­®¨¤®¢ ¯®á«¥¤­¨å, ­® ¨
¤«ï ¡®«¥¥ ®¡é¨å ®¡ê¥ªâ®¢ | ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¬®­®¨¤®¢ á «¥¢ë¬ § ª®­®¬ á®ªà é¥­¨ï ¨ ®¯à¥¤¥-
«ï¥¬ëå  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¨å áã¯¥à¬®­®¨¤®¢ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®¤¬®­®¨¤®¢ ¯®á«¥¤­¨å.
�®«ìè¨­áâ¢® ¤®ª § â¥«ìáâ¢, ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥, ¬®¦­® ¯¥à¥­¥áâ¨ ¨ ­  íâ®â á«ãç ©.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¨ ¤àã£¨å ¯à®æ¨â¨à®¢ ­­ëå ¢ëè¥ à ¡®â å ¡ë«  ¢ë¡à ­ , ®¤­ ª®, ¨¬¥­­®
â ª ï ä®à¬  ¨§«®¦¥­¨ï ¯à® á¢®¡®¤­ë¥ ¬®­®¨¤ë ¢¢¨¤ã á«¥¤ãîé¨å ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢.

� �®-¯¥à¢ëå, ¯à¨ íâ®¬ ¬®¦­® ¯®«ì§®¢ âìáï â¥à¬¨­®«®£¨¥© ¨ ­¥ª®â®àë¬¨ ¨§¢¥áâ­ë¬¨ ä ª-
â ¬¨ â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢. ( � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¬®­®¨¤®¢
á «¥¢ë¬ § ª®­®¬ á®ªà é¥­¨ï ­¥®¡å®¤¨¬® ¡ë«® ¡ë áâà®£® ®¯à¥¤¥«ïâì ¯®­ïâ¨ï, á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨¥ ¯®­ïâ¨ï¬ ¤«¨­ë, ¯à¥ä¨ªá­®áâ¨ ¨ â. ¯.,   â ª¦¥ ¤®ª § âì ­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢ 
íâ¨å ¯®­ïâ¨©.)

� �®-¢â®àëå, ®¡à â­ë©  à£ã¬¥­â: ¨§¢¥áâ­ë¥  ¢â®àã ¯à¨«®¦¥­¨ï ¤®ª § ­­ëå ä ªâ®¢, â®«ì-
ª® § ¤ ç¨ â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢ (­ ¯à., ¯®¤à®¡­® ®¯¨á ­­ë¥ ¢ à §¤¥«¥ 7). � ¢ íâ®©
â¥®à¨¨ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¬®­®¨¤ë á «¥¢ë¬ § ª®­®¬ á®ªà é¥­¨ï ¢àï¤ «¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨­â¥à-
¯à¥â¨à®¢ ­ë ª ª¨¬-«¨¡® ­¥áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬.

� § ª«îç¥­¨¥ ­ §®¢¥¬ ¤¢¥ ­¥ ¤® ª®­æ  à¥è¥­­ë¥ ¯à®¡«¥¬ë, á¢ï§ ­­ë¥ á ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬
á¢®©áâ¢ à áá¬®âà¥­­ëå ¯®¤¬®­®¨¤®¢ áã¯¥à¬®­®¨¤  ¢ § ¤ ç å â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢.

� � ª®¢ë ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ª®¬¬ãâ¨à®¢ ­¨ï ¢ \­¥¯à¥ä¨ªá­ëå" ¯®¤-
¬®­®¨¤ å áã¯¥à¬®­®¨¤  ?

� � ª®¢ë ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï â®£®, çâ® § ¤ ­­ë© í«¥¬¥­â ­¥ª®â®à®£®
à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¯®¤¬®­®¨¤  ï¢«ï¥âáï ¥£®  â®¬®¬? (� ¨¡®«ìè¨© ¨­â¥à¥á íâ  § ¤ ç 
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¤«ï ®£à ­¨ç¥­­®£® ¯à¥ä¨ªá­®£® ¯®«­®£® ­ ¤¬®­®¨¤ .)

� ®¡¥¨å ¯à®¡«¥¬ å ¨¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï, ã¤®¡­ë¥ ¤«ï ¨á-
¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢ ¯à¨ª« ¤­ëå § ¤ ç å. �à¨â¥à¨¨, ï¢«ïîé¨¥áï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª®© ®¯à¥¤¥«¥­¨©,
¤«ï íâ®£® ¬ «®¯à¨£®¤­ë. �¥è¥­¨¥ ã¯®¬ï­ãâëå ¯à®¡«¥¬, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¬®¦¥â ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¨­-
â¥à¥á ¤«ï ­¥ª®â®àëå ¯à¨ª« ¤­ëå § ¤ ç â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ëå ï§ëª®¢ (á¬., ­ ¯à., [2] [3]).
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