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НГУЕН БЫОНГ, НГУЕН ТХИ ХОНГ ФЫОНГ, НГУЕН ТХАЙ ТУ ТХИЕУ

ЯВНЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА
ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

УДК: 517.988

Аннотация. В работе предлагаются два явных итерационных метода для решения вариа-
ционного неравенства над множеством общих неподвижных точек бесконечного семейства
нерастягивающих отображений вещественных рефлексивных строго выпуклых банаховых
пространств с равномерно дифференцируемой по Гато нормой.

Ключевые слова: нерастягивающее отображение, неподвижная точка, вариационное неравен-
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1. Введение

Пусть E — банахово пространство, E∗ — двойственное ему пространство. Для простоты
будем обозначать нормы пространств E и E∗ одним и тем же символом ‖ · ‖. Вместо записи
x∗(x), где x∗ ∈ E∗ и x ∈ E, будем использовать запись 〈x, x∗〉. Отображение J из E в E∗,
удовлетворяющее условию

J(x) = {x∗ ∈ E∗ : 〈x, x∗〉 = ‖x‖ ‖x∗‖ и ‖x∗‖ = ‖x‖},
называется нормaлизованным дуальным отображением пространства E. Пусть C — неко-
торое непустое замкнутое выпуклое подмножество пространства E и пусть F : E → E
— некоторое нелинейное отображение. Решение вариационного неравенства предполагает
нахождение точки p∗ ∈ C такой, что

〈F (p∗), j(p∗ − p)〉 ≤ 0 ∀p ∈ C, (1)

для некоторого j(p∗ − p) ∈ J(p∗ − p).
Напомним, что если отображение T : C → C удовлетворяет условиям ‖Tx−Ty‖ ≤ ‖x−y‖,

〈Tx − Ty, j(x − y)〉 ≥ η‖x − y‖2 с фиксированным η > 0 и

〈Tx − Ty, j(x − y)〉 ≤ ‖x − y‖2 − γ‖(I − T )x − (I − T )y‖2,

где γ ∈ [0, 1), а символ I означает тождественное отображение в E, то оно называется
соответственно нерастягивающим, η-сильно аккретивным и γ-строго псевдосжимающим на
C. Отображение, являющееся 0-строго псевдосжимающим, называется псевдосжимающим.
Обозначим множество неподвижных точек отображения T через Fix(T ), т. е.

Fix(T ) = {x ∈ C : x = Tx}.
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В работах [1], [2] рассмотрен случай, когда отображение F является η-сильно аккретив-
ным и γ-строго псевдосжимающим, причем выполнено условие η + γ > 1, а {Ti}∞i=1 пред-
ставляет собой счетно бесконечное семейство нерастягивающих отображений пространства
E (E — вещественное рефлексивное строго выпуклое банахово пространство с равномерно
дифференцируемой по Гато нормой). Для решения вариационного неравенства (1), где

C = ∩∞
i=1 Fix(Ti), (2)

нами предлагаются методы регуляризации и неявные итерационные методы. Для этого в
[1], [2] рассматривается новое отображение Vk, определяемое следующим образом:

Vk = V 1
k , V i

k = T iT i+1 . . . T k, T i = (1 − αi)I + αiTi

для всех i ≤ k, где последовательность {αi}∞i=1 удовлетворяет условиям

αi ∈ (0, 1) и
∞∑
i=1

αi < ∞.

Для случая, когда E ≡ H, H — гильбертово пространство, C =
N
∩

i=1
Fix(Ti), а Ti, i = 1, . . . , N ,

— конечное семейство нерастягивающих отображений на H, Н.Быонг и Л.Дыонг [3] постро-
или сильно сходящийся алгоритм

xk+1 = (1 − β0
k)xk + β0

kT k
0 Ṽkxk, x1 ∈ E, Ṽk = T k

NT k
N−1 . . . T k

1 . (3)

Здесь T k
0 = I − µλkF , µ — фиксированное вещественное число, λk ∈ (0, 1) и выполнены

условия
(L1) lim

k→∞
λk = 0,

(L2)
∞∑

k=1

λk = ∞,

T k
i = (1 − βi

k)I + βi
kTi, i = 1, 2, . . . , N , и βi

k ∈ (α, β) для некоторых α, β ∈ (0, 1), k ≥ 0,
i = 0, 1, . . . , N , причем |βi

k+1 − βi
k| → 0 при k → ∞, i = 1, 2, . . . , N . Теорема 1, приведенная

ниже, была доказана Яо и др. для случая, когда C =
∞
∩

i=1
Fix(Ti).

Теорема 1 ([5]). Пусть H — вещественное гильбертово пространство и пусть отобра-
жение F : H → H непрерывно по Липшицу с некоторой положительной константой L
и сильно монотонно с некоторой положительной константой η. Пусть {Ti}∞i=1 — беско-
нечное семейство нерастягивающих отображений пространства H. Тогда последователь-
ность {xk}∞k=1, заданная правилом

xk+1 = (1 − γk)Fk(xk) + γkWkFk(xk), (4)

где Fk = I − λkF , λk ∈ (0, 1), выполнены условия (L1), (L2) и γk ∈ [γ, 1/2] для некоторого
γ > 0, сильно сходится к точке p∗, т. е. к решению задачи (1)—(2) при условии C �= ∅.

Доказательство теоремы основано на использовании Wk-отображения В.Такахаси [4],
построенного с помощью отображений Tk, Tk−1, . . . , T1 и вещественных чисел α1, α2, . . . , αk
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таких, что 0 < αi ≤ b < 1 для i ≥ 1, следующим образом:

Uk,k+1 = I,

Uk,k = αkTkUk,k+1 + (1 − αk)I,

Uk,k−1 = αk−1Tk−1Uk,k + (1 − αk−1)I,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Uk,2 = α2T2Uk,3 + (1 − α2)I,

Wk = Uk,1 = α1T1Uk,2 + (1 − α1)I.

В работе [6] тот же результат получен Ш.Вонгом при замене условия (L1) неравенством
0 < λk ≤ η/L2 − ε, где ε — малая положительная константа, k ≥ k0, k0 — некоторое целое
число, k0 > 1 и λkF (xk) → 0 при k → ∞.
Ясно, что схемы (3) и (4) не являются параллельными алгоритмами, а значит, при до-

статочно больших значениях N их вычисление может потребовать много времени. Кроме
того, вычисление значений Vk и Wk в точках пространства E или H весьма трудоемко.
Преодолеть эти недостатки можно, если в отображении Sk, определенном ниже, вместо Vk

и Wk использовать два предложенных явных итерационных метода: для любого x1 ∈ E
последовательность {xk}∞k=1 строится по правилу

xk+1 = (1 − γk)xk + γkSkFk(xk) (5)

и
xk+1 = (1 − γk)Skxk + γkFk(xk) (6)

для k ≥ 1, где

0 < lim inf
k

γk ≤ lim sup
k

γk < 1, (7)

Sk =
k∑

i=1

siTi/s̃k, si > 0, s̃k =
k∑

i=1

si и
∞∑
i=1

si = s̃ < ∞, (8)

Fk = I − λkF , причем λk ∈ (0, 1) и выполнены условия (L1) и (L2).
Все термины и утверждения, используемые при доказательстве полученных здесь ре-

зультатов, можно найти в работах [1] и [2].

Предложение 1 ([7]). Предположим, что отображение F является η-сильно аккретив-
ным и γ-строго псевдосжимающим, η + γ > 1, а отображение T является непрерывным
и псевдосжимающим на E; здесь E — вещественное рефлексивное строго выпуклое ба-
нахово пространство с равномерно дифференцируемой по Гато нормой. Любому t ∈ (0, 1)
поставим в соответствие произвольно выбранное число µt ∈ (0, 1) и построим последова-
тельность {zt} по правилу

zt = t(I − µtF )zt + (1 − t)Tzt. (∗)
Тогда при t → 0 последовательность {zt} сильно сходится к точке p∗, т. е. к решению
задачи (1)–(2) с множеством C = Fix(T ), которое по предположению непусто.

Предложение 2 ([7]). Пусть для E, F и T выполнены условия предложения 1. Предполо-
жим, что существует ограниченная последовательность {xk} ⊂ E такая, что lim

k→∞
‖xk−

Txk‖ = 0, и существует точка p∗ = lim
t→0

zt, где последовательность {zt} построена по фор-

муле (∗). Тогда
lim sup

k→∞
〈F (p∗), j(p∗ − xk)〉 ≤ 0. (9)
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Лемма 1 ([7]). Пусть E — вещественное гладкое банахово пространство, отображение
F : E → E является η-сильно аккретивным и γ-строго псевдосжимающим, η + γ > 1.
Тогда для любого λ ∈ (0, 1) оператор I − λF является сжимающим с константой 1 − λτ,

где τ = 1 −
√

(1 − η)/γ.

Лемма 2 ([8]). Пусть {ak} — последовательность неотрицательных вещественных чи-
сел, удовлетворяющая условию ak+1 ≤ (1 − bk)ak + bkck, где {bk} и {ck} — последователь-
ности вещественных чисел, для которых

(i) bk ∈ [0, 1] и
∞∑

k=1

bk = ∞;

(ii) lim sup
k→∞

ck ≤ 0.

Тогда lim
k→∞

ak = 0.

Лемма 3 ([9]). Пусть {xk} и {zk} — ограниченные последовательности в банаховом про-
странстве E такие, что xk+1 = (1 − γk)xk + γkzk для k ≥ 1, где последовательность
{γk}∞k=1 удовлетворяет условию (7). Предположим, что

lim sup
k→∞

(
‖zk+1 − zk‖ − ‖xk+1 − xk‖

)
≤ 0.

Тогда lim
k→∞

‖xk − zk‖ = 0.

2. Основные результаты

Теорема 2. Предположим, что отображение F является η-сильно аккретивным и γ-
строго псевдосжимающим, причем η + γ > 1. Пусть {Ti}∞i=1 — бесконечное семейство
нерастягивающих отображений пространства E, которое представляет собой веществен-
ное рефлексивное строго выпуклое банахово пространство с равномерно дифференцируемой
по Гато нормой, и

∞
∩

i=1
Fix(Ti) �= ∅. Будем считать, что λk ∈ (0, 1), γk и si удовлетворя-

ют условиям (L1)—(L2), (7) и (8) соответственно. Тогда при k → ∞ последовательность
{xk}∞k=1, построенная по формуле (5), сильно сходится к точке p∗, т. е. к решению зада-
чи (1)—(2).

Доказательство. Очевидно, из (8) вытекает, что Sk — нерастягивающее отображение на

E и Skp = p для всех точек p ∈
∞
∩

i=1
Fix(Ti) ⊆

k
∩

i=1
Fix(Ti) при любом k ≥ 1. Тогда, учитывая

лемму 1, из (5) и (8) получаем оценку

‖xk+1 − p‖ = ‖(1 − γk)xk + γkSkFk(xk) − p‖ ≤
≤ (1 − γk)‖xk − p‖ + γk‖SkFk(xk) − Skp‖ ≤
≤ (1 − γk)‖xk − p‖ + γk‖Fk(xk) − p‖ ≤
≤ (1 − γk)‖xk − p‖ + γk[(1 − λkτ)‖xk − p‖ + λk‖F (p)‖] =

= (1 − γkλkτ)‖xk − p‖ + γkλkτ
‖F (p)‖

τ
≤

≤ max {‖x1 − p‖, ‖F (p)‖/τ}.

Таким образом, последовательность {xk}∞k=1 ограничена, а значит, ограничены и последова-
тельности {F (xk)}∞k=1, {SkFk+1xk}∞k=1 и {Fk(xk)}∞k=1. Поэтому последовательность
{Fk+1(xk) − p}∞k=1 также ограничена некоторой положительной константой M1.
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Положим zk = SkFk(xk). Из (5) и (8) получаем

xk+1 = (1 − γk)xk + γkzk,

и

‖Sk+1Fk+1(xk) − SkFk+1(xk)‖ =
∥∥∥∥ 1

s̃k+1

k+1∑
i=1

siTi(Fk+1(xk)) −
1
s̃k

k∑
i=1

siTi(Fk+1(xk))
∥∥∥∥ =

=
(

1
s̃k

− 1
s̃k+1

)∥∥∥∥
k∑

i=1

siTi(Fk+1(xk))
∥∥∥∥ +

1
s̃k+1

‖sk+1Tk+1(Fk+1(xk))‖ ≤

≤ sk+1

s̃k+1
(M1 + ‖Tk+1(Fk+1(xk)) − Tk+1p‖ + ‖p‖) ≤ sk+1

s̃k+1
(2M1 + ‖p‖).

Тогда

‖zk+1 − zk‖ = ‖Sk+1Fk+1(xk+1) − SkFk(xk)‖ ≤
≤ ‖Sk+1Fk+1(xk+1) − Sk+1Fk+1(xk)‖ + ‖Sk+1Fk+1(xk) − SkFk+1(xk)‖+

+ ‖SkFk+1(xk) − SkFk(xk)‖ ≤ ‖Fk+1(xk+1) − Fk+1(xk)‖ +
sk+1

s̃k+1
(2M1 + ‖p‖)+

+ ‖Fk+1(xk) − Fk(xk)‖ ≤ ‖xk+1 − xk‖ + 2λk+1M1 +
sk+1

s1
(2M1 + ‖p‖) + |λk+1 − λk|M1.

Учитывая условие (L1) и сходимость sk+1 → 0 при k → ∞, делаем вывод, что

lim sup
k→∞

(
‖zk+1 − zk‖ − ‖xk+1 − xk‖

)
≤ 0.

Согласно лемме 3 получаем
lim

k→∞
‖xk − zk‖ = 0. (10)

С другой стороны, поскольку ‖zk − Skxk‖ = ‖SkFk(xk) − Skxk‖ ≤ ‖Fk(xk) − xk‖ ≤ λkM1 и
λk → 0 при k → ∞, получаем ‖zk − Skxk‖ → 0, откуда с учетом (10) вытекает

lim
k→∞

‖xk − Skxk‖ = 0. (11)

Покажем, что

lim
k→∞

‖xk − Sxk‖ = 0, причем S =
1
s̃

∞∑
i=1

siTi. (12)

Действительно, для любого x ∈ D, где D — ограниченное подмножество в E, оценим вели-
чину

‖Skx − Sx‖ =
∥∥∥∥ 1

s̃k

k∑
i=1

siTix − 1
s̃

∞∑
i=1

siTix

∥∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥∥ 1

s̃k

k∑
i=1

siTix − 1
s̃

k∑
i=1

siTix

∥∥∥∥ +
∥∥∥∥1

s̃

∞∑
i=k+1

siTix

∥∥∥∥ ≤

≤ (s̃ − s̃k)
s̃ks̃

k∑
i=1

si‖Tix‖ +
1
s̃

∞∑
i=k+1

si‖Tix‖ ≤ M(s̃ − s̃k)
s̃

+
M

s̃

∞∑
i=k+1

si = 2
M

s̃

∞∑
i=k+1

si,
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где M := ‖x‖ + 2‖p‖ ≥ ‖Tix − Tip‖ + ‖p‖ ≥ ‖Tix‖, точка p ∈ F , i — произвольное число,
i ≥ 1. Тогда

lim
k→∞

sup
x∈D

‖Skx − Sx‖ = 0

для любого ограниченного подмножества D в пространстве E. Полагая D = {xk}∞k=1, по-
лучаем, что при k → ∞ имеет место сходимость ‖Skxk − Sxk‖ → 0. С учетом (11) отсюда
вытекает первое равенство в (12). Далее, поскольку отображение S нерастягивающее, оно
является непрерывным и псевдосжимающим на E. Из предложений 1 и 2, где T заменено
на S, вытекает неравенство (9). Оценим теперь величину ‖xk+1 − p∗‖2 следующим образом:

‖xk+1 − p∗‖2 ≤ (1 − γk)‖xk − p∗‖2 + γk‖SkFk(xk) − p∗‖2 =

= (1 − γk)‖xk − p∗‖2 + γk‖SkFk(xk) − Skp
∗‖2 ≤

≤ (1 − γk)‖xk − p∗‖2 + γk‖Fk(xk) − p∗‖2 =

= (1 − γk)‖xk − p∗‖2 + γk‖Fk(xk) − Fk(p∗) − λkF (p∗)‖2 ≤
≤ (1 − γk)‖xk − p∗‖2 + γk[(1 − λkτ)‖xk − p∗‖2−
− 2λk〈F (p∗), j(xk − p∗ − λkF (xk))〉] =

= (1 − γkλkτ)‖xk − p∗‖2 + 2γkλk[〈F (p∗), j(p∗ − xk)〉+
+ 〈F (p∗), j(p∗ − xk + λkF (xk)) − j(p∗ − xk)〉] ≤
≤ (1 − γkλkτ)‖xk − p∗‖2 + γkλkτ2[〈F (p∗), j(p∗ − xk)〉+
+ 〈F (p∗), j(p∗ − xk + λkF (xk)) − j(p∗ − xk)〉]/τ ≤
≤ (1 − bk)‖xk − p∗‖2 + bkck,

где

bk = γkλkτ, ck = 2[〈F (p∗), j(p∗ − xk)〉 + 〈F (p∗), j(p∗ − xk + λkF (xk)) − j(p∗ − xk)〉]/τ. (13)

Поскольку
∞∑

k=0

λk = ∞, имеем
∞∑

k=0

bk = ∞. Тогда из леммы 2, неравенства (9) и в силу слабо

звездной непрерывности j вытекает lim
k→∞

‖xk − p∗‖2 = 0. �

Теорема 3. В условиях теоремы 2 последовательность {xk}∞k=1, построенная по форму-
ле (6), сильно сходится к тому же элементу p∗.

Доказательство. Для неподвижной точки p ∈ ∩∞
i=1 Fix(Ti) по лемме 1 имеем

‖xk+1 − p‖ = ‖γk(I − λkF )xk + (1 − γk)Skxk − p‖ ≤
≤ γk‖(I − λkF )xk − p‖ + (1 − λk)‖Skxk − Skp‖ ≤
≤ γk[(1 − λkτ)‖xk − p‖ + λk‖F (p)‖] + (1 − λk)‖xk − p‖ =

= (1 − γkλkτ)‖xk − p‖ + γkλkτ
‖F (p)‖

τ
≤

≤ max {‖x1 − p‖, ‖F (p)‖/τ}.
Таким образом, последовательность {xk}∞k=1 ограничена, так же как и последовательности
{F (xk)}∞k=1, {Skxk}∞k=1, {Fk(xk)}∞k=1 и {xk − p}∞k=1. Можно считать, что они ограничены
положительной константой M2.
Положим zk = Skxk − γkλkF (xk)/(1 − γk). Тогда, учитывая (6) и (7), можем записать

xk+1 = γkxk + (1 − γk)zk,
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причем

‖zk+1 − zk‖ ≤ ‖Sk+1xk+1 − Skxk‖ + ‖γkλkF (xk)/(1 − γk)−
− γk+1λk+1F (xk+1)/(1 − γk+1)‖ ≤
≤ ‖Sk+1xk+1 − Sk+1xk‖ + ‖Sk+1xk − Skxk‖+
+ ‖γkλkF (xk)/(1 − γk) − γk+1λk+1F (xk+1)/(1 − γk+1)‖ ≤

≤ ‖xk+1 − xk‖ +
2sk+1

s̃k+1
(M2 + ‖p‖) + (λk + λk+1)βM2/(1 − β) ≤

≤ ‖xk+1 − xk‖ +
2sk+1

s1
(M2 + ‖p‖) + (λk + λk+1)βM2/(1 − β),

где β — некоторая фиксированная положительная константа такая, что γk ≤ β < 1. Отсюда,
учитывая условие (L1) и сходимость sk+1 → 0 при k → ∞, получаем

lim sup
k→∞

(
‖zk+1 − zk‖ − ‖xk+1 − xk‖

)
≤ 0.

Согласно лемме 3 lim
k→∞

‖xk − zk‖ = 0. С другой стороны, поскольку ‖zk − Skxk‖ =

‖γkλkF (xk)/(1 − γk)‖ ≤ λkβM2/(1 − β) и λk → 0 при k → ∞, имеет место сходимость
‖zk − Skxk‖ → 0. Далее, аналогично доказательству теоремы 2 получаем ‖xk − Sxk‖ → 0
при k → ∞ и выполнено неравенство (9).
Оценим теперь величину ‖xk+1 − p∗‖2. Как и при доказательстве теоремы 2, имеем

‖xk+1 − p∗‖2 ≤ (1 − γk)‖Skxk − p∗‖2 + γk‖Fk(xk) − p∗‖2 ≤
≤ (1 − γk)‖xk − p∗‖2 + γk‖Fk(xk) − Fk(p∗) − λkF (p∗)‖2 ≤ (1 − bk)‖xk − p∗‖2 + bkck,

где bk и ck определены в (13). Таким образом, из леммы 2 и неравенства (9) вытекает
limk→∞ ‖xk − p∗‖2 = 0. �
Авторы выражают глубокую благодарность рецензенту за полезные замечания.
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