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� 1973 £. �.�. �ãå¢ «®¢ ¨ �.�.�®§ ­®¢áª¨© ¯®ª § «¨ [1], çâ® ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¯® ­®à¬¥ ¢ë¯ã-
ª«ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ , § ¬ª­ãâë¥ ¢ â®¯®«®£¨¨ «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥ ¢ \å®à®è¨å" ¡ ­ å®-
¢ëå à¥è¥âª å ¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨©, ®¡« ¤ îâ àï¤®¬ á¢®©áâ¢, ¡«¨§ª¨å ª á¢®©áâ¢ ¬ ª®¬¯ ªâ­ëå
¬­®¦¥áâ¢ (á¬. â ª¦¥ [2] ¨ [3], £«. X, x 5). �â¨ à¥§ã«ìâ âë ¯®«ãç¨«¨ ¬­®£®ç¨á«¥­­ë¥ ¯®«¥§­ë¥
¯à¨«®¦¥­¨ï ¢ â ª¨å ®¡« áâïå, ª ª â¥®à¨ï ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï, ¬¨­¨¬ ªá­ë¥ â¥®à¥¬ë,
£¥®¬¥âà¨ï ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ ¤à. (á¬. [2] ¨ ®¡§®à [4]). � 1992 £. �.�. �ãå¢ «®¢ ¯®áâ -
¢¨« ¢®¯à®á ® ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¯®«ãç¥­¨ï \­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®©" ¢¥àá¨¨ íâ®© â¥®à¨¨. � ­­ ï à ¡®â 
¤ ¥â ­  íâ®â ¢®¯à®á ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© ®â¢¥â,   ¨¬¥­­®, ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ã¯®¬ï­ãâë¥ ¢ëè¥ à¥-
§ã«ìâ âë �ãå¢ «®¢  ¨ �®§ ­®¢áª®£® ¯¥à¥­®áïâáï ­  á«ãç © ¯à®áâà ­áâ¢  á ¬®á®¯àï¦¥­­ëå
¨­â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® �¨£ «ã ®¯¥à â®à®¢, â. ¥. ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® L1-¯à®áâà ­áâ¢ ,  áá®æ¨¨à®¢ ­­®£® á
â®ç­ë¬ ­®à¬ «ì­ë¬ ¯®«ãª®­¥ç­ë¬ á«¥¤®¬ ­   «£¥¡à¥ �¥©¬ ­ . �«ï á«ãç ï ª®­¥ç­®£® á«¥¤ 
íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡ë«®  ­®­á¨à®¢ ­® ¢ [5].

�ª § «®áì, çâ® ­  ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ë© á«ãç © ¯¥à¥­®á¨âáï ®á­®¢­ ï áå¥¬  ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨§
[2]. �áâ¥áâ¢¥­­®, ¯®âà¥¡®¢ «¨áì ¨§¬¥­¥­¨ï, á¢ï§ ­­ë¥ á® á¯¥æ¨ä¨ª®© à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨âã -
æ¨¨. � ª, ¢¬¥áâ® â¥®à¥¬ë �®á¨¤ë{�ìî¨â  ¨á¯®«ì§ã¥âáï â¥®à¥¬  � ª¥á ª¨ ® à §«®¦¥­¨¨ äã­ª-
æ¨®­ «  ­   «£¥¡à¥ �¥©¬ ­  ­  ­®à¬ «ì­ãî ¨ á¨­£ã«ïà­ãî á®áâ ¢«ïîé¨¥. � x 1 ¤®ª §ë¢ ¥âáï
àï¤ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¤«ï ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¨  «£¥¡à �¥©¬ ­ , ª®â®àë¥, ­  ¢§£«ï¤  ¢â®-
à®¢, ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¨ ®¯à¥¤¥«¥­­ë© á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ë© ¨­â¥à¥á. � x 2 ¯à¨¢®¤¨âáï àï¤ ¯®­ïâ¨© ¨
ä ªâ®¢ â¥®à¨¨ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ®â­®á¨â¥«ì­® á«¥¤  ­   «£¥¡à¥ �¥©¬ ­ . � à £à äë 3 ¨ 4 ¯®-
á¢ïé¥­ë ¯®«ãç¥­¨î ®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â . �â¬¥â¨¬, çâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¢ x 4 ¢ á¢®¨å
áãé¥áâ¢¥­­ëå ç¥àâ å  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 1.1 [2].

1. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë

�ãáâì X | ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á ª®­ãá®¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå
í«¥¬¥­â®¢ X+, ¯®à®¦¤ îé¥¥áï íâ¨¬ ª®­ãá®¬. �¥à¥§ Xal ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ á®-
¯àï¦¥­­®¥ ª X ¯à®áâà ­áâ¢®, (Xal)+ | ¤ã «ì­ë© ª X+ ª®­ãá ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢.
�«ï x 2 X ¨ f 2 (Xal)+ ¯®«®¦¨¬

rf (x) = infff(x1) + f(x2) j x1; x2 2 X+; x = x1 � x2g:

�á­®, çâ® rf | ¯®«ã­®à¬  ­  X. �ãáâì Bf = fx 2 X j rf (x) � 1g ¨ B�
f | ¯®«ïà  Bf ¢ Xal.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. B�
f = fg 2 Xal j �f � g � fg.

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨© (£à ­âë ò95-
01-00025 ¨ ò96-01-01256).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì �f � g � f , x 2 Bf , x1; x2 2 X+, x = x1�x2 ¨ f(x1)+ f(x2) < 1+ ",
£¤¥ " > 0. �®£¤ 

jg(x)j = jg(x1 � x2)j � jg(x1)j+ jg(x2)j � f(x1) + f(x2) < 1 + ";

®âáî¤  § ª«îç ¥¬, çâ® jg(x)j � 1, â. ¥. g 2 B�
f . �ãáâì â¥¯¥àì g 2 B�

f . �á«¨ x 2 X+ \ Bf , â®
jg(x)j � f(x), á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �f(x) � g(x) � f(x) ¤«ï «î¡®£® x 2 X+, â. ¥. �f � g � f .

� ¬¥â¨¬, çâ®

rf (x) = supfjg(x)j j g 2 B�
fg (1)

¤«ï «î¡®£® x 2 X, ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  X ï¢«ï¥âáï à¥è¥âª®©, rf (x) = f(jxj).
� «¥¥ ¯®¤ ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì â ª®¥ «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® Y ¯à®-

áâà ­áâ¢  Xal, çâ® ãá«®¢¨ï f 2 Y ¨ �f � g � f ¢«¥ªãâ g 2 Y . �®àï¤ª®¢ë© ¨¤¥ « Y ­ §ë¢ ¥âáï
¯®«®¦¨â¥«ì­® ¯®à®¦¤¥­­ë¬, ¥á«¨ Y = Y +�Y +, £¤¥ Y + = Y \(Xal)+. �¥à¥§ j�j(X;Y ) ¡ã¤¥¬ ®¡®-
§­ ç âì «®ª «ì­® ¢ë¯ãª«ãî â®¯®«®£¨î ­ X, ¯®à®¦¤¥­­ãî á¥¬¥©áâ¢®¬ ¯®«ã­®à¬ frf j f 2 Y +g.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �ãáâì Y | ¯®«®¦¨â¥«ì­® ¯®à®¦¤¥­­ë© ¯®àï¤ª®¢ë© ¨¤¥ « ¢ Xal, â®-

â «ì­ë© ­  X. �®£¤  â®¯®«®£¨ï j�j(X;Y ) á®£« áã¥âáï á ¤¢®©áâ¢¥­­®áâìî hX;Y i.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ à ¢¥­áâ¢  (1) á«¥¤ã¥â, çâ® j�j(X;Y ) ¥áâì â®¯®«®£¨ï à ¢­®¬¥à­®© áå®-
¤¨¬®áâ¨ ­  ¯®àï¤ª®¢ëå ¨­â¥à¢ « å [�f; f ], á®¢¯ ¤ îé¨å á B�

f (f 2 Y +); ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ì­®©
¯®à®¦¤¥­­®áâ¨ Y á«¥¤ã¥â, çâ® j�j(X;Y ) ­¥ á« ¡¥¥ â®¯®«®£¨¨ �(X;Y ). � áá¬®âà¨¬ ­  X «®ª «ì-
­® ¢ë¯ãª«ãî â®¯®«®£¨î, ¯®à®¦¤¥­­ãî á¥¬¥©áâ¢®¬ ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå ¯®«ã­®à¬ ­  X. �® â¥®à¥-
¬¥ �« ®£«ã{�ãà¡ ª¨ ¤«ï «î¡®£® f 2 Y + ¯®àï¤ª®¢ë© ¨­â¥à¢ « [�f; f ] ª®¬¯ ªâ¥­ ¢ â®¯®«®£¨¨
�(Xal;X). �® Y | ¯®àï¤ª®¢ë© ¨¤¥ «, ¯®íâ®¬ã [�f; f ] � Y ¤«ï «î¡®£® f 2 Y +, ®âªã¤  á«¥¤ã-
¥â, çâ® [�f; f ] | �(Y;X)-ª®¬¯ ªâ­®¥  ¡á®«îâ­® ãà ¢­®¢¥è¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ Y ¨ ¯® â¥®à¥¬¥
� ªª¨{�à¥­á  â®¯®«®£¨ï j�j(X;Y ) á®£« áã¥âáï á ¤¢®©áâ¢¥­­®áâìî hX;Y i.

� «¥¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ X ¡ã¤¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ¬­®¦¥áâ¢® íà¬¨â®¢ëå ã«ìâà á« ¡® ­¥¯à¥àë¢-
­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­   «£¥¡à¥ �¥©¬ ­ ,   ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­  X |
¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ®¯¥à â®àë ¨§  «£¥¡àë.

�¢¥¤¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: M |  «£¥¡à  �¥©¬ ­  ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ £¨«ì-
¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H; M, M+ ¨ Mpr | ¬­®¦¥áâ¢  á ¬®á®¯àï¦¥­­ëå ®¯¥à â®à®¢, ¯®«®¦¨-
â¥«ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¯à®¥ªâ®à®¢ ¨§M ;M� | ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® íà¬¨â®¢ëå
ã«ìâà á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨®­ «®¢ ­  M , M+

� | ª®­ãá ¥£® ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå í«¥¬¥­â®¢.
�¨¬¢®«®¬ k�k1 ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ®¡ëç­ãî ®¯¥à â®à­ãî ­®à¬ã ­ M . �«ï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  Y �M
ç¥à¥§ Y pr ®¡®§­ ç ¥¬ Y \Mpr, ç¥à¥§ Y + ®¡®§­ ç ¥¬ Y \M+.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �«ï a 2M+ ¨ ' 2M� ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨¥

ra(') = k'(a1=2 � a1=2)k: (2)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ' = '1 � '2, £¤¥ '1; '2 2M
+
� . �®£¤ 

'(a1=2 � a1=2) = '1(a1=2 � a1=2)� '2(a1=2 � a1=2)

¨
k'(a1=2 � a1=2)k � k'1(a1=2 � a1=2)k+ k'2(a1=2 � a1=2)k = '1(a) + '2(a);

®âªã¤  ra(') � k'(a1=2 �a1=2)k. �®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬
1 ¨ á®®â­®è¥­¨¥¬ (1). �®§ì¬¥¬ ®¯¥à â®à b â ª®©, çâ® �a � b � a. �¡®§­ ç¨¢ c1 = (a + b)=2,
c2 = (a� b)=2, ¨¬¥¥¬ a = c1+ c2, b = c1� c2, £¤¥ c1; c2 2M+. �®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï c1=2k = uka

1=2 (k = 1; 2), £¤¥ u�1u1 + u�2u2 2Mpr. �®£¤ 

j'(b)j = j'(c1 � c2)j = j'(a1=2u�1u1a
1=2 � a1=2u�2u2a

1=2)j �

� k'(a1=2 � a1=2)k ku�1u1 � u�2u2k1 � k'(a1=2 � a1=2)k:
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�âáî¤  ra(') � k'(a1=2 � a1=2)k.

�® ¨§¡¥¦ ­¨¥ ­¥ïá­®áâ¥© ®â¬¥â¨¬, çâ® ¯®«®¦¨â¥«ì­® ¯®à®¦¤¥­­ë© ¯®àï¤ª®¢ë© ¨¤¥ « ¢M
 ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¡ã¤¥â ¨ ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¨¤¥ «®¬ ¢ Mal

� .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �«ï ¯®«®¦¨â¥«ì­® ¯®à®¦¤¥­­®£® ¯®àï¤ª®¢®£® ¨¤¥ «  Y ¢ M íª¢¨¢ -

«¥­â­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(i) 8b 2M+ n f0g 9a 2 Y + (0 6= a � b);
(ii) 8b 2M+ 9 á¥¬¥©áâ¢® faigi2I � Y + (b =

P
I ai);

(iii) 8b 2M+ 9 á¥âì fa�g � Y + (a� % b);
(iv) 8q 2Mpr n f0g 9p 2 Y pr (0 6= p � q);
(v) 8q 2Mpr 9 á¥¬¥©áâ¢® fpigi2I � Y pr (q =

P
I pi);

(vi) 8q 2Mpr 9 á¥âì fp�g � Y pr (p� % q);

£¤¥ áå®¤¨¬®áâì àï¤®¢ ¨ á¥â¥© ¬®¦­® ¯®­¨¬ âì ¢ á¬ëá«¥ á¨«ì­®© ®¯¥à â®à­®© â®¯®«®£¨¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¯«¨ª æ¨¨ (i) ) (ii) ¨ (iv) ) (v) ¤®ª §ë¢ îâáï áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬.
�¬¯«¨ª æ¨¨ (ii) ) (iii) ) (i) ¨ (v) ) (vi) ) (iv) âà¨¢¨ «ì­ë. �áâ ¥âáï ¤®ª § âì (i) , (iv).

�®ª ¦¥¬ (i) ) (iv). �ãáâì q 2Mpr n f0g, a 2 Y + ¨ 0 6= a � q. �®£¤  ¤«ï ­®á¨â¥«ï ®¯¥à â®à 
a ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥ 0 6= supp(a) � q. �ë¡¥à¥¬ � > 0 â ª, çâ®¡ë á¯¥ªâà «ì­ë© ¯à®¥ªâ®à
p ®¯¥à â®à  a, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¨­â¥à¢ «ã [�;+1), ¡ë« ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �®£¤  p 2 Y pr ¨
0 6= p � supp(a) � q.

�®ª ¦¥¬, ­ ª®­¥æ, (iv) ) (i). �ãáâì b 2 M+ n f0g. � M ­ ©¤¥âáï ­¥­ã«¥¢®© ¯à®¥ªâ®à q
â ª®©, çâ® q � �b ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ � > 0. �®§ì¬¥¬ p 2 Y pr â ª®©, çâ® 0 6= p � q. �®£¤  ��1p 2 Y +

¨ 0 6= ��1p � b.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ã­¤ ¬¥­â®¬ ¢ íà¬¨â®¢®© ç áâ¨ M  «£¥¡àë �¥©¬ ­  M ­ §®¢¥¬ ¯®«®¦¨-
â¥«ì­® ¯®à®¦¤¥­­ë© ¯®àï¤ª®¢ë© ¨¤¥ « Y ¢M, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«­¥­® ®¤­® ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­ëå
ãá«®¢¨© (i){(vi) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �ã­¤ ¬¥­â ¢á¥£¤  ã«ìâà á« ¡® ¯«®â¥­ ¢ M ¨ ¯®íâ®¬ã â®â «¥­ ­  M�.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �ãáâì Y1, Y2 | ¤¢  äã­¤ ¬¥­â . �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢¥é¥áâ¢¥­­ ï «¨­¥©-
­ ï ®¡®«®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï Y +

1 \ Y +
2 ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¤¢ãå

äã­¤ ¬¥­â®¢ ¢á¥£¤  á®¤¥à¦¨â ­¥ª®â®àë© äã­¤ ¬¥­â.

2. �¥ª®â®àë¥ á¢¥¤¥­¨ï ¨§ â¥®à¨¨ ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®£® ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï

� «¥¥ ¡ã¤¥¬ à ¡®â âì ¢ à ¬ª å â¥®à¨¨ ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®£® ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï (á¬., ­ ¯à., [6]).
�áî¤ã ­¨¦¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ­   «£¥¡à¥ �¥©¬ ­ M , ¤¥©áâ¢ãîé¥© ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ H, ¢ë¤¥«¥­ â®ç­ë© ­®à¬ «ì­ë© ¯®«ãª®­¥ç­ë© á«¥¤ � . �¨¬¢®«®¬ P ®¡®§­ ç ¥¬ ¬­®¦¥áâ¢®
fp 2Mpr j �(p) <1g.

�ãáâì x | § ¬ª­ãâë© ¯«®â­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ®¯¥à â®à ¢ H, ¯à¨á®¥¤¨­¥­­ë© ª M , jxj | ¥£®
¬®¤ã«ì, ejxj� | á¯¥ªâà «ì­ë© ¯à®¥ªâ®à ®¯¥à â®à  jxj, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ®âà¥§ªã [0; �]. �¯¥à â®à
x ­ §ë¢ ¥âáï ¢¯®«­¥ ¨§¬¥à¨¬ë¬, ¥á«¨ �(1� e

jxj
� ) <1 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® � > 0. �¥à¥§ K ®¡®§­ ç¨¬

¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢¯®«­¥ ¨§¬¥à¨¬ëå ®¯¥à â®à®¢, ç¥à¥§ Kh | ¥£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® á ¬®á®¯àï¦¥­­ëå
®¯¥à â®à®¢. K ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ ®â­®á¨â¥«ì­® á¨«ì­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¯¥à æ¨© (áã¬¬  ¨
¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ®¯¥à â®à®¢ ¨§ K ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª § ¬ëª ­¨ï ®¡ëç­ëå ®¯¥à â®à­ëå áã¬¬ë
¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï). �®¢®ªã¯­®áâì ¬­®¦¥áâ¢

K("; �; p) = fx 2 K j 9q 2Mpr (q � p; kqxqk1 � " ¨ �(p� q) � �)g;

£¤¥ "; � > 0, p 2 P, ®¡à §ã¥â ¡ §¨á ®ªà¥áâ­®áâ¥© ­ã«ï ®â¤¥«¨¬®© â®¯®«®£¨¨ ¢ K, á®£« á®¢ ­­®© á
«¨­¥©­®© áâàãªâãà®©. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì íâã â®¯®«®£¨î â®¯®«®£¨¥© «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥
(á¬., ­ ¯à., [7]). �¨¬¢®« �

�! ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ®¡®§­ ç¥­¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ íâ®© â®¯®«®£¨¨.
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�á«¨ á«¥¤ � , ¢¤®¡ ¢®ª, ª®­¥ç¥­, â®, ®ç¥¢¨¤­®, «î¡®© § ¬ª­ãâë© ¯«®â­® ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ®¯¥à -
â®à ¢ H, ¯à¨á®¥¤¨­¥­­ë© ªM , ¯à¨­ ¤«¥¦¨â K. � íâ®¬ á«ãç ¥ â®¯®«®£¨ï «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨
¯® ¬¥à¥ áãâì â®¯®«®£¨ï ¤¢ãáâ®à®­­¥© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥, ¨ ­¥á«®¦­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï [8], çâ® ®­ 
á®¢¯ ¤ ¥â á â®¯®«®£¨¥© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥, â. ¥. á â®¯®«®£¨¥©, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ¡ §¨á®¬ ®ªà¥áâ­®-
áâ¥© ­ã«ï

N("; �) = fx 2 K j 9q 2Mpr (kxqk1 � " ¨ �(1� q) � �)g;

£¤¥ "; � > 0.
�á­®¢­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ¤ «ì­¥©è¥£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ï¢«ï¥âáï Lh

1(�) | ¯à®áâà ­áâ¢® á ¬®á®¯àï-
¦¥­­ëå ®¯¥à â®à®¢, ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå ®â­®á¨â¥«ì­® â®ç­®£® ­®à¬ «ì­®£® ¯®«ãª®­¥ç­®£® á«¥¤  � ,
â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® á ¬®á®¯àï¦¥­­ëå ®¯¥à â®à®¢ x, ¯à¨á®¥¤¨­¥­­ëå ª M , ¤«ï ª®â®àëå ª®àà¥ªâ­®
®¯à¥¤¥«¥­  ¯® á¯¥ªâà «ì­®© â¥®à¥¬¥ ¨ ª®­¥ç­  ¢¥«¨ç¨­  �(x). �¨¬¢®«®¬ k � k1 ¤ «¥¥ ®¡®§­ ç -
¥âáï ­®à¬  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lh

1(�), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï à ¢¥­áâ¢®¬ kxk1 = �(jxj). �á­®, çâ® Lh
1(�) � Kh.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï x 2 Lh
1(�) ¨ a 2 M ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­® ¢ëà ¦¥­¨¥ �(xa) ¨ çâ® ®â®¡à ¦¥-

­¨¥ x 7! �(x�) ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã Lh
1(�) ¨ M�. �®®â­®è¥­¨¥ (2)

¬®¦­® â¥¯¥àì § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

ra(x) = �(ja1=2xa1=2j) = ka1=2xa1=2k1: (3)

�®¦­® ¯®ª § âì (­ ¯à., íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë [7]), çâ® ¤«ï ®£à ­¨ç¥­­®£® ¬­®-
¦¥áâ¢  D ¢ Lh

1(�) íª¢¨¢ «¥­â­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(i) D § ¬ª­ãâ® ¢ K ¢ â®¯®«®£¨¨ «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥;
(ii) D § ¬ª­ãâ® ¢ Lh

1(�) ¢ â®¯®«®£¨¨ «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¨§ K.

�ãáâì á«¥¤ � ¯®«ãª®­¥ç¥­ ¨ p 2 P. � ¦¤®¬ã ®¯¥à â®àã x ¨§ K á®¯®áâ ¢¨¬ ®¯¥à â®à xp,
¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ pH: ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥­¨ï D(xp) ®¯¥à â®à  xp áç¨-
â ¥¬ D(px) \ pH ¨ ¯®« £ ¥¬ xp� = px� (� 2 D(xp)). �á­®, çâ® xp = yp , pxp = pyp (x; y 2 K).
�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  S � K ¯®«®¦¨¬ Sp = fxp j x 2 Sg. � ª¨¬ ®¡à §®¬, Mp ¥áâì
à¥¤ãæ¨à®¢ ­­ ï  «£¥¡à  �¥©¬ ­  ®¯¥à â®à®¢ ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ pH,   ¥¥ íà¬¨â®¢ 
ç áâì ¥áâì Mp. �®®â­®è¥­¨¥¬ �p(xp) = �(pxp) (x 2M+) ­  Mp ¢ë¤¥«ï¥âáï â®ç­ë© ­®à¬ «ì­ë©
ª®­¥ç­ë© á«¥¤ �p. �á­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¬ª­ãâëå ¯«®â­® ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ pH,
¯à¨á®¥¤¨­¥­­ëå ª Mp, á®¢¯ ¤ ¥â á Kp. �®¯®«®£¨î áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥ ¢ Kp ¡ã¤¥¬ á¢ï§ë¢ âì
á® á«¥¤®¬ �p. �à®áâà ­áâ¢® á ¬®á®¯àï¦¥­­ëå ®¯¥à â®à®¢, ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå ®â­®á¨â¥«ì­® á«¥¤ 
�p, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ Lh

1(�p). � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, Lh
1(�p) = (Lh

1(�))p. �â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¥á«¨
Y | äã­¤ ¬¥­â ¢ M, â® ¢¥é¥áâ¢¥­­ ï «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  ¬­®¦¥áâ¢  fyp j y 2 Y +; y = pypg
ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â®¬ ¢ Mp. �â®â äã­¤ ¬¥­â ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ Y (p). �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì,
çâ® ¥á«¨ x� ! x ¢ â®¯®«®£¨¨ �(Lh

1(�); Y ), â® (x�)p ! xp ¢ â®¯®«®£¨¨ �(Lh
1(�p); Y

(p)).
�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â®¯®«®£¨¨ «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥ ¨ § ¬¥ç ­¨©, á¤¥« ­­ëå ¢ëè¥

¤«ï  «£¥¡àë �¥©¬ ­  á ª®­¥ç­ë¬ á«¥¤®¬, ­¥âàã¤­® § ª«îç¨âì, çâ® á¥âì fx�g � K áå®¤¨âáï
«®ª «ì­® ¯® ¬¥à¥ ª x 2 K â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® p 2 P á¥âì f(x�)pg áå®¤¨âáï
¯® ¬¥à¥ ª xp ¢ Kp.

3. �¥¬¬ë

�¥¬¬  1. �ãáâì Y | äã­¤ ¬¥­â ¢ M. �á«¨ fx�g | â ª ï á¥âì ¢ Lh
1(�), çâ® x� ! 0 ¢

â®¯®«®£¨¨ j�j(Lh
1 (�); Y ), â® x�

�
�! 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ "; � > 0, p0 2 P. � ª ª ª Y | äã­¤ ¬¥­â, â® ­ ©¤¥âáï
p 2 Y pr, ¤«ï ª®â®à®£® p � p0 ¨ �(p0 � p) � �=2. �®£¤  rp(x�) = �(jpx�pj) ! 0 ¨ ®âáî¤  ­¥-
âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï ¢ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¨­¤¥ªá  �0 â ª®£®, çâ® ¯à¨ � � �0 ­ ©¤¥âáï ¯à®¥ªâ®à q�,
­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨© p, ¤«ï ª®â®à®£® kq�px�pq�k1 � " ¨ �(p � q�) � �=2. �à¨ � � �0 â®£¤  ¨¬¥¥¬
kq�x�q�k1 = kq�px�pq�k1 � " ¨ �(p0 � q�) � �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, x�

�
�! 0.
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�¥¬¬  2. �ãáâì Y | äã­¤ ¬¥­â ¢ M. �á«¨ fx�g | á¥âì ¢ Lh
1(�) â ª ï, çâ® x� ! 0 ¢

â®¯®«®£¨¨ �(Lh
1(�); Y ), â® áãé¥áâ¢ã¥â á¥âì y�

�
�! 0, £¤¥ ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â y� ¥áâì ¢ë¯ãª« ï

ª®¬¡¨­ æ¨ï í«¥¬¥­â®¢ fx�g.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 1 â®¯®«®£¨ï j�j(Lh
1 (�); Y ) á®£« áã¥âáï á ¤¢®©-

áâ¢¥­­®áâìî hLh
1(�); Y i, ¯®íâ®¬ã á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì «¥¬¬ë 2 á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 1.

�¥¬¬  3. �ãáâì á«¥¤ � ª®­¥ç¥­, Y | äã­¤ ¬¥­â ¢M, fx�g | á¥âì ¢ Lh
1(�), x; x0 2 Lh

1(�).
�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â y 2 Kh â ª®©, çâ® �y � x� � y ¯à¨ «î¡®¬ �, x�

�
�! x ¨ x� ! x0 ¢ â®¯®«®£¨¨

�(Lh
1(�); Y ), â® x = x0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¢­ ç «¥ k 2 N. �ãáâì eyk | á¯¥ªâà «ì­ë© ¯à®¥ªâ®à ®¯¥-
à â®à  y, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ®âà¥§ªã [0; k]. � Y pr ­ ©¤¥âáï ¯à®¥ªâ®à pk, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨© eyk ¨
â ª®©, çâ® �(eyk � pk) � 1=k. �®£¤ 

�pkypk � pkx�pk � pkypk;

pkx�pk
�
�!
�

pkxpk;

pkypk 2Mh � Lh
1(�):

�®á¯®«ì§ã¥¬áï ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­®© ¢¥àá¨¥© â¥®à¥¬ë �¥¡¥£  ® ¬ ¦®à¨à®¢ ­­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ([9],
â¥®à¥¬  5.3). �¥ ¢¥àá¨ï ¤«ï á¥â¥© ¯®«ãç ¥âáï ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤«ï ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© â®ç­® â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ([3], â¥®à¥¬  III.3.7). �®«ãç ¥¬
kpkx�pk � pkxpkk1 �!

�
0.

�®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¯¥à â®à a 2 M. � ª ª ª Y | ¯®àï¤ª®¢ë© ¨¤¥ «,   pk 2 Y , â®
pkapk 2 Y . �®£¤ 

�(pkx�pka) = �(x�pkapk) �!
�
�(x0pkapk) = �(pkx0pka):

� ¤àã£®© áâ®à®­ë,

j�((pkx�pk � pkxpk)a)j � kak1kpkx�pk � pkxpkk1 �!
�
0:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, pkx�pk áå®¤¨âáï ¯® � ¢ â®¯®«®£¨¨ �(Lh
1(�);M) ¨ ª pkx0pk, ¨ ª pkxpk, ¯®íâ®¬ã

pkx0pk = pkxpk.
�áâà¥¬«ïï â¥¯¥àì k ª ¡¥áª®­¥ç­®áâ¨ ¨ ®áãé¥áâ¢«ïï ¯à¥¤¥«ì­ë© ¯¥à¥å®¤ ¢ â®¯®«®£¨¨ áå®¤¨-

¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥, ¯®«ãç¨¬ x0 = x.

�¥¬¬  4. �ãáâì á«¥¤ � ª®­¥ç¥­, fxng | áå®¤ïé ïáï ¯® ¬¥à¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­-

â®¢ Kh. �®£¤  ¨§ ­¥¥ ¬®¦­® ¢ë¡à âì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxnkg â ªãî, çâ® �y � xnk � y
¤«ï ­¥ª®â®à®£® y 2 K+ ¨ ¢á¥å k 2 N.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¨§¢¥áâ­® ([8], â¥®à¥¬  4), ¨§ áå®¤ïé¥©áï ¯® ¬¥à¥ ª x 2 Kh ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâ¨ fxng � Kh ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxnkg, áå®¤ïéãîáï ª â®¬ã ¦¥
á ¬®¬ã ¯à¥¤¥«ã á à¥£ã«ïâ®à®¬, â. ¥. â ªãî, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ z 2 K+ ¨ ã¡ë¢ îé ï ¯® k ª ­ã«î
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« f"nkg, ¤«ï ª®â®àëå �"nkz � xnk � x � "nkz. �®£¤ 
�(max

k
f"nkg z + jxj) � xnk � max

k
f"nkg z + jxj.

� «¥¥ ç¥à¥§ { ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Lh
1(�) ¢ ¯à®áâà ­áâ¢®

M
�, ª®â®à®¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á á®¢®ªã¯­®áâìî íà¬¨â®¢ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå

¯® ­®à¬¥ äã­ªæ¨®­ «®¢ ­  M. �¥à¥§ Pr ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ®£à ­¨ç¥­¨¥ ­  M� ¯à®¥ªâ®à  � -
ª¥á ª¨, ä¨£ãà¨àãîé¥£® ¢ ¥£® â¥®à¥¬¥ ® à §«®¦¥­¨¨ ­¥¯à¥àë¢­®£® ¯® ­®à¬¥ äã­ªæ¨®­ «  ­ 
 «£¥¡à¥ �¥©¬ ­  ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ­®à¬ «ì­®£® ¨ á¨­£ã«ïà­®£® äã­ªæ¨®­ «®¢ (á¬. [11], [12]). �â-
¬¥â¨¬, çâ® Pr ¤¥©áâ¢ã¥â ¨§ M� ­  {(Lh

1(�)) ¨ ¬®¤ã«ì j'j á¨­£ã«ïà­®£® äã­ªæ¨®­ «  ' â ª¦¥
á¨­£ã«ïà¥­.
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�¥¬¬  5. �á«¨ á¥âì fx�g ¢ L
h
1(�) â ª®¢ , çâ® {(x�)! ' ¢ á« ¡®© â®¯®«®£¨¨ �(M�;M) ¨

Pr' = {(x) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® x 2 Lh
1(�), â® áãé¥áâ¢ã¥â äã­¤ ¬¥­â Y ¢ M â ª®©, çâ® x� ! x

¢ â®¯®«®£¨¨ �(Lh
1 (�); Y ).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ '1 = '�{(x), â® äã­ªæ¨®­ « '1 á¨­£ã«ïà¥­. �¥é¥áâ¢¥­­ ï «¨­¥©-
­ ï ®¡®«®çª  Y ¬­®¦¥áâ¢  fb 2 M+ j j'1j(b) = 0g ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â®¬ ¢ M. �ãáâì a 2 Y ,
â®£¤  a = a1 � a2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå a1; a2 2 fb 2 M+ j j'1j(b) = 0g. �¬¥¥¬ �(x�a) = [{(x�)](a) !
'(a) = [{(x)](a) + '1(a1 � a2) = �(xa), â. ¥. x� ! x (�(Lh

1 (�); Y )).

4. �á­®¢­ ï â¥®à¥¬ 

�¥®à¥¬ . �ãáâì V | ­¥¯ãáâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Lh
1(�), W | �(M�;M)-§ ¬ëª ­¨¥

¬­®¦¥áâ¢  {(V ). �®£¤ 

a) ¥á«¨ V § ¬ª­ãâ® ¢ â®¯®«®£¨¨ «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥ ¢ Lh
1(�), â®

PrW = {(V ); (4)

b) ¥á«¨ V ®£à ­¨ç¥­® ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (4), â® V § ¬ª­ãâ® ¢ â®¯®«®£¨¨ «®ª «ì­®© áå®¤¨-

¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥ ¢ Lh
1(�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ á­ ç «  ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ a). �ç¥¢¨¤­®, PrW � {(V ). �¡¥¤¨¬áï ¢
á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ®¡à â­®£® ¢ª«îç¥­¨ï. �ãáâì w 2 W ¨ Prw = {(x), £¤¥ x 2 Lh

1(�). �ãé¥áâ¢ã¥â
á¥âì fx�g ¢ V â ª ï, çâ® {(x�)! w ¢ â®¯®«®£¨¨ �(M�;M). �® «¥¬¬¥ 5 áãé¥áâ¢ã¥â äã­¤ ¬¥­â
Y ¢ M â ª®©, çâ® x� ! x ¢ â®¯®«®£¨¨ �(Lh

1 (�); Y ). �®£¤  ¯® «¥¬¬¥ 2 ­ ©¤¥âáï á¥âì fy�g ¢ V

â ª ï, çâ® y�
�
�! x. � â. ª. V § ¬ª­ãâ® «®ª «ì­® ¯® ¬¥à¥, â® x 2 V .

�¥à¥©¤¥¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï b). � ¬¥â¨¬, çâ®W ï¢«ï¥âáï �(M�;M)-ª®¬¯ ªâ­ë¬,
â. ª. {(V ) ®£à ­¨ç¥­®.

�ãáâì p 2 P. �á­®, çâ® Vp | ­¥¯ãáâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Lh
1(�p). �¡®§­ -

ç¨¬ ç¥à¥§ {(p) ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Lh
1(�p) ¢M

�
p | ¯à®áâà ­áâ¢®, á®¯àï¦¥­­®¥

ª íà¬¨â®¢®© ç áâ¨ Mp à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®©  «£¥¡àë �¥©¬ ­  Mp, ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬®¥ á á®¢®ªã¯­®-
áâìî íà¬¨â®¢ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå ¯® ­®à¬¥ äã­ªæ¨®­ «®¢ ­ Mp. �¥à¥§W (p) ®¡®§­ ç¨¬ § ¬ëª ­¨¥
¬­®¦¥áâ¢  {(p)(Vp) ¢ â®¯®«®£¨¨ �(M�

p;Mp); ç¥à¥§ Pr
(p) | ®£à ­¨ç¥­¨¥ ­ M�

p á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®
¯à®¥ªâ®à  � ª¥á ª¨. � «ì­¥©è¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯« ­ã:

1) ¤®ª ¦¥¬, çâ® Pr(p)W (p) = {
(p)(Vp) ¤«ï «î¡®£® p 2 P;

2) ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® p 2 P ¬­®¦¥áâ¢® Vp § ¬ª­ãâ® ¯® ¬¥à¥ ¢ Lh
1(�p), â® V

§ ¬ª­ãâ® «®ª «ì­® ¯® ¬¥à¥ ¢ Lh
1(�);

3) ¤®ª ¦¥¬ ¯. b) ¤«ï á«ãç ï ª®­¥ç­®£® á«¥¤ .

�®áª®«ìªã ¤«ï «î¡®£® p 2 P á«¥¤ �p ­  Mp ª®­¥ç¥­, â® ¨§ 3) ¨ 1) ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì, çâ® Vp
§ ¬ª­ãâ® ¯® ¬¥à¥ ¢ Lh

1(�p). �®£« á­® 2) ®âáî¤  ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¯. b) â¥®à¥¬ë.

1) �®§ì¬¥¬ p 2 P. �ç¥¢¨¤­®, Pr(p)W (p) � {
(p)(Vp). �®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥. �ãáâì w 2

W (p) ¨ Pr(p)w = {
(p)(x), £¤¥ x 2 Lh

1(�p). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â á¥âì fx�g ¢ V â ª ï, çâ® {(p)((x�)p)! w
¢ â®¯®«®£¨¨ �(M�

p;Mp). � ª ª ª W �(M�;M)-ª®¬¯ ªâ­®, â® ¨§ fx�g ¬®¦­® ¢ë¡à âì ¯®¤á¥âì
fx�g â ªãî, çâ® {(x�)! z 2W (�(M�;M)). � á¨«ã á®®â­®è¥­¨ï (4) Pr z = {(x0) ¤«ï ­¥ª®â®à®£®
x0 2 V . �®ª ¦¥¬, çâ® x = (x0)p, â. ¥. x 2 Vp. � ª ª ª {(p)((x�)p)! w ¢ â®¯®«®£¨¨ �(M�

p;Mp), â®
¯® «¥¬¬¥ 5 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© äã­¤ ¬¥­â Z ¢ Mp, çâ® (x�)p ! x ¢ â®¯®«®£¨¨ �(Lh

1(�p); Z). � ª
ª ª {(x�) ! z (�(M�;M)), â® ¯® «¥¬¬¥ 5 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© äã­¤ ¬¥­â Y ¢ M, çâ® x� ! x0
(�(Lh

1 (�); Y )), ¯®íâ®¬ã (x�)p ! (x0)p ¢ â®¯®«®£¨¨ �(Lh
1(�p); Y

(p)), £¤¥ Y (p) | äã­¤ ¬¥­â ¢ Mp

(á¬. x 2). � á¨«ã § ¬¥ç ­¨© 1 ¨ 2 x 1 â®¯®«®£¨ï �(Lh
1 (�p); Z \ Y (p)) ®â¤¥«¨¬ , ¨ â. ª. (x�)p ! x ¨

(x�)p ! (x0)p ¢ íâ®© â®¯®«®£¨¨, â® x = (x0)p.

2) �ãáâì ¤«ï «î¡®£® p 2 P ¬­®¦¥áâ¢® Vp § ¬ª­ãâ® ¯® ¬¥à¥ ¢ Lh
1(�p) ¨ ¯ãáâì á¥âì fx�g � V

áå®¤¨âáï «®ª «ì­® ¯® ¬¥à¥ ª x 2 Lh
1(�). �®£¤ , ª ª ®â¬¥ç «®áì ¢ x 2, (x�)p áå®¤¨âáï ¯® ¬¥à¥ ª

xp ¤«ï «î¡®£® p 2 P. �§ § ¬ª­ãâ®áâ¨ Vp ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® xp 2 Vp. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ª ¦¤®£®
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p 2 P ­ ©¤¥âáï í«¥¬¥­â z(p) 2 V â ª®©, çâ® (z(p))p = xp, â. ¥. â ª®©, çâ® pz(p)p = pxp. �®áª®«ìªã
P ­ ¯à ¢«¥­® ¯® ¢ª«îç¥­¨î, â® fz(p)g ®¡à §ã¥â á¥âì ¢ V . � ª ª ª W �(M�;M)-ª®¬¯ ªâ­®,
­ ©¤¥âáï â ª ï ¯®¤á¥âì fz�g á¥â¨ fz(p)g, çâ® {(z�)! w 2W (�(M�;M)). �® ãá«®¢¨î (4) Prw =
{(x0) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® x0 2 V . �®ª ¦¥¬, çâ® x = x0, ãáâ ­®¢¨¢, çâ® pxp = px0p ¤«ï ¢á¥å p 2 P.
�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 5 áãé¥áâ¢ã¥â äã­¤ ¬¥­â Y ¢ M â ª®©, çâ® z� ! x0 ¢ â®¯®«®£¨¨
�(Lh

1(�); Y ). � ä¨ªá¨àã¥¬ p0 2 P. � ª ª ª fz�g | ¯®¤á¥âì fz(p)g, â® ¯® p0 ­ ©¤¥âáï �0 â ª®¥,
çâ® ¨§ � � �0 á«¥¤ã¥â z� = z(q) ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ q � p0, q 2 P. �âáî¤  ¤«ï «î¡®£® � � �0 ¨¬¥¥¬
p0z�p

0 = p0z(q)p0 = p0qz(q)qp0 = p0qxqp0 = p0xp0, â. ¥. (z�)p0 = xp0 . �® (z�)p0 ! (x0)p0 ¢ â®¯®«®£¨¨
�(Lh

1(�p0); Y (p0)). �­ ç¨â, xp0 = (x0)p0 , â. ¥. p0xp0 = p0x0p
0. � ª ª ª p0 ¯à®¨§¢®«ì­®, â® x = x0 2 V .

3) �®ª ¦¥¬, ­ ª®­¥æ, § ¬ª­ãâ®áâì V ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® á«¥¤ � ª®­¥ç¥­. � íâ®¬ á«ãç ¥
â®¯®«®£¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥ ¬¥âà¨§ã¥¬ . �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng � V áå®¤¨âáï ¯®
¬¥à¥ ª x 2 Lh

1(�). � ª á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 4, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® �y � xn � y ¤«ï ­¥ª®â®à®£®
y 2 K+. � á¨«ã ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ W áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤á¥âì fx�g ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxng â ª ï, çâ®
{(x�) �!

�
' 2W ¢ â®¯®«®£¨¨ �(M�;M). � á¨«ã ãá«®¢¨ï (4) ¨ «¥¬¬ë 5 áãé¥áâ¢ãîâ äã­¤ ¬¥­â Y

¢M ¨ í«¥¬¥­â x0 2 V â ª¨¥, çâ® x� ! x0 (�(Lh
1(�); Y )). � ª ª ª x�

�
�! x ª ª ¯®¤á¥âì áå®¤ïé¥©áï

¯® ¬¥à¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, â® ¯® «¥¬¬¥ 3 x = x0 2 V .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯. b) â¥®à¥¬ë ¤®ª § ­.

�à®¨««îáâà¨àã¥¬ ¢®§¬®¦­ë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï â¥®à¥¬ë.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì V1 ¨ V2 | ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  Lh
1(�), ¯à¨ç¥¬ ª ¦¤®¥ ¨§

­¨å ­¥¯ãáâ®, ¢ë¯ãª«® ¨ § ¬ª­ãâ® ¢ â®¯®«®£¨¨ «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥ ¢ Lh
1(�). �á«¨ å®âï

¡ë ®¤­® ¨§ ­¨å ®£à ­¨ç¥­®, â® áãé¥áâ¢ã¥â a 2M â ª®©, çâ®

supf�(xa) j x 2 V1g < inff�(xa) j x 2 V2g:

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ë¯ãª«ë© äã­ªæ¨®­ « ­  Lh
1(�) á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ (�1;+1], ¯®«ã­¥¯à¥àë¢-

­ë© á­¨§ã ®â­®á¨â¥«ì­® â®¯®«®£¨¨ «®ª «ì­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¯® ¬¥à¥, ¤®áâ¨£ ¥â ¬¨­¨¬ã¬  ­  ¢áï-
ª®¬ § ¬ª­ãâ®¬ ¢ íâ®© â®¯®«®£¨¨, ®£à ­¨ç¥­­®¬ ¯® ­®à¬¥, ¢ë¯ãª«®¬, ­¥¯ãáâ®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥
Lh
1(�).

�®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å á«¥¤áâ¢¨© ä ªâ¨ç¥áª¨ ­¨ç¥¬ ­¥ ®â«¨ç îâáï ®â ¤®ª § â¥«ìáâ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¢ [3] (â¥®à¥¬ë X.5.2 ¨ X.5.6). �àã£¨¥ ¢®§¬®¦­ë¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¬®¦­®
¯®ç¥à¯­ãâì ¨§ [2] ¨ [4].
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