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1. �¢¥¤¥­¨¥

� ç¨­ ï á 1978 £. ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï á ¯ à ««¥«ì­®© äã­¤ ¬¥­â «ì­®© ä®à¬®© (ä.ä.) ¢ëá-
è¥£® ¯®àï¤ª  �s (s � 3, r�s = 0) áâ «¨ ¯à¥¤¬¥â®¬ ¨­â¥­á¨¢­®£® ¨§ãç¥­¨ï ¤«ï àï¤  ¨áá«¥¤®-
¢ â¥«¥©. � ­ áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥­¨ ¤«ï íâ®£® ª« áá  ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© à¥è¥­ë ¢ ¦­ë¥ ª« áá¨ä¨-
ª æ¨®­­ë¥ § ¤ ç¨, ¢® ¬­®£¨å ç áâ­ëå á«ãç ïå ¤ ­® ¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ®¯¨á ­¨¥ ¨ ¢ëï¢«¥­ë
¨å ¢ ¦­¥©è¨¥ á¢®©áâ¢ . �®«­®¥ ®á¢¥é¥­¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ ®¡ íâ¨å ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ïå ¨ ¯®¤à®¡­ ï
¡¨¡«¨®£à ä¨ï ¤ ­ë ¢ ®¡§®à­®© áâ âì¥ �.�.�ã¬¨áâ¥ [1] ¨  ¢â®à  [2].

�à¨ç¨­®©  ªâ¨¢­®£® ¨§ãç¥­¨ï ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© á ¯ à ««¥«ì­®© ä.ä. ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª 
ï¢«ï¥âáï ¨å ¢­ãâà¥­­ïï £¥®¬¥âà¨ï, ª®â®à ï, ª ª ¯®ª § «  ¢â®à [3], ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨¥© «®-
ª «ì­® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® à¨¬ ­®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ , å à ªâ¥à¨§ã¥¬®£®, ª ª ¨§¢¥áâ­®, ª®¢ à¨ ­â-
­ë¬ ¯®áâ®ï­áâ¢®¬ â¥­§®à  ªà¨¢¨§­ë (rR = 0). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï á ¯ à ««¥«ì-
­®© ä.ä. ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª  ¢ª«îç îâáï ¢ ª« áá à¨çç¨-¯®«ãá¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯®¤¬­®£®®¡à §¨©,
å à ªâ¥à¨§ã¥¬ëå ãá«®¢¨¥¬ R(X;Y ) � R1 = 0, £¤¥ R(X;Y ) { ®¯¥à â®à ªà¨¢¨§­ë,   R1 | â¥­§®à
�¨çç¨.

�¨¬ ­®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î R(X;Y ) � R1 = 0,
  â ª¦¥ ¨å à §«¨ç­ë¥ ç áâ­ë¥ ¯®¤ª« ááë ¡ë«¨ ¨ ï¢«ïîâáï ¯à¥¤¬¥â®¬  ªâ¨¢­®£® ¨§ãç¥­¨ï
¬­®£¨å  ¢â®à®¢ ­  ¯à®âï¦¥­¨¨ ¯®á«¥¤­¨å 30-â¨ ¨ ¡®«¥¥ «¥â (á¬., ­ ¯à., ®¡§®à­ë¥ áâ âì¨ [1], [2],
  â ª¦¥ ¡®«¥¥ ­®¢ë¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï [4]{[9] ¨ æ¨â¨à®¢ ­­ãî ¢ ­¨å «¨â¥à âãàã).

� ­­ ï à ¡®â  ¯®á¢ïé¥­  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã áâàãªâãà­ëå â¥®à¥¬ ¤«ï ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© á ¯ -
à ««¥«ì­®© ä.ä. �2s+2 (s � 1) ¨ « ¯« á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­®© (á¬. x 3) ¢â®à®© ä.ä. �2 ¢ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë
¢ëà ¦ îâáï â¥®à¥¬ ¬¨ 1 ¨ 2 (á¬. x x 4, 5).

2. �á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ä®à¬ã«ë

�ãáâì M ï¢«ï¥âáï m-¬¥à­ë¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ n-¬¥à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¯®áâ®ï­­®© ªà¨-
¢¨§­ë (Mn(c); eg) ¨ ¯ãáâì g ®¡®§­ ç ¥â ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ãî ­  M ¬¥âà¨ªã. �â®à ï ä.ä. �2 ¯®¤¬­®-
£®®¡à §¨ïM ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®¬ �2(X;Y ) = erXY �rXY , £¤¥ er ¨ r ®¡®§­ ç îâ à¨¬ ­®¢ë
á¢ï§­®áâ¨ ­  Mn(c) ¨ M á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,   X ¨ Y | ª á â¥«ì­ë¥ ª M ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï. �®à-
¬  �2 ï¢«ï¥âáï ¡¨«¨­¥©­®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ä®à¬®©, ®¯à¥¤¥«¥­­®© ­  T (M)� T (M) (T (M) |
ª á â¥«ì­®¥ à áá«®¥­¨¥) á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ­®à¬ «ì­®¬ à áá«®¥­¨¨ T?(M). �«ï ­®à¬ «ì­®£® ¢¥ª-
â®à­®£® ¯®«ï � ¨ ª á â¥«ì­®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï X ¯®«®¦¨¬ erX� = �A�(X)+r?X�, £¤¥ ¢ ª ¦¤®©
â®çª¥ x 2M á« £ ¥¬ë¥ �A�(X) ¨ r?X� ®¡®§­ ç îâ ª á â¥«ì­ãî ¨ ­®à¬ «ì­ãî ª®¬¯®­¥­âë á®-
®â¢¥âáâ¢¥­­®. �à¨ íâ®¬ A� ¨ �2 á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®© à ¢¥­áâ¢®¬ eg(�2(X;Y ); �) = g(A�(X); Y ).
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 M A� ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬ «¨­¥©­ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ -
­¨¥¬ ª á â¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Tx(M). A� ­ §ë¢ ¥âáï ¢â®àë¬ äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬ â¥­§®à®¬,

�â âìï ­ ¯¨á ­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �/� "�à®¬¥â¥©".
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á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ­®à¬ «ì­®¬ã ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯®«î �. �®à¬ «ì­ ï ª®¬¯®­¥­â  r?X� ®â erX� ®¯à¥-
¤¥«ï¥â ¢ T?(M) ­¥ª®â®àãî ¬¥âà¨ç¥áªãî á¢ï§­®áâì r?, ­ §ë¢ ¥¬ãî ­®à¬ «ì­®© á¢ï§­®áâìî.
�á«¨r?X� = 0 ¤«ï «î¡®£® X, â® � ­ §ë¢ ¥âáï ¯ à ««¥«ì­ë¬ ¢ ­®à¬ «ì­®© á¢ï§­®áâ¨ ¨«¨ ¯à®áâ®
¯ à ««¥«ì­ë¬.

�®¢ à¨ ­â­ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ¢â®à®© ä.ä. �2 ¢ á¢ï§­®áâ¨ ¢ ­ ¤¥à � à¤¥­ -�®àâ®«®ââ¨ r (r =
r
r?) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

(rX�2)(Y;Z) = r?X�2(Y;Z)� �2(rXY;Z)� �2(Y;rXZ):

�§¢¥áâ­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ �®¤ ææ¨ â¥¯¥àì ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ (rX�2)(Y;Z) = (rY �2)(X;Z).
�®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ­ §ë¢ ¥âáï ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ �2 � 0. �á«¨ ¦¥ rX�2 = 0 ¤«ï
«î¡®£® X, â® £®¢®àïâ ® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¨ á ¯ à ««¥«ì­®© (ª®¢ à¨ ­â­® ¯®áâ®ï­­®©) ¢â®à®© ä.ä.
�¥ªâ®à áà¥¤­¥© ªà¨¢¨§­ë H ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®¬ H = tr�2.

�®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬ ®â­®á¨â¥«ì­® ­®à¬ «ì­®£® ¢¥ªâ®à­®£® ¯®«ï �,
¥á«¨ A� = �I, £¤¥ �| ­¥ª®â®à ï äã­ªæ¨ï,   I | â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥. �¬¡¨«¨ç¥áª®¥
®â­®á¨â¥«ì­® H (AH = �I) ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¯á¥¢¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬. �á«¨ H � 0, â®
¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­ë¬.

�  ¤ «ì­¥©è¨¬¨ ¯®¤à®¡­®áâï¬¨ ®âáë« ¥¬ ª ¬®­®£à ä¨¨ [10].

3. �ã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ ä®à¬ë ¢ëáè¨å ¯®àï¤ª®¢

�ã­¤ ¬¥­â «ì­ë¥ ä®à¬ë ¢ëáè¨å ¯®àï¤ª®¢ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® à¥ªãà-
à¥­â­®© ä®à¬ã«¥ �s+1; (X1; : : : ;Xs;X) = (rX�s)(X1; : : : ;Xs), £¤¥ s � 2, X;X1; : : : ; Xs | ¯à®¨§-
¢®«ì­ë¥ ª á â¥«ì­ë¥ ª M ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯®«ï,   ¯à ¢ ï ç áâì ¢ à §¢¥à­ãâ®© § ¯¨á¨ ¨¬¥¥â á«¥¤ã-
îé¨© ¢¨¤:

(rX�s)(X1; : : : ;Xs) = r?X�s(X1; : : : ;Xs)�
sX

t=1

�s(X1; : : : ;rXXt; : : : ;Xs):

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® �s ï¢«ï¥âáï s-«¨­¥©­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ­  T (M) � � � � �
T (M) (s à §) á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ T?(M). �§ ãà ¢­¥­¨ï �®¤ ææ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ �s á¨¬¬¥âà¨ç­ë
¯® ¯¥à¢ë¬ âà¥¬  à£ã¬¥­â ¬.

�á«¨ rX�s = 0 ¤«ï «î¡®£® X, â. ¥.

r?X�s(X1; : : : ;Xs)�
sX

t=1

�s(X1; : : : ;rXXt; : : : ;Xs) = 0;

â® £®¢®àïâ, çâ® ä.ä. �s ï¢«ï¥âáï ¯ à ««¥«ì­®©, ¯¨èãâ r�s = 0.
�ãáâì h�ij | ª®¬¯®­¥­âë ä.ä. �2 ¢ ­¥ª®â®à®¬,  ¤ ¯â¨à®¢ ­­®¬ ª M , «®ª «ì­®¬ ¯®«¥ ®à-

â®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  (e1; : : : ; em; em+1; : : : ; en). �¤¥áì ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¨­¤¥ªáë ¯à®¡¥£ îâ
á«¥¤ãîé¨¥ §­ ç¥­¨ï: i; j; k; : : : ; i1; j1; : : : = 1; : : : ;m, �; �; : : : = m + 1; : : : ; n. �®¬¯®­¥­âë h�i1:::is
ä.ä. �s (s � 3) ®¯à¥¤¥«ïîâáï à ¢¥­áâ¢®¬

h�i1:::is = rish
�
i1:::is�1

= � � � = ris : : :ri3h
�
i1i2

;

£¤¥ ri = rei . �á«®¢¨¥ ¯ à ««¥«ì­®áâ¨ �s à ¢­®á¨«ì­® rkh
�
i1:::is

= 0.
�ãáâì �2s | ­¥ª®â®à ï ä.ä. ç¥â­®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¯ãáâì h�i1j1:::isjs | ¥¥ ª®¬¯®­¥­âë. �®« £ ï

H�
s = h�i1j1:::isjs�

i1j1 : : : �isjs ;

£¤¥ �ij | á¨¬¢®« �à®­¥ª¥à , ¯®«ãç¨¬ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 M ­¥ª®â®àë© ¨­¢ à¨ ­â­® ®¯à¥¤¥-
«¥­­ë© ­®à¬ «ì­ë© ¢¥ªâ®à Hs = H�

s e�. �à¨ s = 1 ¢¥ªâ®à H1, ®ç¥¢¨¤­®, á®¢¯ ¤ ¥â á ¢¥ªâ®à®¬
áà¥¤­¥© ªà¨¢¨§­ë H.

47



�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¢â®à ï ä.ä. �2 ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ïM ï¢«ï¥âáï « ¯« á®¢®
s-à¥ªãàà¥­â­®© á á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ', ¥á«¨ ¥¥ ª®¬¯®­¥­âë h�ij ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î

�sh�ij = � : : :�| {z }
s

h�ij = 'h�ij ;

£¤¥ � = �klrkrl | ®¯¥à â®à � ¯« á ,   ' | ­¥ª®â®à ï äã­ªæ¨ï. �à¨ s = 1 ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì
¯à®áâ® ® « ¯« á®¢® à¥ªãàà¥­â­®© ä.ä. �2.

� á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥, £¤¥ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï á ¯ à ««¥«ì­®© ä.ä.
�2s+2 ¨ « ¯« á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­®© ä.ä. �2, ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï â ª¦¥ ¯®­ïâ¨¥ ®¡ ®àâ®£®­ «ì­®©
á®¯àï¦¥­­®© á¨áâ¥¬¥ (®. á. á.). �®íâ®¬ã §¤¥áì ¯à¨¢¥¤¥¬ â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®. á. á.

�®¢®àïâ, çâ® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ­¥á¥â ®. á. á., ¥á«¨ ­  M ®¯à¥¤¥«¥­ë ª ª¨¬-«¨¡® ®¡à §®¬
à á¯à¥¤¥«¥­¨ï �1; : : : ;�r, ®¡« ¤ îé¨¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

 ) �1(x)� � � � ��r(x) = Tx(M) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x 2M ;
¡) �1; : : : ;�r ¨­¢®«îâ¨¢­ë ¨ á®¯àï¦¥­ë ®â­®á¨â¥«ì­® �2, â. ¥. �2(X;Y ) = 0 ¤«ï «î¡®£®

X 2 �u(x) ¨ «î¡®£® Y 2 �v ¯à¨ u 6= v (u; v = 1; : : : ; r);
¢) �1; : : : ;�r ¯®¯ à­® ¢¯®«­¥ ®àâ®£®­ «ì­ë, â. ¥. g(X;Y ) = 0 ¤«ï «î¡®£® X 2 �u(x) ¨

«î¡®£® Y 2 �v(x), u 6= v.

�á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï â®«ìª® ãá«®¢¨ï  ) ¨ ¡), â® £®¢®àïâ â®«ìª® ® á®¯àï¦¥­­®© á¨áâ¥¬¥. �â®
¯®­ïâ¨¥ ¨¬¥¥â, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¯à®¥ªâ¨¢­ë© å à ªâ¥à. �  ¬­®£®¬¥à­ëå ¯®¢¥àå­®áâïå ¯à®¥ªâ¨¢-
­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  á®¯àï¦¥­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¨áá«¥¤®¢ «¨áì ¢ à ¡®â å �.�.�ª¨¢¨á  ¨ �.�. �ë¦ª®¢ 
[11]{[13].

4. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¨ ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢®

� ¤ ­­®¬ ¯ à £à ä¥ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï á ¯ à ««¥«ì­®© ä.ä. �2s+2 (s �
1) ¨ « ¯« á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­®© ä.ä. �2 ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë Mn(c) ¨ ®¯¨è¥¬
¨å «®ª «ì­®¥ áâà®¥­¨¥. �¯à ¢¥¤«¨¢  á«¥¤ãîé ï

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ Mn(c) ¨¬¥¥â ¯ à ««¥«ì­ãî ä.ä. �2s+2 (s � 1)
¨ « ¯« á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­ãî ¢â®àãî ä.ä. �2 á á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ' 6= const. �®£¤ 

M ­¥á¥â ®àâ®£®­ «ì­ãî á®¯àï¦¥­­ãî á¨áâ¥¬ã á¢®¨å ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¯®¤¬­®£®®¡à §¨©

M 1; : : : ;M t, ¯à¨ç¥¬ ª ¦¤®¥ Mu (u = 1; : : : ; t)
1) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®àâ®£®­ «ì­®© £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ ­¥ª®â®à®© á¢ï§ª¨ ¯àï¬ëå ­¥ª®â®à®£®

¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®£® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï V u ¯à®áâà ­áâ¢  Mn(c), ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ ¯®¤-

¬­®£®®¡à §¨¥¬ íâ®© £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨ ¯á¥¢¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬ ¢ V u;
2) ¨¬¥¥â ¯ à ««¥«ì­ãî ä.ä. �

(u)
2s+2 ¨ « ¯« á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­ãî ä.ä. �

(u)
2 á â¥¬ ¦¥ á®¡-

áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ '.

�­ ç «  ¤®ª ¦¥¬ ­¥áª®«ìª® «¥¬¬.

�¥¬¬  1. �ãáâì ä.ä. �2s+2 (s � 1) ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M ¯ à ««¥«ì­ . �®£¤  ­®à¬ «ì­ë©

¢¥ªâ®à Hs+1 ï¢«ï¥âáï ¯ à ««¥«ì­ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì h�i1j1:::is+1js+1 | ª®¬¯®­¥­âë ä®à¬ë �2s+2 (®¡®§­ -
ç¥­¨ï x 3 á®åà ­ïîâáï). � á¨«ã ¯ à ««¥«ì­®áâ¨ �2s+2 ¨¬¥¥¬ rkh

�
i1j1:::is+1js+1

= 0. � ª ª ª
Hs+1 = H�

s+1e�, £¤¥
H�

s+1 = h�i1j1:::is+1js+1�
iij1 : : : �is+1js+1 ;

â® ¢ á¨«ã ª®¢ à¨ ­â­®£® ¯®áâ®ï­áâ¢  á¨¬¢®«®¢ �à®­¥ª¥à  ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

r?kH
�
s+1 = rkh

�
i1j1:::is+1js+1

�i1j1 : : : �is+1js+1 = 0;

çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â ¯ à ««¥«ì­®áâì Hs+1.
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�¥¬¬  2. �ãáâì ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1 ¨ ¯ãáâì AH | ¢â®à®© äã­¤ ¬¥­â «ì-

­ë© â¥­§®à ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¢¥ªâ®àã áà¥¤­¥© ªà¨¢¨§­ë H. �®£¤  à á-

¯à¥¤¥«¥­¨ï T u : x 2 M ! T u
x = fX 2 Tx(M); AH(X) = �uXg, £¤¥ �u (u = 1; : : : ; r) |

á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï AH , ¯ à ««¥«ì­ë (¢ ®¡« áâ¨, £¤¥ ªà â­®áâ¨ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© �u
¯®áâ®ï­­ë) ¨ ¨­¢®«îâ¨¢­ë. �å ¨­â¥£à «ì­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï M 1; : : : ;M r ï¢«ïîâáï ¢¯®«­¥ £¥®-

¤¥§¨ç¥áª¨¬¨ ¢ M ¨ ®¡à §ãîâ ­  M ®. á. á.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã s-à¥ªãàà¥­â­®áâ¨ �2 ¬®¦¥¬ ­ ¯¨á âì

h�iji1j1:::isjs�
i1j1 : : : �isjs = �isjs : : : �i1j1risrjs : : :ri1rj1h

�
ij = �sh�ij = 'h�ij : (4.1)

� á¨«ã ¯ à ««¥«ì­®áâ¨ �2s+2 «¥¢ ï ç áâì íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ª®¢ à¨ ­â­® ¯®áâ®ï­­ . �«¥¤®¢ â¥«ì-
­®, ª®¢ à¨ ­â­® ¯®áâ®ï­­  ¨ ¯à ¢ ï ç áâì 'h�ij (rk('h�ij) = 0).

�®¯®áâ ¢¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ã ­®à¬ «ì­®¬ã ¢¥ªâ®à­®¬ã ¯®«î � = ��e� ­¥ª®â®à®¥ ¯®«¥ á¨¬¬¥-
âà¨ç¥áª®£® í­¤®¬®àä¨§¬  B� à áá«®¥­¨ï T (M) ¯® ä®à¬ã«¥ B� = k'��h

�
ijk, £¤¥ �� = ��. � ª ª ª

k��h
�
ijk | ¬ âà¨æ  ¢â®à®£® äã­¤ ¬¥­â «ì­®£® â¥­§®à  A�, â® ¯®«ãç ¥¬ B� = 'A�.
� áá¬®âà¨¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© í­¤®¬®àä¨§¬ BHs+1

. � ª ª ª Hs+1 ï¢«ï¥âáï ¯ à ««¥«ì­ë¬

(«¥¬¬  1),   'h�ij ª®¢ à¨ ­â­® ¯®áâ®ï­­®, â® BHs+1
=




'P
�

H�
s+1h

�
ij




 â ª¦¥ ª®¢ à¨ ­â­® ¯®-
áâ®ï­­®.

�¢¥àâë¢ ï (4.1) á �ij , ¯®«ãç¨¬ H�
s+1 = 'H�, çâ® à ¢­®á¨«ì­® Hs+1 = 'H. �®£¤  BHs+1

=
'AHs+1

= '2AH . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  á®¡áâ¢¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ í­¤®¬®àä¨§¬ 
BHs+1

¨ â¥­§®à  AH ¢ ª á â¥«ì­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Tx(M) á®¢¯ ¤ îâ. �à¨ç¥¬, ¥á«¨ AH ¨¬¥-
¥â á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï �1; : : : ; �r ªà â­®áâ¥© l1; : : : ; lr, â® BHs+1

¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï
'2�1; : : : ; '

2�r â¥å ¦¥ ªà â­®áâ¥©. � ª ª ª BHs+1
ï¢«ï¥âáï ª®¢ à¨ ­â­® ¯®áâ®ï­­ë¬,   á®¡áâ¢¥­-

­ë¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®¢ à¨ ­â­® ¯®áâ®ï­­®£® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® í­¤®¬®àä¨§¬  ¯ à ««¥«ì­ë ¨
¨­¢®«îâ¨¢­ë (á¬., ­ ¯à., [14]), â® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï T u ¯ à ««¥«ì­ë ¨ ¨­¢®«îâ¨¢­ë. �§ ¯ à «-
«¥«ì­®áâ¨ T u á«¥¤ã¥â, çâ® ¨å ¨­â¥£à «ì­ë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï M 1; : : : ;M r ¡ã¤ãâ ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨-
ç¥áª¨¬¨ ¢ M . �®ª ¦¥¬, çâ® ®­¨ ®¡à §ãîâ ­  M ®. á. á. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ®àâ®£®­ «ì­®áâì T u

x ¨
T v
x ¯à¨ u 6= v á«¥¤ã¥â ¨§ ¨§¢¥áâ­®£® ä ªâ  «¨­¥©­®©  «£¥¡àë. �®ª ¦¥¬ ¨å á®¯àï¦¥­­®áâì ®â-
­®á¨â¥«ì­® �2. � ª ª ª Hs+1 ¯ à ««¥«ì­®, â® AHs+1

(= 'AH) ª®¬¬ãâ¨àã¥â á «î¡ë¬ A�, â. ¥.
AHs+1

�A� = A� �AHs+1
(á¬., ­ ¯à., [15]). �®£¤  ¨ AH �A� = A� �AH ¤«ï «î¡®£® �. �âáî¤  á«¥¤ã¥â,

çâ® T u
x ¡ã¤ãâ ¨­¢ à¨ ­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® A� ¤«ï «î¡®£® �. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ X 2 T u

x ,   Y 2 T v
x ,

u 6= v, â® eg(�2(X;Y ); �) = g(A�(X); Y ) = 0. � á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ � ¯®«ãç ¥¬ �2(X;Y ) = 0.

�¥¬¬  3. �ãáâì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ Mn(c) ­¥á¥â ®. á. á. ¯ à ««¥«ì­ëå à á¯à¥¤¥«¥­¨©

�1; : : : ;�r. �®£¤  �s(: : : ;X; : : : ; Y; : : : ) = 0 ¤«ï «î¡®£® X 2 �u ¨ «î¡®£® Y 2 �v, u 6= v, ¯à¨

«î¡®¬ s � 3 ¨ «î¡ëå ¯®§¨æ¨ïå X ¨ Y .

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© «¥¬¬ë ¤ ­®  ¢â®à®¬ ¢ ([16], «¥¬¬  1).

�¥¬¬  4. �ãáâì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ Mn(c) ­¥á¥â ®. á. á. á¢®¨å ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¯®¤-

¬­®£®®¡à §¨© M 1; : : : ;M r. �®£¤  ª ¦¤ ï ä.ä. �(u)
s ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Mu ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­¨¥¬

­  Mu ä.ä. �s ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M , â. ¥. �(u)
s = �sjMu . �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ­¥ª®â®à ï ä.ä. �s ¯ -

à ««¥«ì­ , â® ¯ à ««¥«ì­ë ¨ ä.ä. �(u)
s ¤«ï «î¡®£® u = 1; : : : ; r.

�â  «¥¬¬  ¤®ª § ­   ¢â®à®¬ ¢ ([17], â¥®à¥¬  5).

�¥¬¬  5. �ãáâì ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1 ¨ ¯ãáâì M 1; : : : ;M r | ¯®¤¬­®£®®¡à -

§¨ï, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¯® «¥¬¬¥ 2 á ¯®¬®éìî â¥­§®à  AH . �®£¤  ª ¦¤®¥ Mu (u = 1; : : : ; r) ¨¬¥¥â
« ¯« á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­ãî ¢â®àãî ä.ä. �

(u)
2 á á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ '.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå x 3 h�ij:::k ï¢«ïîâáï ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ä.ä. �2s+2.
�ãáâì iu; ju; : : : = m1 + � � �+mu�1 + 1; : : : ;m1 + � � � +mu�1 +mu, £¤¥ mu = dimT (u), ¨ ¯ãáâì  ¤ -
¯â¨à®¢ ­­ë© ª M ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á (e1; : : : ; em; em+1; : : : ; en) á®£« á®¢ ­ á® áâàãªâãà®©
à á¯à¥¤¥«¥­¨© T 1; : : : ; T r. �®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â, çâ® eiu 2 T u. �®£¤  ­  ®á­®¢ ­¨¨ «¥¬¬ë 3 ¨¬¥¥¬
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�2s+2(: : : ; eiu ; : : : ; eiv ; : : : ) = 0 ¯à¨ u 6= v, çâ® à ¢­®á¨«ì­® h�i:::iu:::jv:::j = 0, u 6= v. �«¥¤®¢ â¥«ì-
­®, áà¥¤¨ ª®¬¯®­¥­â h�i:::j ®â«¨ç­ë¬¨ ®â ­ã«ï ¬®£ãâ ¡ëâì â®«ìª® ª®¬¯®­¥­âë ¢¨¤  h�iu:::ju (¢á¥
­¨¦­¨¥ ¨­¤¥ªáë ¨¬¥îâ ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ ­®¬¥à), ª®â®àë¥ á®£« á­® «¥¬¬¥ 4 ¨ ï¢«ïîâáï ª®¬¯®­¥­-
â ¬¨ ä.ä. �(u)

2s+2 ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ïM
u. � ª ª ª ä.ä. �2 ï¢«ï¥âáï s-à¥ªãàà¥­â­®© á á®¡áâ¢¥­­ë¬

§­ ç¥­¨¥¬ ', â®

�sh�ij = �pq : : : �klrprq : : :rlrkh
�
ij = 'h�ij

¨«¨, çâ® à ¢­®á¨«ì­®,

h�ijkl:::qp�
kl : : : �pq = 'h�ij :

�âáî¤ , ¢ ç áâ­®áâ¨, ¯à¨ i = iu, j = ju ¨ á ãç¥â®¬ ¤®ª § ­­®£® ¢ëè¥ á¢®©áâ¢  ª®¬¯®­¥­â h�i:::j
ä.ä. �2s+2, ¯®«ãç¨¬

h�iujukulu:::puqu�
kulu : : : �puqu = 'h�iuju ;

çâ® ¨ à ¢­®á¨«ì­® s-à¥ªãàà¥­â­®áâ¨ ä.ä. �(u)
2 ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Mu.

�¥¬¬  6. �ãáâì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ Mn(c) ­¥á¥â ®. á. á., á®áâ®ïéãî ¨§ ¯®¤¬­®£®®¡à -

§¨© M 1; : : : ;M r. �®£¤  T?(M), ª ª ¯®¤à áá«®¥­¨¥ ­®à¬ «ì­®£® à áá«®¥­¨ï ¤«ï Mu (u = 1; : : : ; r)
ï¢«ï¥âáï ¯ à ««¥«ì­ë¬. �á«¨ ª ª®¥-â® Mu ï¢«ï¥âáï ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬ ¢ M , â® ®­® á®¤¥à-

¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬ (n � m + mu)-¬¥à­®¬ (m = dimM; mu = dimMu) ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®¬

¯®¤¬­®£®®¡à §¨¨ W u ¯à®áâà ­áâ¢  Mn(c).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì T u
x | ª á â¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ª Mu,   T u | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥

à á¯à¥¤¥«¥­¨¥. �á«¨ � 2 T?(M),   X 2 T u, â® ¬®¦¥¬ ­ ¯¨á âì erX� = �Au
� (X) +

ur?X�, £¤¥ A
u
�

| ¢â®à®© äã­¤ ¬¥­â «ì­ë© â¥­§®à ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï Mu,   ur? | ¥£® ­®à¬ «ì­ ï á¢ï§­®áâì.
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥¬¬ë ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì, çâ® ur?X� 2 T?(M).
�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â. ª. erX� = �A�(X) +r?X�, £¤¥ A�(X) 2 T (M),   r?X� 2 T?(M) ¨ �2(X;Y ) = 0
¤«ï «î¡®£® Y 2 T v, u 6= v, â® g(A�(X); Y ) = eg(�2(X;Y ); �) = 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, A�(X) 2 T u.
�®£¤  A�(X) = Au

� (X) ¨ ¢ á¨«ã â®£®, çâ® ­ ¯¨á ­­ë¥ ¢ëè¥ à §«®¦¥­¨ï ¯àï¬ë¥, ¯®«ãç ¥¬
ur?X� = r?X� 2 T?(M).

�ãáâì Mu ï¢«ï¥âáï ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬ ¢ M . �®£¤ , á®£« á­® «¥¬¬¥ 4, �(u)
2 = �2jMu ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­®, «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  ­®à¬ «ì­ëå ª Mu ¢¥ªâ®à®¢ �
(u)
2 (X;Y ), £¤¥ X;Y 2 T u

x (â ª
­ §ë¢ ¥¬®¥, ¯¥à¢®¥ ­®à¬ «ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®), á®¤¥à¦¨âáï ¢ T?x (M). � ª ª ª ­  Mu ¯®¤à á-
á«®¥­¨¥ T?(M) ¯ à ««¥«ì­®, â® á®£« á­® ®á­®¢­®© â¥®à¥¬¥ ¢ [18] Mu á®¤¥à¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬
(n�m+mu)-¬¥à­®¬ ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¨ W u ¯à®áâà ­áâ¢  Mn(c).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1. �ãáâì ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1. �®£¤ M ­¥á¥â ®. á. á.
á¢®¨å ¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© M 1; : : : ;M r, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ¯® «¥¬¬¥ 2 á ¯®¬®éìî
AH (¨«¨ AHs+1

, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥). � ¦¤®¥Mu ¨¬¥¥â ¯ à ««¥«ì­ãî ä.ä. �(u)
2s+2 («¥¬¬  4), « ¯« -

á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­ãî ä.ä. �(u)
2 á á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ' («¥¬¬  5) ¨ á®¤¥à¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬

¢¯®«­¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¨ W u ¯à®áâà ­áâ¢  Mn(c) («¥¬¬  6). �á«¨ Mu ï¢«ï¥âáï
¯á¥¢¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬ ¢ W u, â® ¢ á¨«ã ¯ à ««¥«ì­®áâ¨ ¢¥ªâ®à  Hu

s+1 ¨ ­  ®á­®¢ ­¨¨ ®á­®¢­®©
â¥®à¥¬ë ¢ [19] ¬®¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ®Mu ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®àâ®£®­ «ì­®© £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨ ­¥ª®-
â®à®© á¢ï§ª¨ ¯àï¬ëå ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ïW u, æ¥­âà ª®â®à®© ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯àï¬®© Lx, ¯à®å®¤ïé¥©
ç¥à¥§ â®çªã x 2Mu ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¢¥ªâ®à  H(u)

s+1. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¢¥ªâ®à H
(u)
s+1 ¢ ª ¦¤®© â®çª¥

®àâ®£®­ «¥­ ª £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨. � ª ª ª H(u)
s+1 = 'H(u) (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 2), â® ¨ ¢¥ª-

â®à áà¥¤­¥© ªà¨¢¨§­ë H(u) ®àâ®£®­ «¥­ ª íâ®© £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨, ¨ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ Mu ¡ã¤¥â
¬¨­¨¬ «ì­ë¬ ¢ íâ®© £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâ¨. �á«¨ ¦¥Mu ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯á¥¢¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬ ¢ W u, â®
¢ á¨«ã â®£®, çâ® íâ® ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 1, ª ­¥¬ã ¬®¦­®
¯à¨¬¥­¨âì «¥¬¬ë 1{6. �à®¤®«¦ ï íâ®â ¯à®æ¥áá, ¢ ª®­¥ç­®¬ ¨â®£¥ ¯®«ãç¨¬ ¯á¥¢¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¥
¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï.
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5. �«ãç © ¥¢ª«¨¤®¢  ®¡ê¥¬«îé¥£® ¯à®áâà ­áâ¢ 

�¤¥áì ¢ëïá­¨¬, ª ª®© ¢¨¤ ¡ã¤¥â ¯à¨­¨¬ âì â¥®à¥¬  1 ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ®¡ê¥¬«îé¥¥ ¯à®-
áâà ­áâ¢® Mn(c) ¨¬¥¥â ­ã«¥¢ãî ªà¨¢¨§­ã (c = 0), â. ¥. ï¢«ï¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬
En. � íâ®¬ á«ãç ¥ ª ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ «¥¬¬ë 2 ¤®¡ ¢«ï¥âáï ­®¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. �«ï â®£® çâ®¡ë
áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¥£®, ¬ë ¤®«¦­ë á­ ç «  ¤ âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à¨¢®¤¨¬®áâ¨ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï.

�§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥­¨¥ M ! En ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¯®£àã¦¥­¨© Mu ! Enu

(u = 1; : : : ; r), ¥á«¨ M =M 1 � � � � �M r, En = En1 � � � � �Enr ¨ «î¡ë¥ ¤¢  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Enu

¨ Env ¯à¨ u 6= v ¢¯®«­¥ ®àâ®£®­ «ì­ë ¢ En. � íâ®¬ á«ãç ¥ £®¢®àïâ â ª¦¥, çâ® M à §« £ ¥âáï ¢
¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨©M 1; : : : ;M r ¨«¨ ï¢«ï¥âáï ¯à¨¢®¤¨¬ë¬. �®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï «®-
ª «ì­®© ¯à¨¢®¤¨¬®áâ¨ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï ¢ En ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¢ [20]. �å ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ ¢ ­¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨ U ­  ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¨ M ¢ En § ¤ ­ë ¯®¯ à­®
¢¯®«­¥ ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¯ à ««¥«ì­ë¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï �1; : : : ;�r (�1(x)�� � ���r(x) = Tx(U) ¤«ï
«î¡®£® x 2 U) á®¯àï¦¥­­ë¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ¢â®à®© ä.ä. �2, â® ®¡« áâì U ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬
¨å ¨­â¥£à «ì­ëå ¬­®£®®¡à §¨©.

�®§¢à é ïáì ª «¥¬¬¥ 2, ¬®¦¥¬ áª § âì, çâ® ãª § ­­ë¥ ¢ëè¥ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¢ë¯®«-
­ïîâáï, ¨ M ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© M 1; : : : ;M r. �®ª ¦¥¬, çâ® ª ¦¤®¥ Mu

¢ á¢®¥¬ ®¡ê¥¬«îé¥¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Enu ï¢«ï¥âáï ¯á¥¢¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì­®, â. ª. Enu?Env ¯à¨ u 6= v, â® ¢¥ªâ®à áà¥¤­¥© ªà¨¢¨§­ë H ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¢¥ª-
â®à®¢ �1; : : : ; �r, £¤¥ �u | ¢¥ªâ®à áà¥¤­¥© ªà¨¢¨§­ë Mu ¢ Enu , â. ¥. H = �1 + � � � + �r. �®£¤ 
AH = A�1 + � � � +A�r ¨ ¥á«¨ X 2 T u, â® AH(X) = �uX ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

�uX = A�1(X) + � � �+A�u(X) + � � � +A�r(X): (5.1)

�®ª ¦¥¬, çâ® A�v(X) = 0 ¯à¨ u 6= v. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì Y 2 T u | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à.
�®£¤ 

g(A�v (X); Y ) = eg(�(u)
2 (X;Y ); �v) = 0:

�âáî¤  ¨ ¨§ â®£®, çâ® T u ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® A�v , § ª«îç ¥¬ A�v (X) = 0. �®£¤  ¨§ (5.1)
á«¥¤ã¥â A�u(X) = �uX, ¨ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ Mu ï¢«ï¥âáï ¯á¥¢¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬ ¢ Enu . � ª ª ª ¢
¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ®àâ®£®­ «ì­ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì á¢ï§ª¨ ¯àï¬ëå ï¢«ï¥âáï £¨¯¥àáä¥-
à®©, â® â¥®à¥¬  1 ¯à¨¬¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ En ¨¬¥¥â ¯ à ««¥«ì-

­ãî ä.ä. �2s+2 (s � 1) ¨ « ¯« á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­ãî ¢â®àãî ä.ä. �2 á á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬

' 6= const. �®£¤  M «®ª «ì­® à §« £ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© M 1; : : : ;M r, £¤¥ ª -

¦¤®¥ Mu 1) ¨¬¥¥â ¯ à ««¥«ì­ãî ä.ä. �
(u)
2s+2 ¨ « ¯« á®¢® s-à¥ªãàà¥­â­ãî ¢â®àãî ä.ä. �

(u)
2 á

â¥¬ ¦¥ á®¡áâ¢¥­­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ ' ¨ 2) ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥¬ £¨¯¥àáä¥àë

á¢®¥£® ®¡ê¥¬«îé¥£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  Enu ¨ ¯á¥¢¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬ ¢ Enu .

� ¬¥ç ­¨¥. � â¥®à¥¬¥ 2 £¨¯¥àáä¥àã ­¥®¡å®¤¨¬® ¯®­¨¬ âì ¢ è¨à®ª®¬ á¬ëá«¥. � ¥¢ª«¨¤®-
¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ®àâ®£®­ «ì­ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå­®áâì á¢ï§ª¨ ¯àï¬ëå ¬®¦¥â ¡ëâì, ¢ ç áâ­®áâ¨,
£¨¯¥à¯«®áª®áâìî.

6. � ª«îç¨â¥«ì­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï

� â¥®à¥¬ å 1 ¨ 2 ¬ë ¯à¥¤¯®« £ «¨, çâ® ' 6= const. �á«¨ ' = const, â® ¨§ rk('h�ij) = 0 (á¬.
¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 2) á«¥¤ã¥â rkh

�
ij = 0 ¨ ¢â®à ï ä.ä. ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï M ¯ à ««¥«ì­ .

�á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ' 6= 0, â® ¨§ 'h�ij = �sh�ij = 0 á«¥¤ã¥â h�ij = 0 ¨ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢¯®«­¥ £¥®¤¥-
§¨ç­®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯¥à¢ë¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1 ¢¬¥áâ¥ á ' = const ®¡à §ãîâ á®¢®ªã¯­®áâì
ãá«®¢¨©, ¯à¨¢®¤ïé¨å ª ¯ à ««¥«ì­®áâ¨ ¢â®à®© ä.ä. ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï.

�âàãªâãà­ ï â¥®à¥¬  ¤«ï ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© á ¯ à ««¥«ì­®© ¢â®à®© ä.ä. ¢ En ¡ë«  ¤®ª § ­ 
à ­¥¥ �.�¥àãá®¬ [21]: ¯®¤¬­®£®®¡à §¨¥ M ¢ En á ¯ à ««¥«ì­®© ¢â®à®© ä.ä. «®ª «ì­® ï¢«ï-
¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨©, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¯ à ««¥«ì­ãî ¢â®àãî ä.ä.,
ï¢«ï¥âáï ¯á¢¥¤®®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â £¨¯¥àáä¥à¥ á¢®¥£® ®¡ê¥¬«îé¥£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¨
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ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ ¢ íâ®© £¨¯¥àáä¥à¥. �à ¢­¨¢ ï íâã â¥®à¥¬ã á â¥®à¥¬ ¬¨ 1 ¨ 2, ¢¨¤¨¬,
çâ® ¯®á«¥¤­¨¥ ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ®¡®¡é¥­¨ï ¯¥à¢®©.

� ª®­¥æ, ã¯®¬ï­¥¬ ®¡ ®¤­®© ­¥à¥è¥­­®© ¯à®¡«¥¬¥. �« áá¨ä¨æ¨àãï ¤¢ã¬¥à­ë¥ ¯®¤¬­®£®-
®¡à §¨ï á ¯ à ««¥«ì­®© ä.ä. �3 ¨ �4,   â ª¦¥ âà¥å¬¥à­ë¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï á ¯ à ««¥«ì­®©
ä.ä. �3 ¢ En, �.�.�ã¬¨áâ¥ [22]{[24] ®¡­ àã¦¨«, çâ® ¢á¥ ®­¨ ¨¬¥îâ ¯«®áªãî ­®à¬ «ì­ãî á¢ï§-
­®áâì, ¨ ­  ®á­®¢ ­¨¨ íâ®£® ¢ [25] ¯®áâ ¢¨« ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© ¡®«¥¥
¢ëá®ª¨å à §¬¥à­®áâ¥© á ¯ à ««¥«ì­®© ä.ä. �3 ¨ ­¥¯«®áª®© ­®à¬ «ì­®© á¢ï§­®áâìî. �  ®á­®-
¢ ­¨¨ íâ¨å ¦¥ à¥§ã«ìâ â®¢ �.�¨««¥­®¬ [26] ¡ë«  ¢ë¤¢¨­ãâ  á«¥¤ãîé ï ®¡é ï £¨¯®â¥§ : ¢
Mn(c) ­¥¯ à ««¥«ì­ë¥ ¯®¤¬­®£®®¡à §¨ï (â. ¥. �3 6= 0) á ¯ à ««¥«ì­®© ä.ä. �s (s � 3) ¨¬¥îâ
¯«®áªãî ­®à¬ «ì­ãî á¢ï§­®áâì. �â  £¨¯®â¥§ , ª®â®àãî ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¨«¨ ®¯à®¢¥à£­ãâì
¤«ï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¯®¤¬­®£®®¡à §¨©, ¢ ¦­  ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ®â­®è¥­¨¨: ¥á«¨ ®­  ¢¥à­ , â® ª« áá¨-
ä¨ª æ¨ï ¯®¤¬­®£®®¡à §¨© á ¯ à ««¥«ì­®© ä.ä. ¢ëáè¥£® ¯®àï¤ª  á¢®¤¨âáï ª ¨å ª« áá¨ä¨ª æ¨¨
¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¯®«­®âë, «®ª «ì­®© ¥¢ª«¨¤®¢®áâ¨ ¨ ¯«®áª®© ­®à¬ «ì­®© á¢ï§­®áâ¨ (á¬. [26], [7],
[22]{[25], [1], [2]).
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