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�á­®¢­ë¬ ¬¥â®¤®¬ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ ¬ âà¨ç­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å «¨­¥©­ëå «¥¢®áâ®à®­­¨å
ãà ¢­¥­¨© (������)

Aj
iXj = Bi; i; j = 1; N; (1)

£¤¥ ¯® ¯®¢â®àïîé¨¬áï ¢¥àå­¨¬ ¨ ­¨¦­¨¬ ¨­¤¥ªá ¬ ¯à®¨§¢®¤¨âáï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥,   A
j
i ¨ Bi

¯à¨­ ¤«¥¦ â Mn (¬­®¦¥áâ¢ã ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ ¢ Rn), ª ª ¨§¢¥áâ­®, ï¢«ï¥âáï \®¡®¡é¥­­ë©
 «£®à¨â¬ � ãáá " ([1], á. 55), ª á®¦ «¥­¨î, ­¥ ¤ îé¨© ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ä®à¬ã« ¤«ï ¢ëà ¦¥­¨ï
Xj ç¥à¥§ ¤ ­­ë¥ ¬ âà¨ç­ë¥ ¯ à ¬¥âàë. �¨¦¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï á¯®á®¡ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â ª¨å ä®à¬ã«.

�¢¥¤¥¬ ­¥áª®«ìª® ¯®­ïâ¨©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¥¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬ � ãáá  ­¥¢ëà®¦¤¥­­®£® í«¥¬¥­â  ¬ âà¨ç­®© ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâ¨ (Ai, i = 1; N ) ­ §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à �(Ai), ¤¥©áâ¢ãîé¨© ­  ¤àã£ãî ¬ âà¨ç­ãî ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (Yi) ¯® ¯à ¢¨«ã

�(Ai)Yj = Yj �Aj(Ai)�1Yi; jAij 6= 0:

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ «¥¢ëå ®¯¥à â®à®¢ � ãáá  ­ §ë¢ ¥âáï

�(Bk)�(Ai)Yj = �(�(Ai)Bk)(�(Ai)Yj):

� ª ª ª �(Aj
i )A

j
k = A

j
k�A

j
k(A

j
i )
�1A

j
i = 0, â® ¢¢¥¤¥­­ë© ®¯¥à â®à ®áãé¥áâ¢«ï¥â \®¡®¡é¥­­ë©

 «£®à¨â¬ � ãáá " à¥è¥­¨ï ������.
�á«¨ ¬ âà¨æ  A1

1 ¢ á¨áâ¥¬¥ (1) ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï (¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯¥à¥­ã¬¥-
à æ¨ï ãà ¢­¥­¨© ¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå), â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ �(A1

1) ª® ¢á¥¬ ãà ¢­¥­¨ï¬,
­ ç¨­ ï á® ¢â®à®£®, ®¡à é ¥â ¢ ­ã«ì ¢ ­¨å ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ X1, ¯à¨¢®¤ï ª ¢¨¤ã

Aj
1Xj = B1; �(A1

1)A
k
lXk = �(A1

1)Bl; k; l = 2; N:

�á«¨ ¬ âà¨æ  �(A1
1)A

2
2 ®¡à â¨¬ , â®, ¯à¥®¡à §ãï á 3-£® ¯® ¯®á«¥¤­¥¥ ãà ¢­¥­¨ï íâ®© á¨áâ¥¬ë

®¯¥à â®à®¬ �(�(A1
1)A

2
2) ¨ â. ¤., ¯®«ãç ¥¬ ¢¥àå­¥âà¥ã£®«ì­ãî ä®à¬ã á¨áâ¥¬ë (1)

A
�j
i Xj = B�

i ; j = i;N; (2)

¢ ª®â®à®© ¢ á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2 ¬ âà¨ç­ë¥ ¯ à ¬¥âàë ¯à¥®¡à §ãîâáï ¯® § ª®­ã

B�

i =
i�1Y
k=1

�(Ak
k)Bi;

NY
i=1

Ai = ANAN�1 : : : A1:

� §ã¬¥¥âáï, á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1 âà¨ ­£ã«ïæ¨ï ¤®áâ¨¦¨¬  «¨èì ¢ á«ãç ¥ ­¥¢ëà®¦¤¥­­®áâ¨
¢á¥å ¯ à ¬¥âà®¢ ®¯¥à â®à®¢ � ãáá . � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢®§­¨ª ¥â ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢¢¥áâ¨  ­ «®£¨ç­®¥
áª «ïà­®¬ã á«ãç î
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �¨áâ¥¬  (1) ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ­ã¬¥à -
æ¨ï ¨­¤¥ªá®¢ i ¨ j, ¤«ï ª®â®à®© ¬ âà¨æ 

D(A) = A1
1

N�1Y
i=2

� 1Y
k=i�1

�(Ai�k
i�k)A

i
i

�
; A = (Aj

i );

ï¢«ï¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©,

d(A) = jD(A)j 6= 0: (3)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  (1) ï¢«ï¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, â® ®­  âà¨ ­£ã«¨àã¥âáï ¢ ä®à-
¬¥ (2) \¯àï¬ë¬ å®¤®¬" ®¡®¡é¥­­®£®  «£®à¨â¬  � ãáá . \�¡à â­ë© å®¤", â. ¥. ¤¨ £®­ «¨§ æ¨ï
á¨áâ¥¬ë, ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¢¢¥¤¥­­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ � ãáá  ¢ ®¡à â­®¬ ¯®àï¤ª¥ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨-
¥¬ ®¯¥à â®à®¢ �(A�i

i ) (i = N; 2). � ª ª ª ¯à¨ íâ®¬ ­¥ ¯à¥®¡à §ãîâáï ¤¨ £®­ «ì­ë¥ ¬ âà¨æë
¯®«ãç¥­­®© á¨áâ¥¬ë, â® (2) ¤¨ £®­ «¨§¨àã¥âáï ¢ ä®à¬¥

A�i
i Xi =

i+1Y
�=N

�(A��
� )B

�

i ; (4)

çâ® ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï (3) ¯®§¢®«ï¥â § ¯¨á âì ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¬ âà¨æë ¢ ¢¨¤¥

Xi = (A�i
i )

�1
i+1Y
�=N

�(A��
� )B

�

i :

�®¤áâ ¢«ïï áî¤  A�i
i , ¨¬¥¥¬

Xi =
� i�1Y

k=1

�(Ak
k)A

i
i

��1 i+1Y
�=N

�(A�
� )
� i�1Y

k=1

�(Ak
k)Bi

�
: (5)

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  1. �¥à¥­ã¬¥à æ¨¥© ãà ¢­¥­¨© ¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© á¨áâ¥¬ë (1) ¬®¦­®

¯à¨¢¥áâ¨ ¥¥ à¥è¥­¨¥ ª ¢¨¤ã (5).

�à¥¤«®¦¥­­ë© ¬¥â®¤ à¥è¥­¨ï ¬ âà¨ç­ëå «¨­¥©­ëå á¨áâ¥¬ á ®¤­®áâ®à®­­¨¬ ã¬­®¦¥­¨¥¬
¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¡®«¥¥ ª®¬¯ ªâ­®© ä®à¬¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �¥àå­¨¬ âà¨ ­£ã«ïâ®à®¬ á¨áâ¥¬ë (1) ­ §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à T , ¤¥©áâ¢ãî-
é¨© ­  ¡«®ç­ãî (N � N)-¬¥à­ãî ¬ âà¨æã A = (Aj

i ) ª ª ¤¨ £®­ «ì­ ï ®¯¥à â®à­ ï ¬ âà¨æ ,
¤¨ £®­ «ì­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï

T i
i =

1Y
k=i�1

�(Ak
k); T 1

1 = E;

£¤¥ E | â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ®¯¥à â®à,   ­¨¦­¨¬ âà¨ ­£ã«ïâ®à®¬ á¨áâ¥¬ë (1) |  ­ «®£¨ç­ë© ®¯¥-
à â®à T �, ¤¨ £®­ «ì­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï

T �i
i =

i+1Y
k=N

�(Ak
k); TN

N = E:

�à®æ¥¤ãàë ¯®«ãç¥­¨ï âà¥ã£®«ì­®© ¨ ¤¨ £®­ «ì­®© ä®à¬ (2) ¨ (4) á¨áâ¥¬ë (1) á¢®¤ïâáï ª
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¬ã \ã¬­®¦¥­¨î" á«¥¢  ®¡¥¨å áâ®à®­ ¥¥ ¢ ¡«®ç­®-¬ âà¨ç­®© § ¯¨á¨

AX = B; A = (Aj
i ); B = (Bi); X = (Xi)

­  T ¨ T �. \�¬­®¦¥­¨¥" ­  T ®¯à¥¤¥«¨«® (2),   ¯®á«¥¤ãîé¥¥ ¤¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à â®à  T � ®¯à¥¤¥«¨«®
(4): T �TAX = T �TB. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

X = (T �TA)�1(T �TB):
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�§ á®¯®áâ ¢«¥­¨ï íâ®© ä®à¬ã«ë á (5) ¢¨¤­®, çâ® (T �TA)�1 = ((A�i
i )

�1), TB = (B�

i ), T
�TB =� i+1Q

�=N

�(A��
� )B

�

i

�
.

� ª ª ª ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3 ¨ â¥®à¥¬  1 ä®à¬ã«¨àãîâáï á â®ç­®áâìî ¤® á¯®á®¡  ­ã¬¥à æ¨¨ ¬ -
âà¨æ A

j
i , â® ¯¥à¥áâ ­®¢ª  ®¯¥à â®à®¢ T ¨ T �, ®ç¥¢¨¤­®, ¤®¯ãáâ¨¬ . � ª çâ® ¢¯®«­¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®

áç¨â âì ®á­®¢­®© ¢¥àå­¥âà¥ã£®«ì­ãî ä®à¬ã ¯à¥®¡à §®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë (1), ¯®«ãç ¥¬ãî á ¯®¬®-
éìî ®¯¥à â®à  T , ª ª íâ® ¨áâ®à¨ç¥áª¨ á«®¦¨«®áì ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¬¥â®¤  � ãáá  à¥è¥­¨ï
áª «ïà­ëå á¨áâ¥¬. �¤­ ª® ¤¨ £®­ «¨§ æ¨î ¬®¦­® ¯à®¢®¤¨âì ¨ ¢ ®¡à â­®¬ ¯®àï¤ª¥, ¯à¥®¡à -
§ãï á­ ç «  á¨áâ¥¬ã (1) ª ­¨¦­¥âà¥ã£®«ì­®¬ã ¢¨¤ã ®¯¥à â®à®¬ T �,   § â¥¬ ®¯¥à â®à®¬ T | ª
¤¨ £®­ «ì­®¬ã ¢¨¤ã X = (TT �A)�1(TT �B).

�­ «®£¨ç­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢ë, à §ã¬¥¥âáï, ¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ ¬ âà¨ç­ëå  «£¥¡à ¨ç¥-
áª¨å ¯à ¢®áâ®à®­­¨å «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (������)

XiA
i
j = Bj ; i; j = 1; N; (6)

¤«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ª®â®àëå ­¥®¡å®¤¨¬® ­¥áª®«ìª® ¨§¬¥­¨âì ¢¢¥¤¥­­ë¥ ¯®­ïâ¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5. �à ¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬ � ãáá  ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© ¬ âà¨æë Ai ¨§ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâ¨ (Aj) ­ §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à �(Ai), ¤¥©áâ¢ãîé¨© ­  ¤àã£ãî ¬ âà¨ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(Yj) ¯® ¯à ¢¨«ã

Yj�(Ai) = Yj � Yi(Ai)�1Aj :

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 6. �à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¯à ¢ëå ®¯¥à â®à®¢ � ãáá  ­ §ë¢ ¥âáï

Yj�(Ai)�(Bk) = (Yj�(Ai))�(Bk�(Ai)): (7)

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 7. �¨áâ¥¬  (6) ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ­ã¬¥à -
æ¨ï ¨­¤¥ªá®¢ i ¨ j, çâ®

d

�
A1
1

N�1Y
i=2

�
Ai

i

i�1Y
k=1

�(Ai�k
i�k)

��
6= 0: (8)

� ãç¥â®¬ íâ¨å ¯¥à¥®¯à¥¤¥«¥­¨©  ­ «®£ â¥®à¥¬ë 1 ¡ã¤¥â ä®à¬ã«¨à®¢ âìáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -
§®¬.

�¥®à¥¬  2. �¥è¥­¨¥ ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© á¨áâ¥¬ë (6) ¯à¨ â ª®© ­ã¬¥à æ¨¨ ¨­¤¥ªá®¢ i ¨ j, çâ®
¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (8), ¨¬¥¥â ¢¨¤

Xi = Bi

1Y
k=i�1

�(Ak
k)

NY
�=i+1

�(A�
� )
�
Ai

i

1Y
k=i�1

�(Ak
k)
��1

;

£¤¥ ®¯¥à â®àë � ãáá  ¨ ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ (7) ¨ (8).

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ áª «ïà­ëå á«ãç ïå ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¡ëç­ë¥
á¯®á®¡ë à¥è¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ áâ®«¡æ®¢ ¨ áâà®ª á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­®.

� áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ á«®¦­ë© á«ãç © á¨áâ¥¬ ¬ âà¨ç­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å «¨­¥©­ëå ¤¢ãáâ®à®­-
­¨å ãà ¢­¥­¨© (������)

NX
j=1

k(i;j)X
k=1

AijkXjBijk = Ci; (Aijk ; Bijk; Ci) �Mn; (9)

¤«ï à¥è¥­¨ï ª®â®àëå ¢¢¥¤¥¬ ¤¢  ­®¢ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 8. �¥ªâ®à (áâ®«¡¥æ) á ª®¬¯®­¥­â ¬¨ eXu ­ §ë¢ ¥âáï à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬ âà¨-
æ¥© X = (xqp) 2Mn (p; q = 1; n), ¥á«¨

eXu = eXn(p�1)+q = xqp: (10)
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 9. �¥­§®à­®¥ (¯àï¬®¥) ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬ âà¨æë A ­  âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ãî ¬ -
âà¨æã B ­ §ë¢ ¥âáï ¨å à¥¤ãæ¥­â®¬ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï R(A;B),

R(A;B) = A
B0:

�«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (9) à¥¤ãæ¨àã¥¬ ¥¥, § ¯¨á ¢ ¢ ¢¥ªâ®à­®© ä®à¬¥ ¢ Rn2 . �«ï íâ®£® ­¥®¡-
å®¤¨¬® ¯à®¨§¢¥áâ¨ ¯¥à¥­ã¬¥à æ¨î (10) ª®¬¯®­¥­â ¢á¥å ¬ âà¨æ á¨áâ¥¬ë. �à¨ íâ®¬ á¯à ¢¥¤«¨¢ 
[2]

�¥¬¬ . �¢ãáâ®à®­­¥¥ ã¬­®¦¥­¨¥ ¬ âà¨æë X ­  ª¢ ¤à â­ë¥ ¬ âà¨æë A ¨ B íª¢¨¢ -

«¥­â­® «¥¢®¬ã ã¬­®¦¥­¨î à¥¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬ âà¨æë X ­  R(A;B).

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬  (9) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤

NX
j=1

Rv
iju
eXjv = eCiu; u; v = 1; n2; (11)

£¤¥ Rij =
k(i;j)P
k=1

R(Aijk ; Bijk), â. ¥. ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ á¨áâ¥¬ë (1) á ¢¥ªâ®à­ë¬¨ ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ ¨ á¢®-

¡®¤­ë¬¨ ç«¥­ ¬¨, ª®¬¯®­¥­âë ª®â®àëå ®â¬¥ç¥­ë ¢â®àë¬¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ u ¨ v, ¯à®¡¥£ îé¨¬¨
§­ ç¥­¨ï ®â 1 ¤® n2.

�¡ê¥¤¨­ïï ¯ àë ¨­¤¥ªá®¢ (i; u) ¨ (j; v) ¢ ¥¤¨­ë¥ ¨­¤¥ªáë � = N(i� 1) + u ¨ � = N(j � 1) +
v, ¯¥à¥å®¤®¬ ¨§ Rn2 ¢ RNn2 á¨áâ¥¬ã (11) ¬®¦­® § ¯¨á âì ª ª ®¡ëç­ãî áª «ïà­ãî «¨­¥©­ãî
­¥®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã

R�
�ex� = ec�; �; � = 1; Nn2: (12)

�â®â ¢¨¤ á¨áâ¥¬ë (9) ¯®§¢®«ï¥â ãâ¢¥à¦¤ âì á«¥¤ãîé¥¥.

�¥®à¥¬  3. �«ï á®¢¬¥áâ­®áâ¨ á¨áâ¥¬ë N ¬ âà¨ç­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å «¨­¥©­ëå ¤¢ãáâ®-

à®­­¨å ãà ¢­¥­¨© á ­¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ (9), ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë

rank(R�
�) = rank(R�

�; ec�):
�à¨ ­¥¢ëà®¦¤¥­­®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (12) ex� ­ å®¤ïâáï «î¡ë¬ ª« áá¨ç¥áª¨¬ ¬¥â®¤®¬. �¤­ ª®

¨§-§  ¡®«ìè®© à §¬¥à­®áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  RNn2 ¨¬¥¥â á¬ëá« ®¡à â¨âìáï ª (11), çâ®¡ë ¢®á¯®«ì§®-
¢ âìáï ¯à¥¤«®¦¥­­ë¬ ¢ëè¥ ¬¥â®¤®¬, ª®â®àë© ¤¥©áâ¢ã¥â ¨ ¢ á«ãç ¥ ¨áª®¬ëå ¬ âà¨æ, ¨¬¥îé¨å
à §¬¥à­®áâì n� 1. �«ï íâ®£® ¢¢¥¤¥¬

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 10. �¨áâ¥¬  (9) ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, ¥á«¨ ¯à¨ ­¥ª®â®à®© ¯¥à¥­ã¬¥-
à æ¨¨ ¨­¤¥ªá®¢ i ¨ j d(R) 6= 0, R = (Rij).

�¥¯¥àì ­  ®á­®¢ ­¨¨ â¥®à¥¬ë 1 ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ­ 

�¥®à¥¬  4. �¥è¥­¨¥¬ ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© ¬ âà¨ç­®© á¨áâ¥¬ë (9) ï¢«ïîâáï ¬ âà¨æë Xi ¢

Rn, ª®¬¯®­¥­âë ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥

xqip = exin(p�1)+q;

£¤¥ ¢¥ªâ®àë exi ¢ Rn2 á ª®¬¯®­¥­â ¬¨ exin(p�1)+q ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª

exi = (R�

ii)
�1

i+1Y
�=N

�(R�

��)c
�

i ;

  c�i =
i�1Q
k=1

�(Rkk)ci.
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