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�¢¥¤¥­¨¥

�à®¡«¥¬  ¢«®¦¨¬®áâ¨ ®¤­¨å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ¢ ¤àã£¨¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª ç¨á«ã âà -
¤¨æ¨®­­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¯à®¡«¥¬. �«ï ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ã¦¥ ª« áá¨ç¥áª¨¬¨ áâ «¨
à¥§ã«ìâ âë ®¡ ¨å ¢«®¦¨¬®áâ¨ ¢ à¥è¥âªã á á®åà ­¥­¨¥¬ ç áâ¨ç­ëå ®¯¥à æ¨© ¢§ïâ¨ï ¨­ä¨¬ã¬ 
¨ áã¯à¥¬ã¬ . �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ § ¤ ç ¯à¨­ïâ¨ï à¥è¥­¨ï á ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬¨ ¨áå®¤ -
¬¨,   â ª¦¥ ¢ ®¡é¥© â¥®à¨¨ ¨§¬¥à¥­¨© ¢®§­¨ª ¥â ­¥®¡å®¤¨¬®áâì â ª®£® à áè¨à¥­¨ï ¡ §¨á­®£®
¬­®¦¥áâ¢  ¨ ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¯¥à¢®­ ç «ì­® § ¤ ­­®£® ­  ­¥¬ ¯®àï¤ª , ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢ à áè¨à¥­-
­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¯à®¨§¢®¤¨âì ­¥ª®â®àë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à æ¨¨ (­ ¯à¨¬¥à,
\¢§¢¥è¨¢ ­¨¥" ¨«¨, ¡®«¥¥ ®¡é®, «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à æ¨¨). � ä®à¬ «ì­®© â®çª¨ §à¥­¨ï à¥çì ¨¤¥â ®
¢«®¦¥­¨¨ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢ ­¥ª®â®à®¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

� [1]  ¢â®à®¬ ¤®ª § ­  ¢«®¦¨¬®áâì ª®­¥ç­®£® ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¥
«¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ ¤ ­® ¯®«­®¥ ®¯¨á ­¨¥ ¢á¥å â ª¨å ¢«®¦¥­¨© á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®à-
ä¨§¬ . � ¤ ­­®© áâ âì¥ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë© ä ªâ ¢«®¦¨¬®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®£®
ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (â¥®à¥¬  4). �á¯®«ì§ã¥-
¬ë© §¤¥áì ¬¥â®¤ ¯®£àã¦¥­¨ï ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢® á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå íâ ¯®¢: ¯¥à¢ë© íâ ¯ | ¯®£àã¦¥­¨¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢ ã¯®àï-
¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ­  á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®¤®¡à ­­®©
�- «£¥¡à¥ [2], ¨ ¢â®à®© | à áè¨à¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à ¤® «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­-
áâ¢  áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­ëå äã­ªæ¨© á ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ã¯®àï¤®ç¥­­®áâ¨, ¯®áâà®¥­­®© ­  ¬­®¦¥áâ¢¥
¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à, ¤® ã¯®àï¤®ç¥­­®áâ¨ íâ®£® «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . �à¨ íâ®¬ ãáâ ­®¢«¥­
ªà¨â¥à¨© ¯à®¤®«¦¨¬®áâ¨ ã¯®àï¤®ç¥­­®áâ¨, § ¤ ­­®© ­  ¢ë¯ãª«®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ «¨­¥©­®£®
¯à®áâà ­áâ¢ , ¤® ã¯®àï¤®ç¥­­®áâ¨ ¢á¥£® «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (â¥®à¥¬  3).

� ¯®¬­¨¬, çâ® ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥
«¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ­  ª®â®à®¬ § ¤ ­® ®â­®è¥­¨¥ (ç áâ¨ç­®£®) ¯®àï¤ª  5�, á®£« á®¢ ­­®¥
á «¨­¥©­®© áâàãªâãà®©. �ªá¨®¬ë á®£« á®¢ ­­®áâ¨ â ª®¢ë:

(A1) x 5� y =) x+ z 5� y + z,
(A2) x 5� y =) �x 5� �y; (� � 0).

�®à®è® ¨§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à., [3]), çâ® ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯®àï¤ª¨, á®£« á®¢ ­­ë¥ á
«¨­¥©­®© áâàãªâãà®©, ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­®®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¥£® § ®áâà¥­­ë¬¨ ¢ë-
¯ãª«ë¬¨ ª®­ãá ¬¨. � ¨¬¥­­®, ¥á«¨ � | ¯®àï¤®ª ­  «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L, â® ¬­®¦¥áâ¢®
K = fx 2 L : x =� 0g ï¢«ï¥âáï § ®áâà¥­­ë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ª®­ãá®¬ (­ §ë¢ ¥¬ë¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬
ª®­ãá®¬ ¯®àï¤ª  �); ¥á«¨ K | § ®áâà¥­­ë© ¢ë¯ãª«ë© ª®­ãá ¢ L, â® ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ �K ,
®¯à¥¤¥«¥­­®¥ à ¢­®á¨«ì­®áâìî x 5�K y () (y � x) 2 K, ï¢«ï¥âáï á®£« á®¢ ­­ë¬ á «¨­¥©­®©
áâàãªâãà®© ¯®àï¤ª®¬ ­  L, ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© ª®­ãá ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â áK (¯®àï¤®ª, ­ ¢¥¤¥­­ë©
ª®­ãá®¬ K).
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1. �¯®àï¤®ç¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à

�®¤ ¢¥à®ïâ­®áâ­®© ¬¥à®© ­  (ç áâ¨ç­®) ã¯®àï¤®ç¥­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ (A;!) ¡ã¤¥¬ ¯®­¨-
¬ âì ­¥®âà¨æ â¥«ì­ãî áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­ãî ­®à¬¨à®¢ ­­ãî äã­ªæ¨î ¬­®¦¥áâ¢ , ®¯à¥¤¥«¥­-
­ãî ­  �- «£¥¡à¥ B(M(!)), ¯®à®¦¤¥­­®© á¥¬¥©áâ¢®¬ M(!) ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­ëå ¢ (A;!)
¯®¤¬­®¦¥áâ¢1). �­®¦¥áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à ­  (A;!) ®¡®§­ ç ¥âáï ¤ «¥¥ ç¥à¥§ P!(A). �á­®¢-
­ ï § ¤ ç  ¤ ­­®£® ¯ à £à ä  | ãª § âì á¯®á®¡ ã¯®àï¤®ç¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  P!(A), ¯à®¤®«¦ î-
é¥£® ¯®àï¤®ª !. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ F (!) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­­ëå ¨§®â®­­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©
ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  (A;!) ¢ ç¨á«®¢ãî ¯àï¬ãî R.

� ¬¥ç ­¨¥. �à¨ «î¡ëå ' 2 F (!) ¨ � 2 P!(A) áãé¥áâ¢ã¥â ¨­â¥£à « �¥¡¥£ 
R
A

'd�. �«ï ¤®-

ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì ¨§¬¥à¨¬®áâì ' ®â­®á¨â¥«ì­® �- «£¥¡àë B(M(!)). �¥©áâ¢¨-
â¥«ì­®, ¯à¨ «î¡®¬ � 2 R ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® fa 2 A : '(a) < �g ï¢«ï¥âáï ¤®¯®«­¥­¨¥¬ ¬ ¦®à ­â­®-
áâ ¡¨«ì­®£® ¢ (A;!) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  fa 2 A : '(a) � �g, ®âªã¤  fa 2 A : '(a) < �g 2 B(M(!)).

� «¥¥ ¡ã¤¥¬ ¯®« £ âì '(�) =
R
A

'd�. � ª ¦¤ë¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ H � F (!) á¢ï¦¥¬ ®â­®è¥­¨¥

ª¢ §¨¯®àï¤ª  !H ­  P!(A), ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ä®à¬ã«®©

�1 5
!H �2 () (8' 2 H) '(�1) � '(�2) (�1; �2 2 P!(A)):

�â­®è¥­¨¥ !H ­ §ë¢ ¥âáï à áè¨à¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª  ! ­  ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à á ¯®¬®éìî
á¥¬¥©áâ¢  ®â®¡à ¦¥­¨© H.

�¥®à¥¬  1. � áè¨à¥­¨ï ¯®àï¤ª  ! ­  ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à á ¯®¬®éìî á¥-

¬¥©áâ¢  F (!) ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­­ëå ¨§®â®­­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¨ á ¯®¬®éìî á¥¬¥©áâ¢  F 2(!)
¢á¥å ¨§®â®­­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¢ ¤¢ãåí«¥¬¥­â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® f0; 1g á®¢¯ ¤ îâ ¬¥¦¤ã á®¡®©:
!F (!) = !F

2(!).

�¥¬¬  1. �ãáâì F f (!) | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¨§®â®­­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®-

¦¥áâ¢  (A;!) ¢ R, ¨¬¥îé¨å ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® §­ ç¥­¨©. �®£¤  !F (!) = !F
f (!).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì ¢ª«îç¥­¨¥ !F
f (!) � !F (!). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì

¤«ï �; � 2 P!(A) ¢ë¯®«­ï¥âáï � 5F f (!) �. � ¤® ¯®ª § âì, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ' 2 F (!) ¡ã¤¥â
'(�) � '(�). �«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® k ®¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨î 'k : A ! R, ¯®« £ ï 'k(a) =
m=k, £¤¥ m | ­ ¨¡®«ìè¥¥ æ¥«®¥ ç¨á«®, ¤«ï ª®â®à®£® m=k � '(a). � ª ª ª ' ®£à ­¨ç¥­ , â®
'k ¨¬¥¥â ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® §­ ç¥­¨© ¨, ªà®¬¥ â®£®, 'k ¨§®â®­­ . �®«ãç ¥¬ 'k 2 F f (!), ®âªã¤ 
'k(�) � 'k(�). �¢¨¤ã â®£®, çâ® k'k�'k < 1=k, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì 'k à ¢­®¬¥à­® áå®¤¨âáï ª ',
¯®íâ®¬ã 'k(�)! '(�), 'k(�)! '(�). �ç¨âë¢ ï, çâ® 'k(�) � 'k(�), ¯®«ãç ¥¬ '(�) � '(�).

�¥¬¬  2. �ãáâì F f
+(!) | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ¨§®â®­­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©

ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  (A;!) ¢ R, ¨¬¥îé¨å ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® §­ ç¥­¨©. �®£¤  !F
f (!) =

!F
f

+
(!).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ª«îç¥­¨¥ !F
f (!) � !F

f

+
(!) ®ç¥¢¨¤­®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡à â­®£® ¢ª«î-

ç¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï à ¢¥­áâ¢®¬ '+ �(�) = '(�) + �, £¤¥ � = max j'(a)j.

�¥¬¬  3. � «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ RA ª®­¨ç¥áª ï ®¡®«®çª  ¬­®¦¥áâ¢  F 2(!) á®¢¯ ¤ ¥â
á F f

+(!) : coneF 2(!) = F f
+(!).

1)�®¤¬­®¦¥áâ¢® B � A ­ §ë¢ ¥âáï ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­ë¬ ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®¬ ¬­®¦áâ¢¥ (A;!), ¥á«¨
ãá«®¢¨ï a 2 B ¨ a0 =! a ¢«¥ªãâ a0 2 B. �¢®©áâ¢¥­­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¬¨­®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®.
�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  B � A ç¥à¥§ B" ®¡®§­ ç ¥âáï ¥£® ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥
(á®¢¯ ¤ îé¥¥ á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬ ¦®à ­â í«¥¬¥­â®¢ B), ¨ ç¥à¥§ B# | ¬¨­®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥
(á®¢¯ ¤ îé¥¥ á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬¨­®à ­â í«¥¬¥­â®¢ B).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á­®, çâ® F f
+(!) ¥áâì ¢ë¯ãª«ë© ª®­ãá, á®¤¥à¦ é¨© F 2(!), ¯®íâ®¬ã

coneF 2(!) � F f
+(!). �®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥, â. ¥. çâ® ¢áïª®¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ¨§®â®­­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ' : A ! R, ¨¬¥îé¥¥ ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® §­ ç¥­¨©, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¢ë¯ãª«®© ª®­¨ç¥-
áª®© ®¡®«®çª¥ F 2(!). �ãáâì §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨¨ ' áãâì �1 < �2 < � � � < �r, ¯à¨ç¥¬ �1 � 0. �¥£ª®
¯à®¢¥à¨âì á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì á«¥¤ãîé¥£® à §«®¦¥­¨ï äã­ªæ¨¨ ':

' = �1�A1
+ (�2 � �1)�A2

+ � � �+ (�r � �r�1)�Ar ; (1)

£¤¥ �Ak | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ¬­®¦¥áâ¢  Ak = fa 2 A : '(a) � �kg (k = 1; r). �¢¨¤ã
¬ ¦®à ­â­®© áâ ¡¨«ì­®áâ¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  Ak ¢ë¯®«­ï¥âáï �Ak 2 F 2(!), ¨ ¢ á¨«ã (1) ¯®«ãç ¥¬
' 2 coneF 2(!).

�¥¬¬  4. �«ï «î¡®£® H � F (!) ¢ë¯®«­ï¥âáï !coneH = !H.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ª«îç¥­¨¥ !coneH � !H ®ç¥¢¨¤­®. �áâ ­®¢¨¬ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥. �ãáâì
� 5!H �. �®§ì¬¥¬ ' 2 coneH. �ã­ªæ¨ï ' ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¢ ¢¨¤¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®©
«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨: ' =

P
cs's, £¤¥ 's 2 H, cs � 0. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î 's(�) � 's(�).

�¬­®¦ ï íâ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  ­  cs, áª« ¤ë¢ ï ¨ ¨á¯®«ì§ãï «¨­¥©­®áâì ¨­â¥£à «  �¥¡¥£ , ¯®«ãç ¥¬
'(�) � '(�).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1 ¯®«ãç ¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ë¬ ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ «¥¬¬ 1{4:

!F (!) = !F
f (!) = !F

f

+
(!) = !coneF 2(!) = !F

2(!):

�®«®¦¨¬ ! = !F (!). �â­®è¥­¨¥ ! ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª  !
­  ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

� 5! � () (8' 2 F (!)) '(�) � '(�) (�; � 2 P!(A)): (2)

� ª ª ª F 2(!) á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨© ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì-
­ëå ¢ (A;!) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, ¨§ â¥®à¥¬ë 1 ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ íää¥ªâ¨¢­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ª ­®­¨-
ç¥áª®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¯®àï¤ª  ! ­  ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à.

�«¥¤áâ¢¨¥. �®®â­®è¥­¨¥ � 5! � ¢ë¯®«­ï¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �(B) � �(B) ¤«ï
«î¡®£® ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  B 2M(!).

�¥®à¥¬  2. � ­®­¨ç¥áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ¯®àï¤ª  ­  ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à ï¢«ï-

¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª .

�¥ä«¥ªá¨¢­®áâì ¨ âà ­§¨â¨¢­®áâì ®â­®è¥­¨ï ! ®ç¥¢¨¤­ë. �®ª § â¥«ìáâ¢®  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç-
­®áâ¨ ®â­®è¥­¨ï ! ®á­®¢ ­® ­  á«¥¤ãîé¨å âà¥å «¥¬¬ å.

�¥¬¬  5. �®¤¬­®¦¥áâ¢® B � A ï¢«ï¥âáï ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­ë¬ ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®¬

¬­®¦¥áâ¢¥ (A;!) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ B0

¬¨­®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì B ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®, a 2 B0 ¨ a1 5
! a. �á«¨ ¡ë ¢ë¯®«­ï«®áì

a1 =2 B0, â® â®£¤  a1 2 B, ®âªã¤  a 2 B ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, B0

¬¨­®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®. �â®à ï ç áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥¬¬ë 5 ¯®«ãç ¥âáï ¯® ¯à¨­æ¨¯ã ¤¢®©áâ¢¥­-
­®áâ¨.

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® B � A ­ §ë¢ ¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥
(A;!), ¥á«¨ ãá«®¢¨ï b1 5

! a 5! b2, b1; b2 2 B ¢«¥ªãâ a 2 B. � ç áâ­®áâ¨, ¢áïª®¥ ¬ ¦®à ­â­®-
áâ ¡¨«ì­®¥ ¨ ¢áïª®¥ ¬¨­®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬.

�¥¬¬  6. �®¤¬­®¦¥áâ¢® B � A ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ (A;!)
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  B = B" \B#.
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�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯®áª®«ìªã B" ¨ B# ¢ë¯ãª«ë, â® B = B" \ B# â ª¦¥ ¢ë¯ãª«®. �à®¢¥à¨¬
®¡à â­®¥. �ª«îç¥­¨¥ B � B" \B# ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯à¨ ¢áïª®¬ B. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ ¢ë¯ãª«®¬ B
¨¬¥¥â ¬¥áâ® â ª¦¥ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥. �ãáâì a 2 B" \B#, â. ¥. a =! b1, a 5! b2 ¯à¨ ­¥ª®â®àëå
b1; b2 2 B; ¯® ãá«®¢¨î ¢ë¯ãª«®áâ¨ a 2 B.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �- «£¥¡à , ¯®à®¦¤¥­­ ï á¥¬¥©áâ¢®¬ Co(!) ¢ë¯ãª«ëå ¢ (A;!) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢,
á®¢¯ ¤ ¥â á �- «£¥¡à®©, ¯®à®¦¤¥­­®© á¥¬¥©áâ¢®¬ ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢
B(Co(!)) = B(M(!)).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ª«îç¥­¨¥ B(M(!)) � B(Co(!)) ®ç¥¢¨¤­®. �¡à â­®, ¥á«¨ B 2 B(Co(!)), â®
¢¢¨¤ã «¥¬¬ 5 ¨ 6 B = B" \B# 2 B(M(!)), ®âªã¤  B(Co(!)) � B(M(!)).

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �áïª®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¢ (A;!) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® B ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥
à §­®áâ¨ ¤¢ãå ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, ®¤­® ¨§ ª®â®àëå á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¤àã£®¬

B = B" n (B" nB#): (3)

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 6, ¨¬¥¥¬

B = B" \B# = B" n (B#)0 = B" n B" \ (B#)0 = B" n (B" n B#):

�á­®¢­ãî à®«ì ¢ íâ®© á¥à¨¨ «¥¬¬ ¨£à ¥â

�¥¬¬  7. �¥¬¥©áâ¢® Co(!) ¢ë¯ãª«ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  (A;!)
®¡à §ã¥â ¡ã«¥¢ã ¯®«ã «£¥¡àã ¢ á¬ëá«¥ ([4], á.28).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¬¥©áâ¢® Co(!) ¢ë¯ãª«ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® ª®­¥ç-
­ëå ¯¥à¥á¥ç¥­¨© ¨ A 2 Co(!). �áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥:

(i). �«ï ¢áïª®£® B 2 Co(!) ¥£® â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ B0 ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤-
áâ ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­®£® ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¯®¯ à­® ¤¨§êî­ªâ­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ Co(!).

�«ï ¯à®¢¥àª¨ (i) § ¬¥â¨¬ ¢­ ç «¥, çâ® B" [B# ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢, áà ¢­¨¬ëå ®â­®-
á¨â¥«ì­® ¯®àï¤ª  ! å®âï ¡ë á ®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬ ¨§ B. �à¥¤áâ ¢¨¬ B0 ¢ ¢¨¤¥ ­¥¯¥à¥á¥ª îé¥£®áï
®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¤¢ãå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, ¯¥à¢®¥ ¨§ ª®â®àëå á®áâ®¨â ¨§ í«¥¬¥­â®¢, ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å B
¨ áà ¢­¨¬ëå å®âï ¡ë á ®¤­¨¬ í«¥¬¥­®¬ ¨§ B,   ¢â®à®¥ { ¨§ í«¥¬¥­â®¢, ­¥ áà ¢­¨¬ëå ­¨ á ®¤­¨¬
í«¥¬¥­â®¬ ¨§ B: B0 = ((B" [B#) n B) [ (B" [B#)0. �á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 6, ¯®«ãç ¥¬

(B" [B#) nB = (B" n B) [ (B# n B) = B" n (B" \B#) [B# n (B# \B") = (B" n B#) [ (B# n B");

®âªã¤  ¨¬¥¥¬ ®ª®­ç â¥«ì­®

B0 = (B" n B#) [ (B# n B") [ (B" [B#)0: (4)

� ¢¥­áâ¢® (4) ¤ ¥â ¨áª®¬®¥ à §«®¦¥­¨¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  B0 ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï âà¥å ¯®¯ à­®
¤¨§êî­ªâ­ëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ (¢ë¯ãª«®áâì ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  (B" [ B#)0 = (B")0 \ (B#)0

á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 5).
�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®áâì ®â­®è¥­¨ï !. �ãáâì �1 5

! �2 ¨ �2 5
! �1. �®£¤  ¯®

á«¥¤áâ¢¨î â¥®à¥¬ë 1 �1(B) = �2(B) (8B 2 M(!)). �®§ì¬¥¬ «î¡®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®
B 2 Co(!). �à¥¤áâ ¢«ïï B ¢ ¢¨¤¥ à §­®áâ¨ ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ á®£« á­® (3)
¨ ãç¨âë¢ ï, çâ® B" nB# � B", ¨¬¥¥¬ �1(B) = �1(B")��1(B" nB#), �2(B) = �2(B")��2(B" nB#).
� ª ª ª B"; B" n B# 2 M(!), â® ¢¢¨¤ã á®¢¯ ¤¥­¨ï ¬¥à �1 ¨ �2 ­  ¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­ëå ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢ å, ¯®«ãç ¥¬ �1(B) = �2(B) (8B 2 Co(!)). � á¨«ã ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®£®
¯à®¤®«¦¥­¨ï ¬¥àë á ¡ã«¥¢®© ¯®«ã «£¥¡àë ­  �- «£¥¡àã [4] ¢ë¯®«­ï¥âáï �1(B) = �2(B) (8B 2
B(Co(!))). � ª®­¥æ, ãç¨âë¢ ï, çâ® �- «£¥¡àë B(Co(!)) ¨ B(M(!)) á®¢¯ ¤ îâ (á«¥¤áâ¢¨¥ 1 «¥¬-
¬ë 6), ¯®«ãç ¥¬ ®ª®­ç â¥«ì­® �1(B) = �2(B) (8B 2 B(M(!))), â. ¥. �1 = �2.
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2. �á«®¢¨ï ¯à®¤®«¦¨¬®áâ¨ ¯®àï¤ª , § ¤ ­­®£®
­  ¢ë¯ãª«®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 

�ãáâì L | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, C � L, �0 | ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª  ­  C.
�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®àï¤®ª �0 ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¨¬ë¬ ­  «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® L, ¥á«¨ ­ 
¬­®¦¥áâ¢¥ L áãé¥áâ¢ã¥â á®£« á®¢ ­­ë© á «¨­¥©­®© áâàãªâãà®© ¯®àï¤®ª �, ®£à ­¨ç¥­¨¥ ª®â®à®£®
­  C á®¢¯ ¤ ¥â á �0, â. ¥. � \ C2 = �0 (â ª®© ¯®àï¤®ª � ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª 
�0 ­  ¢á¥ ¯à®áâà ­áâ¢® L). � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ãª ¦¥¬ ãá«®¢¨ï, ï¢«ïîé¨¥áï ­¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ ¨
¤®áâ â®ç­ë¬¨ ¤«ï ¯à®¤®«¦¨¬®áâ¨ ¯®àï¤ª , § ¤ ­­®£® ­  ¢ë¯ãª«®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ «¨­¥©­®£®
¯à®áâà ­áâ¢ .

�¥®à¥¬  3. �ãáâì C | ­¥¯ãáâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  L, �0

| ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª  ­  C. �«ï â®£® çâ®¡ë ¯®àï¤®ª �0 ¡ë« ¯à®¤®«¦¨¬ë¬ ­  ¢á¥ L, ­¥®¡å®-
¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë ¯à¨ «î¡ëå �; � > 0, �+ � = 1 ¢ë¯®«­ï«¨áì ãá«®¢¨ï

(A3) x 5�0 y () �x+ �z 5�0 �y + �z (x; y; z 2 C);
(A4) ¥á«¨ x1 5

�0 y1, x2 5
�0 y2, â® à ¢¥­áâ¢® �x1 + �x2 = �y1 + �y2 ¢«¥ç¥â x1 = y1 ¨ x2 = y2.

� ¬¥ç ­¨¥. �ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì (A3) ãá«®¢¨¥¬ ¤¢ãáâ®à®­­¥© ¢ë¯ãª«®áâ¨,   (A4) | ãá«®¢¨¥¬
¯®«®¦¨â¥«ì­®© ­¥à §«®¦¨¬®áâ¨ ­ã«ï. �â¬¥â¨¬, çâ® á«¥¤áâ¢¨¥¬ (A3) ï¢«ï¥âáï ãá«®¢¨¥

(A30) x1 5�0 y1, x2 5�0 y2 =) �x1 + �x2 5
�0 �y1 + �y2,

®§­ ç îé¥¥ ¢ë¯ãª«®áâì ®â­®è¥­¨ï �0 ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �ªá¨®¬  (A3) «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§  ªá¨®¬ (A1) ¨ (A2),
á«¥¤®¢ â¥«ì­® ®­  ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï «î¡®£® ª®­¨ç¥áª®£® ¯®àï¤ª . �®áª®«ìªã ¢ § ¯¨á¨ ãá«®¢¨ï
(A3) ãç áâ¢ãîâ «¨èì ¢ë¯ãª«ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨ í«¥¬¥­â®¢, ®­® á®åà ­ï¥âáï ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â ª®­¨-
ç¥áª®£® ¯®àï¤ª  ª ¥£® ®£à ­¨ç¥­¨î ­  «î¡®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ ¯à®áâà ­áâ¢  L. �ªá¨®¬ 
(A4) á«¥¤ã¥â ¨§ á¢®©áâ¢  § ®áâà¥­­®áâ¨ ª®­ãá , ­ ¢®¤ïé¥£® ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ¯®àï¤ª  �0.

�®áâ â®ç­®áâì. �ãáâì �0 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (A3) ¨ (A4). �®ª ¦¥¬, çâ® �0 á®¢¯ ¤ ¥â á ®£à ­¨-
ç¥­¨¥¬ ­  C ¯®àï¤ª , ­ ¢¥¤¥­­®£® ­  «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L ª®­ãá®¬ K = f�(y � x) : � �
0; x; y 2 C; x 5�0 yg. �¡¥¤¨¬áï, ¢®-¯¥à¢ëå, çâ® K ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ª®­ãá®¬.
�®âï íâ® ¬®¦­® á¤¥« âì ¨ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®, ¡ëáâà¥¥ ¯à¨¢®¤¨â ª æ¥«¨ á«¥¤ãîé¨© ¯à¨¥¬. �®«®-
¦¨¬ D = fy � x : x; y 2 C; x 5�0 yg ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® D ¢ë¯ãª«®¥. �ãáâì z1; z2 2 D,
�1; �2 > 0, �1 + �2 = 1. �®£¤  z1 = y1 � x1, z2 = y2 � x2, £¤¥ x1; x2; y1; y2 2 C, x1 5�0 y1, x2 5�0 y2.
�¬¥¥¬ �1z1 + �2z2 = (�1y1 + �2y2) � (�1x1 + �2x2). �¢¨¤ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  C ¢ë¯®«­ï-
¥âáï (�1y1 + �2y2) 2 C, (�1x1 + �2x2) 2 C, ¨ ¯®  ªá¨®¬¥ (A30), ï¢«ïîé¥©áï á«¥¤áâ¢¨¥¬ (A3),
�1x1 + �2x2 5

�0 �1y1 + �2y2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, (�1z1 + �2z2) 2 D, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â ¢ë¯ãª«®áâì D.
� ¬¥ç ï, çâ® K = [

��0
�D, ¯®«ãç ¥¬, çâ® K | ¢ë¯ãª«ë© ª®­ãá.

�áâ ­®¢¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ª®­ãá K § ®áâà¥­, â. ¥. K \ (�K) = 0. �ãáâì u 2 K \ (�K), â®£¤ 
u = �1(y1�x1) ¨ u = ��2(y2� x2), £¤¥ �1; �2 � 0, x1 5�0 y1, x2 5�0 y2. �ë¯®«­ï¥âáï �1x1+�2x2 =
�1y1+�2y2. �®ª ¦¥¬, çâ® u = 0. �á«¨ �1 = 0 ¨«¨ �2 = 0, â® íâ® ®ç¥¢¨¤­®. �ç¨â ï ¤ «¥¥ �1; �2 > 0
¨ ¯®« £ ï � = �1=�1+�2, � = �2=�1+�2, ¨¬¥¥¬ �x1+�x2 = �y1+�y2, ¯à¨ç¥¬ �; � > 0 ¨ �+� = 1.
�®  ªá¨®¬¥ (A4) x1 = y1 ¨ x2 = y2, ®âªã¤  u = 0.

�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­®áâ¨ ®áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì, çâ® �0 á®¢¯ ¤ ¥â á ®£à -
­¨ç¥­¨¥¬ ­  C ª®­¨ç¥áª®£® ¯®àï¤ª , ­ ¢¥¤¥­­®£® ª®­ãá®¬ K; ¯®á«¥¤­¥¥ á¢®¤¨âáï ª â®¬ã, çâ®
¯à¨ «î¡ëå x; y 2 C ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢­®á¨«ì­®áâì

x 5�0 y () (y � x) 2 K:

�àï¬ ï ¨¬¯«¨ª æ¨ï §¤¥áì ®ç¥¢¨¤­ . �áâ ­®¢¨¬ ®¡à â­ãî ¨¬¯«¨ª æ¨î. �ãáâì (y � x) 2 K,
â. ¥. y�x = �(y0�x0), £¤¥ x0; y0 2 C, � � 0, x0 5�0 y0. � ª ª ª C ¢ë¯ãª«®, â® ((1=2)x+(1=2)y) 2 C,
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¨§ á®®â­®è¥­¨ï x0 5�0 y0 ¯® (A3) ¯®«ãç ¥¬

�

�+ 2
x0 +

2
�+ 2

�
1
2
x+

1
2
y

�
5�0 �

�+ 2
y0 +

2
�+ 2

�
1
2
x+

1
2
y

�
: (5)

�®«®¦¨¬ z = �
�+1

x0+ 1
�+1

y = �
�+1

y0
1

�+1
x. � ª ª ª z ¥áâì ¢ë¯ãª« ï ª®¬¡¨­ æ¨ï â®ç¥ª ¬­®¦¥áâ¢ 

C, â® z 2 C. � áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥­âë, áâ®ïé¨¥ ¢ «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâïå (5). �¬¥¥¬

�

�+ 2
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�+ 2

�
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1
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�
=

1
�+ 2

x+
�+ 1
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 ­ «®£¨ç­®
�

�+ 2
y0 +

2
�+ 2

�
1
2
x+

1
2
y

�
=

1
�+ 2

y +
�+ 1
�+ 2

z:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, (5) ¯¥à¥å®¤¨â ¢ á®®â­®è¥­¨¥

1
�+ 2

x+
�+ 1
�+ 2

z 5�0 1
�+ 2

y +
�+ 1
�+ 2

z: (6)

�à¨¬¥­ïï ª (6)  ªá¨®¬ã (A3), ¯®«ãç ¥¬ x 5�0 y �.

3. �á­®¢­ ï â¥®à¥¬ 

�á­®¢­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ ¤ ­­®© à ¡®âë ï¢«ï¥âáï

�¥®à¥¬  4. �áïª®¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì ¨§®¬®àä­® ¢«®¦¥­® ¢ ­¥ª®â®-

à®¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì (A;!) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. � ª ç¥áâ¢¥ ¨á-
ª®¬®£® «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢®§ì¬¥¬ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® L!(A), í«¥¬¥­â ¬¨ ª®â®à®£®
ï¢«ïîâáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­ë¥ äã­ªæ¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­  �- «£¥¡à¥ B(M(!)).
�«ï f1; f2 2 L!(A) ¯®« £ ¥¬

z }| {
�1f1 + �2f2(B) = �1f1(B) + �2f2(B) (�1; �2 2 R; B 2 B(M(!))): (7)

�§ (7) á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ �1, �2 | ¢¥à®ïâ­®áâ­ë¥ ¬¥àë ¨ �1; �2 � 0, �1 + �2 = 1, â® �1�1 + �2�2
| â ª¦¥ ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¬¥à . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå ¬¥à P!(A) ï¢«ï¥âáï
¢ë¯ãª«ë¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  L!(A). �à®¢¥à¨¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ä®à¬ã-
«®© (2) ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ! ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 3. �ªá¨®¬  (A3) ®§­ -
ç ¥â §¤¥áì, çâ® ¯à¨ «î¡ëå �1; �2; � 2 P!(A), �; � > 0, � + � = 1 á®®â­®è¥­¨ï �1 5

! �2 ¨
��1 + �� 5! ��2 + �� à ¢­®á¨«ì­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯¥à¢®¥ ¨§ íâ¨å á®®â­®è¥­¨©
®§­ ç ¥â ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ' 2 F (!) ¢ë¯®«­ï¥âáï '(�1) � '(�2),   ¢â®à®¥ | çâ®
'(��1+��) � '(��2+��). � ª ª ª '(��1+��) = �'(�1)+�'(�), '(��2+��) = �'(�2)+�'(�),
â® íâ¨ á®®â­®è¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë. �à®¢¥à¨¬ (A4). �ãáâì �1 5

! �1, �2 5! �2 ¨ ¤«ï ­¥ª®â®àëå
�; � > 0, � + � = 1 ¢ë¯®«­ï¥âáï ��1 + ��2 = ��1 + ��2. �®£¤  ¯à¨ «î¡®¬ B 2 M(!) ¨¬¥¥¬
��1(B) + ��2(B) = ��1(B) + ��2(B), â. ¥. �(�1(B) � �1(B)) + �(�2(B) � �2(B)) = 0. � ª ª ª
�1 5

! �1 ¨ �2 5! �2, â® ¯® á«¥¤áâ¢¨î â¥®à¥¬ë 1 �1(B)��1(B) � 0 ¨ �2(B)��2(B) � 0. � ãç¥â®¬
â®£®, çâ® �; � > 0, ¢ëè¥­ ¯¨á ­­®¥ à ¢¥­áâ¢® ¢®§¬®¦­® «¨èì ¯à¨ �1(B) = �1(B), �2(B) = �2(B).
� ª ¯®ª § ­® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â �1 = �1 ¨ �2 = �2.

�®£« á­® â¥®à¥¬¥ 3 ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª  ! ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥­® ¤® ®â­®è¥­¨ï ¯®àï¤-
ª  e! ­  ¢á¥¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L!(A), £¤¥ ¯®àï¤®ª e! ­ ¢®¤¨âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ª®­ãá®¬fK = f�(�2 � �1) : � � 0; �1; �2 2 P!(A); �1 5

! �2g. �®ª ¦¥¬ ¢«®¦¨¬®áâì ã¯®àï¤®ç¥­­®£®
¬­®¦¥áâ¢  (A;!) ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® hL!(A); e!i. �ãáâì �a | ¢ëà®¦¤¥­-
­ ï ¢¥à®ïâ­®áâ­ ï ¬¥à , á®áà¥¤®â®ç¥­­ ï ¢ â®çª¥ a (ä®à¬ «ì­® �a ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢¨¥¬: ¤«ï
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«î¡®£® B 2 B(M(!)) �a(B) = 1, ¥á«¨ a 2 B ¨ �a(B) = 0 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥). �¥âàã¤­® ¯®-
ª § âì, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ' 2 F (!) ¢ë¯®«­ï¥âáï

R
A

'd(�a) = '(a), â. ¥. '(�a) = '(a). �à®¢¥à¨¬

à ¢­®á¨«ì­®áâì

a1 5
! a2 () (8' 2 F (!)) '(a1) � '(a2): (8)

�¬¯«¨ª æ¨ï á«¥¢  ­ ¯à ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨§®â®­­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï. �¡à â­®, ¯ãáâì
¢ë¯®«­¥­  ¯à ¢ ï ç áâì (8). �®« £ ï ' = �a"

1

, £¤¥ �a"
1

| å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï

¬ ¦®à ­â­®-áâ ¡¨«ì­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  a"1, ¨ ãç¨âë¢ ï, çâ® �a"
1

2 F (!), ¯®«ãç ¥¬ �a"
1

(a2) �
�a"

1

(a1) = 1, ®âªã¤  �a"
1

(a2) = 1, â. ¥. a2 =! a1. �®áª®«ìªã '(a) = '(�a), à ¢­®á¨«ì­®áâì (8) ¬®¦¥â
¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ­  ¢ ¢¨¤¥ a1 5! a2 () �a1 5

! �a2 . � ª ª ª ! á®¢¯ ¤ ¥â á ®£à ­¨ç¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª e! ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ P!(A), â® a1 5! a2 () �a1 5
e! �a2 . �®á«¥¤­ïï à ¢­®á¨«ì­®áâì ®§­ ç ¥â, çâ®

®â®¡à ¦¥­¨¥ � : A! L!(A), ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ à ¢¥­áâ¢®¬ �(a) = �a, ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä­®¥ ¢«®-
¦¥­¨¥ ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  (A;!) ¢ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® hL!(A); e!i.
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