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�¨¦¥ ¨áá«¥¤ãîâáï ­¨«ì¯®â¥­â­ë¥ £àã¯¯ë áâã¯¥­¨ 2 ¯à®áâ®© íªá¯®­¥­âë p, ¯®à®¦¤¥­­ë¥
¢®á¥¬ìî ®¡à §ãîé¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬, ¢ ª ª®¬-â® á¬ëá«¥ á¨¬¬¥âà¨-
§ãîé¨¬ £àã¯¯ë (â. ­. ãá«®¢¨ï ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ ¨ ­ áëé¥­¨ï). �® £àã¯¯¥ á®áâ ¢«ï¥âáï â ¡«¨æ 
á¢ï§¥©, ®á­®¢ ­­ ï ­  á¢®©áâ¢ å ª®¬¬ãâ â®à®¢ ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢. � ¡«¨æ  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
á®¡®© « â¨­áª¨© ª¢ ¤à â, á¨¬¬¥âà¨ç­ë© ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¨ £®­ «¨. �® â ¡«¨æ¥ á¢ï§¥© áâà®ïâáï
£àã¯¯ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¢¨¤  (¯à¨ p = 2 ®¤­®§­ ç­®), ãáâ ­®¢«¥­ë ­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  £àã¯¯,
­ ©¤¥­ë ­¥¨§®¬®àä­ë¥ £àã¯¯ë.

1. �àã¯¯ë ¯¥à¨®¤  p ¨ â ¡«¨æë á¢ï§¥©

1.1. �àã¯¯ë ¯¥à¨®¤  p á æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ ª®¬¬ãâ ­â®¬. �ãáâì Np | £àã¯¯  ¯¥à¨®¤  p, £¤¥ p
| ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â. ¥. ¤«ï ¢áïª®£® í«¥¬¥­â  g 2 N gp = e, e | ¥¤¨­¨ç­ë© í«¥¬¥­â £àã¯¯ë.
�áïª ï p-£àã¯¯  ­¨«ì¯®â¥­â­ . �ç¨â ¥¬, çâ® áâã¯¥­ì ­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨ £àã¯¯ë Np à ¢­  2. �«¥-
¤®¢ â¥«ì­®, ª®¬¬ãâ ­â C(Np) £àã¯¯ë Np «¥¦¨â ¢ ¥¥ æ¥­âà¥ Z(Np) : C(Np) � Z(Np). �§¢¥áâ­®,
çâ® ª®¬¬ãâ ­â ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë «¥¦¨â ¢ ¥¥ ¯®¤£àã¯¯¥ �à ââ¨­¨ ([1], á. 178),   ¯®á«¥¤­ïï
á®áâ®¨â ¨§ ­¥®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë ([1], á. 177). �­ ç¨â, ¥á«¨ a1; a2; : : : ; am | ­¥¯à¨¢®-
¤¨¬ ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë Np, â® áà¥¤¨ ai ­¥â í«¥¬¥­â®¢ ª®¬¬ãâ ­â .

�á«¨ a, b, c | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë £àã¯¯ë Np, â® ¤«ï ¨å ª®¬¬ãâ â®à®¢ ¢ë¯®«­ïîâáï
á¢®©áâ¢ 

[b; a] = [a; b]�1; [ab; c] = [a; c][b; c]; [an; b] = [a; b]n:

� áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ã Np á m ®¡à §ãîé¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨, ¤ «¥¥ ¢á¥£¤  a1; a2; : : : ; am | ­¥¯à¨-
¢®¤¨¬ ï á¨áâ¥¬  ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢, m | ç¥â­®¥ ç¨á«®.

�ãáâì ¯®àï¤®ª ª®¬¬ãâ ­â  C(Np) à ¢¥­ p ¨ Z(Np) = C(Np). �¡®§­ ç¨¬ [a2; a1] = c. � 
®á­®¢ ­¨¨ á¢®©áâ¢ ª®¬¬ãâ â®à®¢ ¢ë¯®«­ïîâáï

�¥¬¬ . �«ï «î¡®£® ai, i > 2, ¢ ¯®¤£àã¯¯¥ ha1; a2; aii, ¯®à®¦¤¥­­®© í«¥¬¥­â ¬¨ a1, a2, ai,
áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥­â h, çâ® ha1; a2; aii = ha1; a2i � hhi.

�¥®à¥¬  1. �àã¯¯  Np á ç¥â­ë¬ ç¨á«®¬ ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢, ¤«ï ª®â®à®© Z(Np) =
C(Np) = hci, ®¡« ¤ ¥â â ª®© á¨áâ¥¬®© ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ a1; a2; : : : ; am, çâ®

[a2; a1] = [a4; a3] = � � � = [am; am�1] = c;

®áâ «ì­ë¥ [ai; aj ] = e.

1.2. �á«®¢¨ï ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ ¨ ­ áëé¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ã Np ¯¥à¨®¤  p á ¢®á¥¬ìî ®¡à -
§ãîé¨¬¨ ai, i = 1; 8. � «®¦¨¬ ­  £àã¯¯ã Np á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï.

1. Z(Np) = C(Np).
2. �áïª¨¥ ¤¢  í«¥¬¥­â  ai, aj , i 6= j, ­¥¯¥à¥áâ ­®¢®ç­ë.
3. �á«®¢¨¥ ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨. �«ï ¢áïª®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® j ª®¬¬ãâ â®àë [ai; aj ] = ci, i = 1; 7,

â ª®¢ë, çâ® hcii\ = hcki = hei. �ç¨â ¥¬, çâ® ­¥ª®â®àë¥ ª®¬¬ãâ â®àë [ai; aj ] ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­-
â®¢ £àã¯¯ë N8 ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ª®¬¬ãâ ­â  C(Np),   ®áâ «ì­ë¥ ï¢«ïîâáï
áâ¥¯¥­ï¬¨ íâ¨å ®¡à §ãîé¨å.
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4. �á«®¢¨¥ ­ áëé¥­¨ï (¨ á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨). �à¥¤¨ ª®¬¬ãâ â®à®¢, ®¡à §ãîé¨å [ai; aj ] 6= e, ¢
ª ¦¤®© ¨§ ¯®¤£àã¯¯ hcki ª®¬¬ãâ ­â  á®¤¥à¦¨âáï ¯® 4 ª®¬¬ãâ â®à . � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢ ª ¦¤®©
¨§ ¯®¤£àã¯¯ hcki ª®¬¬ãâ ­â  á®¤¥à¦¨âáï ¯® m

2
ª®¬¬ãâ â®à®¢ ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë Np

á m ®¡à §ãîé¨¬¨.
5. �­®¦¥áâ¢® ¯ à á à §«¨ç­ë¬¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ [i; j] ®¡à §ãîé¨å ai à §¡¨¢ ¥âáï §­ ç¥­¨ï¬¨

ª®¬¬ãâ â®à®¢ [ai; aj ], ¢å®¤ïé¨å ¢ ¯®¤£àã¯¯ë hcki, ­  ª« ááë íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, §¤¥áì ck | ®¡à -
§ãîé¨¥ ª®¬¬ãâ ­â .

�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ £àã¯¯, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¬ ãá«®¢¨ï¬, ¤®ª § ­® ¢ ¯. 1.5.
�á«®¢¨ï 3 ¨ 5 ®á­®¢ ­ë ­  â¥®à¥¬¥ ¨§ ¯. 1.1.

�®¬¬ãâ ­â C(Np) £àã¯¯ë Np ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â à­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯®© ¯®àï¤ª  p7. � áá¬ -
âà¨¢ ¥¬ë¥ £àã¯¯ë ¨¬¥îâ ¯®àï¤®ª p8+7 = p15.

�ãé¥áâ¢ãîâ £àã¯¯ëNp, ¤«ï ª®â®àëå ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ ãá«®¢¨ï ­¥ ¢ë¯®«­ïîâáï (ç áâ¨ç­® ¨«¨
¢á¥ áà §ã). �àã¯¯ã Np ám ®¡à §ãîé¨¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ãá«®¢¨ï¬, ®¡®§­ ç ¥¬
¤ «¥¥ Nm

p .

1.3. �àã¯¯ë ¨ ­ ¡®àë ¯ à ¨­¤¥ªá®¢. �­®¦¥áâ¢® ¨­¤¥ªá®¢ ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë
Nm

p ®¡®§­ ç ¥¬ M = f1; 2; : : : ; 8g. �¬¥áâ® ª®¬¬ãâ â®à  ®¡à §ãîé¨å [ai; aj ] ç áâ® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì
­¥ã¯®àï¤®ç¥­­ãî ¯ àã ¨­¤¥ªá®¢ [i; j]. �¡à §ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë ª®¬¬ãâ ­â  ®¡®§­ ç ¥¬ ck, k =
1; 7; ¨­¤¥ªáë k í«¥¬¥­â®¢ ck ­¥ á¢ï§ë¢ ¥¬ á ¨­¤¥ªá ¬¨ ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ ai £àã¯¯ë Nm

p .
� ¬­®¦¥áâ¢¥ (M�M)0, ®â«¨ç­®¬ ®âM�M , à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ­¥ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯ à

¨­¤¥ªá®¢ ¨§M , ¢ ª ¦¤®© ¯ à¥ ¨­¤¥ªáë à §«¨ç­ë. �­®¦¥áâ¢® (M�M)0 à §¡¨¢ ¥¬ ­  ª« ááë ¯®
ãá«®¢¨ï¬ ¨§ ¯. 1.2, ­ §ë¢ ¥¬ íâ¨ ª« ááë á¢ï§ï¬¨. �®£« á­® ¯. 1.2 ç¥âëà¥ §­ ç¥­¨ï ª®¬¬ãâ â®à®¢
®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë Nm

p «¥¦ â ¢ ®¤­®© ¯®¤£àã¯¯¥ hcki. � àë ¨­¤¥ªá®¢ íâ¨å ª®¬¬ã-
â â®à®¢ á®áâ ¢«ïîâ á¢ï§ì, ª ¦¤ ï á¢ï§ì á®áâ®¨â ¨§ ç¥âëà¥å ¯ à. �¢ï§ì [i; j]; [s; t]; : : : , â. ¥. ª« áá
­¥ã¯®àï¤®ç¥­­ëå ¯ à ¨­¤¥ªá®¢ ®¡à §ãîé¨å ai, ¤«ï ª®â®àëå [ai; aj ]; [as; at]; : : : 2 hcki, ­ §ë¢ ¥âáï
k-á¢ï§ìî. �¬¥¥âáï, ­ ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãîé¨© ­ ¡®à á¢ï§¥©, á®áâ ¢«¥­­ë© á®£« á­® ãá«®¢¨ï¬ ¯. 1.2:

1-á¢ï§ì [1,2] [3,4] [5,6] [7,8]
2-á¢ï§ì [1,3] [2,8] [4,5] [6,7]
3-á¢ï§ì [1,4] [2,7] [3,5] [6,8]
4-á¢ï§ì [1,5] [2,6] [3,8] [4,7]
5-á¢ï§ì [1,6] [2,5] [3,7] [4,8]
6-á¢ï§ì [1,7] [2,3] [4,6] [5,8]
7-á¢ï§ì [1,8] [2,4] [3,6] [5,7]

� ¡«¨æ  1

�®¤£àã¯¯ã ª®¬¬ãâ ­â , ¯®à®¦¤¥­­ãî ¢á¥¬¨ ck, ªà®¬¥ cj , ®¡®§­ ç¨¬ Cj . � ªâ®à-£àã¯¯ 
Np=Cj ¨¬¥¥â ª®¬¬ãâ ­â ¯®àï¤ª  p, ¨ ¥¥ áâà®¥­¨¥ ¡«¨§ª® ª ®¯¨á ­­®¬ã ¢ â¥®à¥¬¥ ¨§ ¯. 1.1.
�â® á«ã¦¨â ®á­®¢ ­¨¥¬ ¤«ï á®áâ ¢«¥­¨ï â ¡«¨æë 1.

�¢®©áâ¢  á¢ï§¥©:
1. 1-á¢ï§ì ¢ë¤¥«ï¥âáï áà¥¤¨ ¤àã£¨å á¢ï§¥© â¥¬, çâ® ¨­¤¥ªáë 1; 8 ¢ ¥¥ ¯ à å ¬®£ãâ ¡ëâì

ã¯®àï¤®ç¥­ë ¯® ¢®§à áâ ­¨î;
2. ª ¦¤ ï á¢ï§ì á®¤¥à¦¨â â®ç­® ®¤­ã ¯ àã á® ¢áïª¨¬ ¨­¤¥ªá®¬ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ¨­¤¥ªá®¢ M ;
3. ­ ¡®à ¨­¤¥ªá®¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ ¯ àë ª ¦¤®© á¢ï§¨, á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ M ;
4. ­®¬¥à á¢ï§¨ k ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯¥à¢®© ¯ à®© [1; k + 1].

1.4. � ¡«¨æ  á¢ï§¥© £àã¯¯ë. �¤®¡­¥¥ á¢ï§¨ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨­¤¥ªá®¢ M ®¡à §ãîé¨å £àã¯¯ë
Nm

p ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ â ¡«¨æë á¢ï§¥© £àã¯¯ë. �®áâ ¢¨¬ â ¡«¨æã à §¬¥à ¬¨ 8 � 8, áâà®ª¨ ¨
áâ®«¡æë ª®â®à®© § ­ã¬¥à®¢ ­ë (á¬. â ¡«. 2). �á«¨ ¯ à  [i; j] ¯à¨­ ¤«¥¦¨â k-á¢ï§¨, â® ¢ ª«¥âªã
â ¡«¨æë á¢ï§¥© ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ i-© áâà®ª¨ ¨ j-£® áâ®«¡æ  áâ ¢¨¬ ­®¬¥à k. � ¡«¨æ¥ 1, ¢ ª®â®à®©
¯¥à¥ç¨á«¥­ë ¢á¥ á¢ï§¨ £àã¯¯ë Np, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â ¡«¨æ  á¢ï§¥© 2.
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1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 6 4 7 5
3 2 3 1 5 7 4 6
4 3 2 1 7 6 5 4
5 4 6 5 7 1 2 3
6 5 4 7 6 1 3 2
7 6 7 4 5 2 3 1
8 7 5 6 4 3 2 1

� ¡«¨æ  2

�¢®©áâ¢  â ¡«¨æë á¢ï§¥© à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå £àã¯¯:
1. ¤¨ £®­ «ì â ¡«¨æë á¢ï§¥© ¯ãáâ ;
2. â ¡«¨æ  á¨¬¬¥âà¨ç­  ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¨ £®­ «¨;
3. ª ¦¤ë© ­®¬¥à á¢ï§¨ ¢ â ¡«¨æ¥ ¢áâà¥ç ¥âáï 8 à §: 4 à §  ­ ¤ ¤¨ £®­ «ìî ¨ 4 à §  ¯®¤

¤¨ £®­ «ìî;
4. ¢ ª ¦¤®© áâà®ª¥ ¨ ª ¦¤®¬ áâ®«¡æ¥ â ¡«¨æë ª ¦¤ë© ­®¬¥à á¢ï§¨ ¢áâà¥ç ¥âáï ¯® ®¤­®¬ã

à §ã.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, â ¡«¨æ  á¢ï§¥© £àã¯¯ë ¥áâì « â¨­áª¨© ª¢ ¤à â 8 � 8, ª«¥âª¨ ª®â®à®£® § -

¯®«­¥­ë ­®¬¥à ¬¨ 1{7 ¨«¨ ­¥ § ¯®«­¥­ë ­¨ç¥¬.

1.5. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã £àã¯¯ ¬¨ ¯¥à¨®¤  p ¨ â ¡«¨æ ¬¨ á¢ï§¥© £àã¯¯ë. �ç¨â ¥¬, çâ®
§ ¤ ­ë ®¡à §ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë £àã¯¯ë Nm

p ¨ §­ ç¥­¨ï ª®¬¬ãâ â®à®¢ íâ¨å ®¡à §ãîé¨å. �®£¤ 
®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ¡«¨æ  á¢ï§¥© £àã¯¯ë.

�®ª ¦¥¬ ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�¥®à¥¬  2. �áïª ï â ¡«¨æ  à §¬¥à®¢ 8�8, ¤«ï ª®â®à®© ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï 1{ 4 ¨§ ¯. 1:4,
®¯à¥¤¥«ï¥â £àã¯¯ã N 8

p .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì § ¤ ­  â ¡«¨æ  8�8, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãª § ­­ë¬ ãá«®¢¨ï¬. �¢®-
¤¨¬ í«¥¬¥­âë ai, i = 1; 8, ¨­¤¥ªáë ª®â®àëå áãâì ­®¬¥à  ¢å®¤®¢ ¤ ­­®© â ¡«¨æë. �ë¯¨áë¢ ¥¬
ª®¬¬ãâ â®àë [ai; aj ] = ct

ij

k , £¤¥ 1 � tij � p � 1, ­®¬¥à k à á¯®«®¦¥­ ¢ â ¡«¨æ¥ ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨
i-© áâà®ª¨ ¨ j-£® áâ®«¡æ . �à¨ k = 1 ¢á¥ tij = 1. �«ï ®áâ «ì­ëå §­ ç¥­¨© k ¯à¨ p � 3 ¢®§-
¬®¦­® tij 6= 1, ­® ¢á¥£¤  t1j = 1. � áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® G ¢á¥¢®§¬®¦­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤ 
g = an11 an22 : : : an88 cr11 c

r2
2 : : : cr77 .

�ãáâì h = am1

1 am2

2 : : : am8

8 cs11 c
s2
2 : : : cs77 | ¥é¥ ®¤¨­ í«¥¬¥­â ¬­®¦¥áâ¢ . �à®¨§¢¥¤¥­¨¥ gh á®áâ -

¢«ï¥¬ ¯® ¯à ¢¨«ã

gh = an1+m1

1 an2+m2

2 : : : an8+m8

8 cr1+s1+u11 cr2+s2+u22 : : : cr7+s7+u77 ;

£¤¥ u1 = n2m1 + n4m3 + n8m7, ¨­¤¥ªáë ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© njmi á®áâ ¢«ïîâ ¯ àë [i; j] 1-á¢ï§¨; u2 =
n3m1+ tijnjmi, ª®íää¨æ¨¥­âë tij ¢¢®¤ïâáï ¤«ï ¯ à [i; j] 2-á¢ï§¨, ­ ç¨­ ï á® ¢â®à®© ¯ àë, ¨ â ª
¤ «¥¥; u7 = n8m1+ tijnjmi, ª®íää¨æ¨¥­âë tij ¢¢®¤ïâáï ¤«ï ¯ à [i; j] 7-á¢ï§¨, ­ ç¨­ ï á® ¢â®à®©
¯ àë.

�®ª § â¥«¨ áâ¥¯¥­¥© ni, mi, rk, sk í«¥¬¥­â®¢ ai, ck, i = 1; 8, k = 1; 7, áãâì áª «ïàë ¨§ ¯®«ï
� «ã  FG(p) å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ p, ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï 0; 1; : : : ; p � 1. �«¥¬¥­âã g ¬­®¦¥áâ¢  G
á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª®àâ¥¦ áª «ïà®¢ ¨§ FG(p) ¤«¨­ë 8 + 7 = 15

� = (n1; n2; : : : ; n8; r1; r2; : : : ; r7):

�­®¦¥áâ¢® ª®àâ¥¦¥© ®¡®§­ ç¨¬ �. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ G ¨ ª®àâ¥¦ ¬¨
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¬­®¦¥áâ¢  � ¡¨¥ªâ¨¢­®. �¯¥à æ¨ï ­ ¤ ª®àâ¥¦ ¬¨ á®£« á­® ã¬­®¦¥­¨î ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ G â ª®¢ 

(n1; n2; : : : ; n8; r1; r2; : : : ; r7) + (m1;m2; : : : ;m8; s1; s2; : : : ; r7) =

= (n1 +m1; n2 +m2; : : : ; n8 +m8; r1 + s1 + n2m1 + n4m3 + n8m7;

r2 + s2 + n3m1 + tijnjmi; : : : ; r7 + s7 + n8m1 + tijnjmi):

�ã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¢ ª ¦¤®© ª®¬¯®­¥­â¥ ª®àâ¥¦¥© ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® mod p. �«®¦¥­¨¥ ª®àâ¥¦¥©
 áá®æ¨ â¨¢­®, â. ¥. ã¬­®¦¥­¨¥ í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ G  áá®æ¨ â¨¢­®. �ã«¥¢®© ª®àâ¥¦: # =
(0; 0; : : : ; 0), � + # = �. � G ­ã«¥¢®¬ã ª®àâ¥¦ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¥¤¨­¨ç­ë© í«¥¬¥­â e, ge = g.
�à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬ ¤«ï ª®àâ¥¦  � ï¢«ï¥âáï

�� = (p� n1; p� n2; : : : ; p� n8; p� r1; p� r2; : : : ; p� r7):

�®àâ¥¦ �� ®¯à¥¤¥«ï¥â ¢ G í«¥¬¥­â, ®¡à â­ë© ¤«ï g. �¬¥¥¬ £àã¯¯ã (�;+) ¨ ¨§®¬®àä­ãî ¥©
£àã¯¯ã G = (G; �). �¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® áâã¯¥­ì ­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨ £àã¯¯ë G à ¢­  2, â. ¥.
G = N 8

p .

� ¤ ­­ ï â ¡«¨æ , ¯® ª®â®à®© ¬ë áâà®¨«¨ £àã¯¯ã, ï¢«ï¥âáï â ¡«¨æ¥© á¢ï§¥© íâ®© £àã¯¯ë
N 8

p . �¥­¥â¨ç¥áª¨© ª®¤ £àã¯¯ë N 9
p ¢ë¯¨áë¢ ¥âáï á®£« á­® â ¡«¨æ¥ á¢ï§¥©

N 8

p = hai; ck j [ai; aj ] = c
tij
k ; i; j = 1; 8; k = 1; 7; 1 � tij � p� 1i:

�®£« á­® â¥®à¥¬¥ 1 ¯à¨ k = 1 ¨¬¥¥¬ tij = 1. �«ï ®áâ «ì­ëå §­ ç¥­¨© k ¯à¨ p � 3 ¢®§¬®¦­®
tij 6= 1, ­® ¢á¥£¤  t1j = 1, ¨, â¥¬ á ¬ë¬, ¨¬¥¥âáï ­¥áª®«ìª® ­¥¨§®¬®àä­ëå £àã¯¯ á ®¤­®© ¨ â®©
¦¥ â ¡«¨æ¥© á¢ï§¥©.

�à¨ p = 2 ¥áâì â®«ìª® ®¤­  ¢®§¬®¦­®áâì ¤«ï §­ ç¥­¨© tij . � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ tij = 1. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¢ë¯®«­ï¥âáï

�¥®à¥¬  3. �à¨ p = 2 ¢áïª ï â ¡«¨æ  á¢ï§¥© ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî £àã¯¯ã N 8
p .

�¥¯¥àì ¯®«ãç ¥âáï á«¥¤ãîé ï ¢ ¦­ ï

�¥®à¥¬  4. � §«¨ç­ëå (­¥¨§®¬®àä­ëå) £àã¯¯, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ ¬¨­¨¬ «ì­®-

áâ¨ ¨ ­ áëé¥­¨ï, áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ à §«¨ç­ëå â ¡«¨æ á¢ï§¥© á® á¢®©áâ¢ ¬¨, ¯¥à¥-

ç¨á«¥­­ë¬¨ ¢ ¯. 1:4.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¦¤ ï £àã¯¯ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ 1{5 ¨§ ¯. 1.2, ¨¬¥¥â â ¡«¨æã
á¢ï§¥©, á¢®©áâ¢  ª®â®à®© ¯¥à¥ç¨á«¥­ë ¢ ¯. 1.4. �ç¥¢¨¤­®, £àã¯¯ë, ¨¬¥îé¨¥ ®¤¨­ ª®¢ë¥ â ¡«¨æë
á¢ï§¥©, ¨§®¬®àä­ë. �® ®¤­  £àã¯¯  ¬®¦¥â ¨¬¥âì à §«¨ç­ë¥ â ¡«¨æë á¢ï§¥©. �â® ®§­ ç ¥â, çâ®
à §«¨ç­ëå £àã¯¯, ®¡« ¤ îé¨å á¢®©áâ¢ ¬¨ ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ ¨ ­ áëé¥­¨ï, áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¡®«ìè¥,
ç¥¬ à §«¨ç­ëå â ¡«¨æ á¢ï§¥© á § ¤ ­­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨.

�ãé¥áâ¢ãîâ ¥é¥ á«¥¤ãîé¨¥ â ¡«¨æë á¢ï§¥©, ª®â®àë¥ á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 1 § ¤ îâ £àã¯¯ë N 8
p :

1 3 2 4 5 7 6 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 5 4 7 6
3 2 3 1 6 7 4 5
4 3 2 1 7 6 5 4
5 4 5 6 7 1 2 3
6 5 4 7 6 1 3 2
7 6 7 4 5 2 3 1
8 7 6 5 4 3 2 1

� ¡«¨æ  3

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 4 5 6
3 2 3 1 5 6 7 4
4 3 2 1 6 7 4 5
5 4 7 5 6 1 2 3
6 5 4 6 7 1 3 2
7 6 5 7 4 2 3 1
8 7 6 4 5 3 2 1

� ¡«¨æ  4
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1 3 2 4 5 7 6 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 6 4 5
3 2 3 1 5 4 7 6
4 3 2 1 6 7 5 4
5 4 7 5 6 1 2 3
6 5 6 4 7 1 3 2
7 6 4 7 5 2 3 1
8 7 5 6 4 3 2 1

� ¡«¨æ  5

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 6 7 4 5
3 2 3 1 7 6 5 4
4 3 2 1 5 4 7 6
5 4 6 7 5 1 2 3
6 5 7 6 4 1 3 2
7 6 4 5 7 2 3 1
8 7 5 4 6 3 2 1

� ¡«¨æ  6

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 6 5 3
3 2 3 1 5 4 7 6
4 3 2 1 6 7 4 5
5 4 7 5 6 1 2 3
6 5 6 4 7 1 3 2
7 6 5 7 4 2 3 1
8 7 4 6 5 3 2 1

� ¡«¨æ  7

1.6. � ¬¥­  â ¡«¨æë á¢ï§¥©. � ¡«¨æë á¢ï§¥© £àã¯¯ë ¬®£ãâ ¡ëâì á®áâ ¢«¥­ë ¤«ï ¥¥ à §-
«¨ç­ëå á¨áâ¥¬ ®¡à §ãîé¨å. �à®¬¥ â®£®, ¨§ ®¤­®© â ¡«¨æë á¢ï§¥© ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ­¥áª®«ìª®
¤àã£¨å, ¯¥à¥­ã¬¥à®¢ë¢ ï ®¡à §ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë £àã¯¯ë ¨ á¢ï§¨.

� ¯à¨¬¥à, 2-á¢ï§¨ ¢ â ¡«¨æ¥ á¢ï§¥© 2 ¤ ¤¨¬ ­®¢ë© ­®¬¥à 1. �® â ¡«¨æ¥ 1 2-á¢ï§ì á®áâ®¨â ¨§
¯ à [1; 3], [2; 4], [5; 7], [6; 8]. �®áâ ¢«ï¥¬ ¯à®¬¥¦ãâ®ç­ãî â ¡«¨æã á¢ï§¥© 2.2¯, ­  ¢å®¤ å ª®â®à®©
§ ¯¨áë¢ ¥¬ ¨­¤¥ªáë ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë ¢ â®¬ ¯®àï¤ª¥, ª ª ®­¨ ¢ë¯¨á ­ë ¢ ¯ à å
2-á¢ï§¨, â. ¥. ¢ ¯®àï¤ª¥ 1, 3, 2, 4, 5, 7, 6, 8. �à®áâ ¢«ï¥¬ ­®¬¥à 2 ¢ â ¡«¨æ¥ 2.2¯ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®
áâà®ª¥ 2-á¢ï§¨ â ¡«¨æë 1: ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ïå áâà®ª¨ 1 ¨ áâ®«¡æ  3, áâà®ª¨ 2 ¨ áâ®«¡æ  4, áâà®ª¨
5 ¨ áâ®«¡æ  7, áâà®ª¨ 6 ¨ áâ®«¡æ  8. � â¥¬ ¢ â ¡«¨æã 2.2¯ ¢­®á¨¬ ­®¬¥à 1 ¯® áâà®ª¥ 1-á¢ï§¨
â ¡«¨æë 1, § â¥¬ ­®¬¥à 3 ¨ â. ¤.

�¥¯¥àì ¢ â ¡«¨æ¥ 2.2¯ ¯¥à¥­ã¬¥àã¥¬ ®¡à §ãîé¨¥ ¨ á¢ï§¨, § ¯¨áë¢ ï ­®¢ë¥ ¨­¤¥ªáë ®¡à §ã-
îé¨å ­  ¢å®¤ å â ¡«¨æë ¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ­¨ï ¨ ­®¢ë¥ ­®¬¥à  á¢ï§¥© ¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ­¨ï
¢ ¯¥à¢®© áâà®ª¥ â ¡«¨æë. �®á«¥ íâ®£® ¯®«ãç¨¬ ®ª®­ç â¥«ì­ãî â ¡«¨æã 2.2. �¥à¥­ã¬¥à æ¨¨
®¡à §ãîé¨å á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤áâ ­®¢ª 

� =
�
1 3 2 4 5 7 6 8
1 2 3 4 5 6 7 8

�
;

¯¥à¥­ã¬¥à æ¨¨ á¢ï§¥© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤áâ ­®¢ª 


 =
�
2 1 3 4 6 5 7
1 2 3 4 5 6 7

�
:

� «¥¥ § ¬¥­ï¥¬ áâ àë¥ ­®¬¥à  á¢ï§¥© ¢ â ¡«¨æ¥ 2.2¯ ­®¢ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨ á®£« á­® ¯®¤áâ ­®¢ª¥

 ¨ ¯®«ãç ¥¬ â ¡«¨æã 2.2.
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1 3 2 4 5 7 6 8
1 2 1 3 4 6 5 7
3 2 3 1 5 4 7 6
2 1 3 2 6 7 4 5
4 3 1 2 7 5 6 4
5 4 5 6 7 2 1 3
7 6 4 7 5 2 3 1
6 5 7 4 6 1 3 2
8 7 6 5 4 3 1 2

� ¡«¨æ  2.2¯

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 6 4 7 5
3 2 3 1 5 7 4 6
4 3 2 1 7 6 5 4
5 4 6 5 7 1 2 3
6 5 4 7 6 1 3 2
7 6 7 4 5 2 3 1
8 7 5 6 4 3 2 1

� ¡«¨æ  2.2

�® ®¯¨á ­­®¬ã ®¡à §æã ¯®«ãç¨¬ ¥é¥ ®¤­ã â ¡«¨æã á¢ï§¥©. 6-á¢ï§¨ ¢ â ¡«¨æ¥ 1 ¤ ¤¨¬ ­®¢ë©
­®¬¥à 1. �  ¢å®¤ å ¯à®¬¥¦ãâ®ç­®© â ¡«¨æë 2.6¯ ¯à®áâ ¢«ï¥¬ ¨­¤¥ªáë ®¡à §ãîé¨å ¯® áâà®ª¥
6-á¢ï§¨ â ¡«¨æë 1. � â¥¬ ¢ â ¡«¨æã ¢­®á¨¬ ­®¬¥à  á¢ï§¥© ¯® â ¡«¨æ¥ 1. �à®¨§¢®¤¨¬ ¯®¤áâ ­®¢ª¨
¨­¤¥ªá®¢ ®¡à §ãîé¨å ¨ ­®¬¥à®¢ á¢ï§¨

� =
�
1 7 2 5 3 8 4 6
1 2 3 4 5 6 7 8

�
; 
 =

�
6 1 4 2 7 3 5
1 2 3 4 5 6 7

�
:

�® ¯®¤áâ ­®¢ª¥ 
 § ¬¥­ï¥¬ áâ àë¥ ­®¬¥à  á¢ï§¥© ­®¢ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨ ¢ â ¡«¨æ¥ 2.6¯, ¯®«ãç ¥¬
â ¡«¨æã 2.6.

1 7 2 5 3 8 4 6
1 6 1 4 2 7 3 5
7 6 7 2 4 1 5 3
2 1 7 6 3 5 2 4
5 4 2 6 5 3 7 1
3 2 4 3 5 6 1 7
8 7 1 5 3 6 4 2
4 3 5 2 7 1 4 6
6 5 3 4 1 7 2 6

� ¡«¨æ  2.6¯

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 5 4 3 2 7 6
3 2 5 1 6 7 4 3
4 3 4 1 7 6 5 2
5 4 3 6 7 1 2 5
6 5 2 7 6 1 3 4
7 6 7 4 5 2 3 1
8 7 6 3 2 5 4 1

� ¡«¨æ  2.6

� ¡«¨æë 2 ¨ 2.2 á®¢¯ ¤ îâ. � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¯¥à¥­ã¬¥à æ¨ï ­¥ ¨§¬¥­ï¥â â ¡«¨æë á¢ï§¥© £àã¯-
¯ë. � ¡«¨æë 2 ¨ 2.6 à §«¨ç­ë, â. ¥. ¤«ï ®¤­®© £àã¯¯ë ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯¥à¥­ã¬¥à æ¨¨ ¯®«ãç¥­ë
à §«¨ç­ë¥ â ¡«¨æë á¢ï§¥©.

2. �¢®©áâ¢  £àã¯¯ ¯® â ¡«¨æ ¬ á¢ï§¥©

2.1. �à ¢­¥­¨¥ à §«¨ç­ëå â ¡«¨æ á¢ï§¥© £àã¯¯ë. �à®¨§¢¥¤¥¬ ¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ¯¥à¥­ã¬¥à æ¨¨
¢ â ¡«¨æ å á¢ï§¥© 2{7 â ª, ª ª íâ® ®¯¨á ­® ¢ ¯. 1.6. �¥à¥­ã¬¥à æ¨î ¯à®¨§¢®¤¨¬ á æ¥«ìî á¤¥« âì
1-á¢ï§ìî ª ¦¤ãî ¨§ k-á¢ï§¥©. �®«ãç¥­­ãî ¨§ â ¡«¨æë d (d = 2; 7), ¢ ª®â®à®© k-á¢ï§ì áâ « 
1-á¢ï§ìî, â ¡«¨æã, ®¡®§­ ç ¥¬ ª ª d:k. �® â ª®¬ã ¦¥ ¯à¨­æ¨¯ã ®¡®§­ ç¥­ë ¢ ¯. 1.6 â ¡«¨æë
2.2 ¨ 2.6. � â¥¬ áà ¢­¨¬ ¯®«ãç¥­­ë¥ â ¡«¨æë á¢ï§¥© ¤«ï ¢ëï¢«¥­¨ï ¨§®¬®àä­ëå £àã¯¯ N 8

p ,
§ ¤ ¢ ¥¬ëå íâ¨¬¨ â ¡«¨æ ¬¨ á¢ï§¥©.

�®­ïâ­®, çâ® ¥á«¨ ¤¢¥ â ¡«¨æë á¢ï§¥© § ¤ îâ ­¥¨§®¬®àä­ë¥ £àã¯¯ë N 7
2 , â® ®­¨ § ¤ îâ ¨

­ ¡®àë ­¥¨§®¬®àä­ëå £àã¯¯ N 8
p ¤«ï p 6= 2.

� ¢ë¯¨á ­­ë¬ ¢ ¯. 1.6 â ¡«¨æ ¬ 2.2 ¨ 2.6 ¯à¨á®¥¤¨­¨¬ ®áâ «ì­ë¥ â ¡«¨æë 2:k.
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1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 4 5 6
3 2 3 1 6 7 4 5
4 3 2 1 5 6 7 4
5 4 7 6 5 1 2 3
6 5 4 7 6 1 3 2
7 6 5 4 7 2 3 1
8 7 6 5 4 3 2 1

� ¡«¨æ  2.3

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 4 5 6
3 2 3 1 6 7 4 5
4 3 2 1 5 6 7 4
5 4 7 6 5 1 2 3
6 5 4 7 6 1 3 2
7 6 5 4 7 2 3 1
8 7 6 5 4 3 2 1

� ¡«¨æ  2.4

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 6 5 4
3 2 3 1 6 7 4 5
4 3 2 1 5 4 7 6
5 4 7 6 5 1 2 3
6 5 6 7 4 1 3 2
7 6 5 4 7 2 3 1
8 7 4 5 6 3 2 1

� ¡«¨æ  2.5

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 4 5 6
3 2 3 1 6 7 4 5
4 3 2 1 5 6 7 4
5 4 7 6 5 1 2 3
6 5 4 7 6 1 3 2
7 6 5 4 7 2 3 1
8 7 6 5 4 3 2 1

� ¡«¨æ  2.7

�à¥¤¨ â ¡«¨æ á¢ï§¥© 2, 2.2{2.7 ¨¬¥îâáï á®¢¯ ¤ îé¨¥, íâ® â ¡«¨æë 2 ¨ 2.2, â ª¦¥ â ¡«¨æë
2.4 ¨ 2.7. �áâ «ì­ë¥ â ¡«¨æë ®â«¨ç îâáï ®â ãª § ­­ëå, ­® ¢á¥ ®­¨ § ¤ îâ ®¤­ã ¨ âã ¦¥ £àã¯-
¯ã. �á¥ â ¡«¨æë á¢ï§¥© 3, 3.2{3.7 á®¢¯ ¤ îâ ¬¥¦¤ã á®¡®©. � ¡«¨æ  3 ¡«¨§ª  ª â ¡«¨æ¥ 2 ¯®
á¢®¥¬ã áâà®¥­¨î, ­® ®â«¨ç­  ®â â ¡«¨æë 2. �á¥ â ¡«¨æë á¢ï§¥© 4, 4.2{4.7 ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë ¨
®â«¨ç îâáï ®â â ¡«¨æ 2, 2:k, 3,

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 6 7 5 4
3 2 3 1 7 6 4 5
4 3 2 1 5 4 7 6
5 4 6 7 5 1 2 3
6 5 7 6 4 1 3 2
7 6 5 4 7 2 3 1
8 7 4 5 6 3 2 1

� ¡«¨æ  4.2

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 6 5 4
3 2 3 1 5 7 4 6
4 3 2 1 6 4 7 5
5 4 7 5 6 1 2 3
6 5 6 7 4 1 3 2
7 6 5 4 7 2 3 1
8 7 4 6 5 3 2 1

� ¡«¨æ  4.3
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1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 5 6 3 4 7 2
3 2 5 1 2 7 4 3
4 3 6 1 7 2 5 4
5 4 3 2 7 1 2 5
6 5 4 7 2 1 3 6
7 6 7 4 5 2 3 1
8 7 2 3 4 5 6 1

� ¡«¨æ  4.4

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 5 2 3 6 7 2
3 2 5 1 6 7 4 3
4 3 2 1 7 2 5 6
5 3 6 7 5 1 2 5
6 5 6 7 2 1 3 4
7 6 7 4 5 2 3 1
8 7 2 3 6 5 4 1

� ¡«¨æ  4.5

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 5 2 3 6 7 4
3 2 5 1 7 6 4 3
4 3 2 1 7 4 1 6
5 4 3 6 7 1 2 5
6 5 6 7 4 1 3 2
7 6 7 4 1 2 3 1
8 7 4 3 6 5 2 1

� ¡«¨æ  4.6

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 5 6 3 2 7 4
3 2 5 1 6 7 4 3
4 3 6 1 7 4 5 2
5 4 3 6 7 1 2 5
6 5 2 7 4 1 3 6
7 6 7 4 5 2 3 1
8 7 4 3 2 5 6 1

� ¡«¨æ  4.7

� ¡«¨æ  5 ®â«¨ç ¥âáï ®â à ­¥¥ à áá¬®âà¥­­ëå â ¡«¨æ á¢ï§¥©, ­® â ¡«¨æ  5.3 á®¢¯ ¤ ¥â á â -
¡«¨æ¥© 4. �­ ç¨â, â ¡«¨æë 4 ¨ 5 § ¤ îâ ®¤­¨ ¨ â¥ ¦¥ £àã¯¯ë N 8

p . � ¡«¨æë 6 ¨ 6.3 á®¢¯ ¤ îâ,
â ª¦¥ á®¢¯ ¤ îâ â ¡«¨æë 6.4, 6.5, 6.6 ¨ 6.7. �áâ «ì­ë¥ â ¡«¨æë 6:k ¨¬¥îâ ¢¨¤

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 2 7 6 5 4
3 2 3 1 5 4 7 6
4 3 2 1 6 7 4 5
5 4 7 5 6 1 2 3
6 5 6 4 7 1 3 2
7 6 5 7 4 2 3 1
8 7 4 6 5 3 2 1

� ¡«¨æ  6.2

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 4 5 6 7 2
3 2 3 1 6 7 4 5
4 3 4 1 7 2 5 6
5 4 5 6 7 1 2 3
6 5 6 7 2 1 3 4
7 6 7 4 5 2 3 1
8 7 2 5 6 3 4 1

� ¡«¨æ  6.4

� ¡«¨æë 6, 6:k ®â«¨ç îâáï ®â ¯à¥¤ë¤ãé¨å. � ¡«¨æ  7 ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â ­¨ á ®¤­®© ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å,
­® â ¡«¨æ  7.2 á®¢¯ ¤ ¥â á 6.3.

�ë ¯®«ãç¨«¨ ç¥âëà¥ ¢¨¤  à §«¨ç­ëå â ¡«¨æ á¢ï§¥© £àã¯¯ N 8
p , ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ¨§ ¯. 1.5 ª -

¦¤ ï ¨§ â ¡«¨æ ®¯à¥¤¥«ï¥â £àã¯¯ã N 8
p . �®£« á­® â¥®à¥¬¥ 4 â®£® ¦¥ ¯ã­ªâ  áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¬¥­¥¥

ç¥âëà¥å ¯®¯ à­® ­¥¨§®¬®àä­ëå £àã¯¯ N 8
2 .

2.2. � â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë 4 � 4. � ¦¤ ï ¨§ â ¡«¨æ 2, 3, 4, 6 ¥áâ¥áâ¢¥­­® à á¯ ¤ ¥âáï ­  4
¡«®ª  (¯®¤â ¡«¨æë) | â ¡«¨æë à §¬¥à ¬¨ 4� 4. �ª § ­­ë¥ â ¡«¨æë à §¤¥«¥­ë ­  íâ¨ ¡«®ª¨.

� ­ã¬¥àã¥¬ ¡«®ª¨ ¯® å®¤ã ç á®¢®© áâà¥«ª¨
1 2
4 3

. �¥à¢ë© ¨ âà¥â¨© ¡«®ª¨ ¢á¥å â ¡«¨æ á®¢¯ -

¤ îâ ¬¥¦¤ã á®¡®©, íâ® â ¡«¨æ  á¢ï§¥© £àã¯¯ë N 4
p (á¬. â ¡«. 8). �«®ª 4 ¥áâì âà ­á¯®­¨à®¢ ­­ë©

¡«®ª 2.
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� áá¬®âà¨¬ ¡«®ª 2 ¢á¥å â ¡«¨æ á¢ï§¥© 2, 3, 4, 6, íâ® â ¡«¨æë 9{12. � ¦¤ë© ¨§ ¡«®ª®¢ ï¢«ï¥â-
áï « â¨­áª¨¬ ª¢ ¤à â®¬. �«ï m = 4 áãé¥áâ¢ã¥â á¨áâ¥¬  ¨§ âà¥å ®àâ®£®­ «ì­ëå ª¢ ¤à â®¢ ([2],
á. 246). � ([2], á. 248) â ª ï á¨áâ¥¬  ¢ë¯¨á ­ . �àâ®£®­ «ì­ë¬¨ ï¢«ïîâáï « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë
10, 12 ¨ 13, £¤¥ â ¡«¨æ  13 ¥áâì ¡«®ª 2 â ¡«¨æë á¢ï§¥© 7. �â¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® « â¨­áª¨© ª¢ ¤à â 10
à á¯ ¤ ¥âáï ­  ç¥âëà¥ « â¨­áª¨å ª¢ ¤à â  à §¬¥à®¢ 2�2, ®­ á®áâ ¢«¥­ ª ª « â¨­áª¨© ª¢ ¤à â
2� 2 ¨§ ¡«®ª®¢, ï¢«ïîé¨åáï « â¨­áª¨¬¨ ª¢ ¤à â ¬¨ 2� 2.

1 2 3
1 3 2
3 2 1

4 5 6 7
6 4 7 5
5 7 4 6
7 6 5 4

4 5 6 7
5 4 7 6
6 7 4 5
7 6 5 4

� ¡«¨æ  8 � ¡«¨æ  9 � ¡«¨æ  10

4 5 6 7
7 4 5 6
5 6 7 4
6 7 4 5

4 5 6 7
6 7 4 5
7 6 5 4
5 4 7 6

4 5 6 7
7 6 5 4
5 4 7 6
6 7 4 5

� ¡«¨æ  11 � ¡«¨æ  12 � ¡«¨æ  13

� ¯. 2.1 ¯®«ãç¨«¨ ç¥âëà¥ ¢¨¤  ­¥¨§®¬®àä­ëå £àã¯¯ N 8
p , íâ® ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ç¨á«®¬ 3 « -

â¨­áª¨å ª¢ ¤à â®¢ ¨§ á¨áâ¥¬ë ®àâ®£®­ «ì­ëå ª¢ ¤à â®¢ ¤«ï 8

2
= 4. �àâ®£®­ «ì­ë¥ « â¨­áª¨¥

ª¢ ¤à âë 12 ¨ 13, ï¢«ïîé¨¥áï ¡«®ª ¬¨ â ¡«¨æ 6 ¨ 7 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ®¯à¥¤¥«ïîâ ¨§®¬®àä­ë¥
£àã¯¯ë N 8

p .

2.3. �¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  £àã¯¯. �¡®§­ ç¨¬ ¢ ¤ ­­®¬ ¯ã­ªâ¥ £àã¯¯ë N 8
p , § ¤ ¢ ¥¬ë¥ â ¡«¨-

æ ¬¨ á¢ï§¥© 2, 3, 4, 6 á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ç¥à¥§ G2, G3, G4, G6.
�§ ¯. 2.1 ¯®«ãç ¥âáï

�¥®à¥¬  5. �ãé¥áâ¢ã¥â ­¥ ¬¥­¥¥ ç¥âëà¥å ¢¨¤®¢ ¯®¯ à­® ­¥¨§®¬®àä­ëå £àã¯¯ N 8
p .

�«®ª¨ 1 ¨ 3 â ¡«¨æ á¢ï§¥© 2, 3, 4, 6 § ¤ îâ ¯®¤£àã¯¯ë

A4 = ha1; a2; a3; a4i; B4 = ha5; a6; a7; a8i

¢á¥å £àã¯¯. � ¦¤ ï ¨§ ­¨å ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© N 4
p . �®¤£àã¯¯ë A4 ¨ B4 ¨§®¬®àä­ë, â. ª. § ¤ îâáï

®¤­®© â ¡«¨æ¥© á¢ï§¥© 8.
�®¬¬ãâ ­âë C(A4) ¨ C(B4) á®¢¯ ¤ îâ, íâ® ¯®¤£àã¯¯  hc1; c2; c3i ¨ íâ® ¨å ®¡é¨© æ¥­âà Z(A4) =

Z(B4). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ë¯®«­ï¥âáï

�¥®à¥¬  6. � ¦¤ ï ¨§ £àã¯¯ N 8
p , á®¢¯ ¤ îé ï á Gi, i = 2; 3; 4; 6, ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ ¯à®¨§-

¢¥¤¥­¨¥¬ á ®¡ê¥¤¨­¥­­®© ¯®¤£àã¯¯®© £àã¯¯ A4 ¨ B4 (¤¢ãå íª§¥¬¯«ïà®¢ £àã¯¯ë N 4
p ). (�¥à¬¨­ ¨§

[3], á. 457.)

�¡®§­ ç¨¬ C47 = hc4; c5; c6; c7i.

�¥®à¥¬  7. �§ ¨¬­ë© ª®¬¬ãâ ­â [A4; B4] ¯®¤£àã¯¯ A4 ¨ B4 á®¢¯ ¤ ¥â á ª®¬¬ãâ ­â®¬

¢áïª®© £àã¯¯ë Gi, i = 2; 3; 4; 6, ¯à¨ç¥¬

C(Gi) = [A4; B4] = C(A4)� C47:

�®¤£àã¯¯ë C47 á®áâ®ïâ ¨§ í«¥¬¥­â®¢ (§  ¨áª«îç¥­¨¥¬ ¥¤¨­¨ç­®£®), ­¥ á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ ¯®¤-

£àã¯¯ å A4 ¨ B4.
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�­®¦¥áâ¢® fa1; a2; : : : ; a8g ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ Gi ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ A.
�§ á®¢¯ ¤¥­¨ï â ¡«¨æ 4, 4:k á«¥¤ã¥â

�¢®©áâ¢® 1. �á¥ ¯®¤£àã¯¯ë £àã¯¯ë G4, ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ç¥âëàì¬ï í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  A,
¨¬¥îâ ¯®àï¤®ª p4+3 = p7.

�® â ¡«¨æ ¬ 2, 2:k ¯®«ãç ¥¬

�¢®©áâ¢® 2. � £àã¯¯¥ G2 áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤£àã¯¯  (®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¡«®ª®¬ 1 â ¡«¨æë 2.6), ¯®à®-
¦¤¥­­ ï ç¥âëàì¬ï í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ A ¨ ¨¬¥îé ï ¯®àï¤®ª p4+5 = p9, ­¥â ¯®¤£àã¯¯ ¯®àï¤ª  p8.

�® â ¡«¨æ ¬ 3, 3:k ¨¬¥¥¬

�¢®©áâ¢® 3. � £àã¯¯¥ G3 áãé¥áâ¢ãîâ ¯®¤£àã¯¯ë, ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ç¥âëàì¬ï í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§
¬­®¦¥áâ¢  A, ¯®àï¤ª¨ ª®â®àëå p8, p9.

�® â ¡«¨æ ¬ 6, 6:k ¨¬¥¥¬

�¢®©áâ¢® 4. � £àã¯¯¥ G6 ¨¬¥îâáï â®«ìª® ¯®¤£àã¯¯ë ¯®àï¤ª®¢ p7 ¨ p8, ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ç¥âëàì-
¬ï í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  A.

�àã¯¯ë N 8
p à §«¨ç îâáï á¢®©áâ¢ ¬¨ 1{4.

� ª«îç¥­¨¥

�®«ãç¥­® ®¯¨á ­¨¥ « â¨­áª¨¬¨ ª¢ ¤à â ¬¨ £àã¯¯ N 8
p ¯¥à¨®¤  p áâã¯¥­¨ 2 á ¢®á¥¬ìî ®¡à -

§ãîé¨¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ ¨ ­ áëé¥­¨ï (¯. 1. 2). �® â ¡«¨æ¥ á¢ï§¥©
£àã¯¯ë ¯®áâà®¥­ë á ¬¨ £àã¯¯ë. � ©¤¥­® ç¥âëà¥ ¢¨¤  ¯®¯ à­® ­¥¨§®¬®àä­ëå £àã¯¯, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨å ¯à¨­ïâë¬ ãá«®¢¨ï¬. �áâ ­®¢«¥­ë ­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  £àã¯¯.

�ë¡®à á«ãç ï m = 8 ®¡ãá«®¢«¥­ â¥¬, çâ® íâ® ¯¥à¢®¥ (­ ¨¬¥­ìè¥¥) §­ ç¥­¨¥ m, ¯à¨ ª®â®à®¬
¨¬¥îâáï ­¥¨§®¬®àä­ë¥ £àã¯¯ë. �ãé¥áâ¢ã¥â â®«ìª® ¯® ®¤­®© £àã¯¯¥ N 4

p ¨ N 6
p ¯à¨ p = 2, ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ 1{5 ¨§ ¯. 1.2. �å â ¡«¨æë á¢ï§¥© áãâì â ¡«¨æë 14 ¨ 15 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�® â ¡«¨æ¥ á¢ï§¥© £àã¯¯ë N 6

p ¢¨¤­®, çâ® íâ  £àã¯¯  ­¥ á®¤¥à¦¨â ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤£àã¯¯ë £àã¯¯ã
N 4

p (á¬. â ¡«. 15).

1 2 3 4
1 1 2 3
2 1 3 2
3 3 2 1
4 3 2 1

1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5
2 1 4 5 3 2
3 2 4 1 5 3
4 3 5 1 2 4
5 1 3 5 2 1
6 5 2 3 4 1

8 9 10 11
9 8 11 10
10 11 8 9
11 10 9 8

� ¡«¨æ  14 � ¡«¨æ  15 � ¡«¨æ  16

� ¡«¨æ  á¢ï§¥© 15 £àã¯¯ë N 6
p ­  « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë ¬¥­ìè¨å à §¬¥à®¢ ­¥ à á¯ ¤ ¥âáï,

å®âï ¢ ­¥© ¢ë¤¥«ïîâáï ¤¨ £®­ «ì­ë¥ ¡«®ª¨ | « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë 3� 3, ­® ®áâ ¢è¨¥áï ¡«®ª¨
« â¨­áª¨¬¨ ª¢ ¤à â ¬¨ ­¥ ï¢«ïîâáï.

�¥ ã¤ «®áì ­ ©â¨ £àã¯¯ã N 8
p , â ¡«¨æ  á¢ï§¥© ª®â®à®© ­¥ à á¯ ¤ « áì ¡ë ­  4 ¡«®ª , ®¯¨-

á ­­ë¥ ¢ ¯. 2.2, â. ¥. £àã¯¯ë N 8
p , ­¥ à §« £ îé¥©áï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ £àã¯¯ N 4

p á ®¡ê¥¤¨­¥­­®©
¯®¤£àã¯¯®© (â¥®à¥¬  6). �®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â ¡«¨æã á¢ï§¥© £àã¯¯ë ¬®¦­® ãª § âì | íâ® â ¡«¨-
æ  á¢ï§¥© 2. 6, ­® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯¥à¥­ã¬¥à æ¨¨ ®¡à §ãîé¨å í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë ¨ á¢ï§¥©, íâ  ¦¥
£àã¯¯  § ¤ ¥âáï â ¡«¨æ¥© 2.

�¢®©áâ¢  £àã¯¯ N 8
p , ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ ¯. 2.3, ïá­® ¢¨¤­ë ­  « â¨­áª¨å ª¢ ¤à â å.

� «¥¥ ¨­â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ £àã¯¯ë á m = 12, m = 16 ¨ â. ¤. ®¡à §ãîé¨¬¨, ã¤®¢«¥â¢®àï-
îé¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬ ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ ¨ ­ áëé¥­¨ï. �á¯®«ì§®¢ ­­ë¥ ¢ëè¥ ¬¥â®¤ë ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï
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¯à¨¬¥­¨¬ë ¨ §¤¥áì. �à¥¤¨ £àã¯¯ N 12
p á®¤¥à¦ âáï â ª¨¥, ª®â®àë¥ à á¯ ¤ îâáï ¢ ¯àï¬®¥ ¯à®¨§-

¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå £àã¯¯ N 6
p á ®¡ê¥¤¨­¥­­®© ¯®¤£àã¯¯®©. � ¡«¨æ  á¢ï§¥© íâ®© £àã¯¯ë à á¯ ¤ ¥âáï

­  « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë à §¬¥à®¢ 6� 6 (á¬. â ¡«. 17).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 a b c
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 a b
2 1 4 5 3 2 7 6 9 8 b a
3 2 4 1 5 3 8 9 a b 6 7
4 5 3 1 2 4 9 8 b a 7 6
5 4 3 5 2 1 a b 6 7 8 9
6 5 2 3 4 1 b a 7 6 9 8
7 6 7 8 9 a b 1 2 3 4 5
8 7 6 9 8 b a 1 4 5 3 2
9 9 8 a b 6 7 2 4 1 5 3
a 9 8 b a 7 6 5 3 1 2 4
b a b 6 7 8 9 5 4 3 2 1
c b a 7 6 9 8 5 2 4 3 1

� ¡«¨æ  17

�§ ¤¥¢ïâ¨ ¡«®ª®¢ | « â¨­áª¨å ª¢ ¤à â®¢ à §¬¥à®¢ 4� 4, ¢ë¯¨á ­­ëå, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ â ¡«¨æ å 8,
10, 16, ­¥¢®§¬®¦­® á®áâ ¢¨âì « â¨­áª¨© ª¢ ¤à â 12� 12, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ ¨§ ¯. 1.4.

�à¥¤¨ £àã¯¯ N 16
p á®¤¥à¦ âáï â ª¨¥, ª®â®àë¥ à á¯ ¤ îâáï ¢ ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ £àã¯¯ N 4

p

á ®¡ê¥¤¨­¥­­®© ¯®¤£àã¯¯®©. �å â ¡«¨æë á¢ï§¥© à á¯ ¤ îâáï ­  « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë à §¬¥-
à®¢ 4 � 4 (á¬., ­ ¯à., â ¡«. 18, £¤¥ « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë A, B, C, D áãâì « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë
á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â ¡«. 14, 10, 19, 20).

A B C D
B A D C
C D A B
D C B A

8 9 10 11
9 8 11 10
10 11 8 9
11 10 9 8

12 13 14 15
13 12 15 14
14 15 12 13
15 14 13 12

� ¡«¨æ  18 � ¡«¨æ  19 � ¡«¨æ  20

�ãé¥áâ¢ãîâ £àã¯¯ë N 16
p , à ¢­ë¥ ¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¬ £àã¯¯ N 8

p á ®¡ê¥¤¨­¥­­®© ¯®¤£àã¯-
¯®©. � ¡«¨æë á¢ï§¥© â ª¨å £àã¯¯ N 16

p , à á¯ ¤ îâáï ­  « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë à §¬¥à®¢ 8 � 8,
¤¨ £®­ «ì­ë¥ ¡«®ª¨ 1 ¨ 3 ª®â®àëå ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì à á¯ ¤ îâáï ­  « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë à §¬¥-
à®¢ 4� 4,   ¡«®ª¨ 2 ¨ 4 ­  « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë à §¬¥à®¢ 4� 4 ­¥ à á¯ ¤ îâáï.

�¥¨§¢¥áâ­®, ¥áâì «¨ â ª¨¥ £àã¯¯ë N 12
p ¨ N 16

p , ª®â®àë¥ ãª § ­­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ­¥ ®¡« ¤ îâ.
� ¡«¨æë á¢ï§¥© £àã¯¯ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï â ¡«¨æ ¨­æ¨¤¥­â­®áâ¨ à¥£ã«ïà­ëå £¨-

¯¥à¡®«¨ç¥áª¨å ¯«®áª®áâ¥©.
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