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1. �¢¥¤¥­¨¥

�¯¨á ­¨¥ ®àâ®£®­ «ì­ëå (¨ ¡«¨§ª¨å ª ­¨¬) £àã¯¯ ¢ ¢¨¤¥ ®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨© ¯à¥¤-
áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¤­ã ¨§ ®á­®¢­ëå § ¤ ç ª®¬¡¨­ â®à­®© â¥®à¨¨ «¨­¥©­ëå £àã¯¯. �à¥¤« £ ¥¬ ï
à ¡®â  ®â­®á¨âáï ª ­ §¢ ­­®¬ã ­ ¯à ¢«¥­¨î,   â®ç­¥¥ ¢ ­¥© ®âëáª¨¢ îâáï ®¡à §ãîé¨¥ í«¥-
¬¥­âë ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®£®­ «ì­®© £àã¯¯ë O�(n;R), n � 2, ­ ¤
ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬ ¯®«ã«®ª «ì­ë¬ ª®«ìæ®¬ (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¡¥§ ¥¤¨­¨æë) R, ¯®¤ç¨­¥­­ë¬ ­¥ª®-
â®àë¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬.

�â®¡ë ¯®áâ ¢¨âì § ¤ çã â®ç­®, ¯à¨¢¥¤¥¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥ª®â®àëå ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¯®­ïâ¨©.
�ãáâì � | ¯à®¨§¢®«ì­®¥  áá®æ¨ â¨¢­®¥ ª®«ìæ® ¨ �| ¥£® ª¢ §¨ã¬­®¦¥­¨¥ (â. ¥. x�y = x+xy+y).
�«¥¬¥­â � ¨§ � ­ §ë¢ ¥âáï ª¢ §¨®¡à â¨¬ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ­¥£® � � �0 = 0 = �0 � � ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬
�0 2 �. �® ª¢ §¨®¡à â¨¬®¬ã � ¥£® ª¢ §¨®¡à â­®¥ �0 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤­®§­ ç­®. �®¢®ªã¯­®áâì
¢á¥å ª¢ §¨®¡à â¨¬ëå í«¥¬¥­â®¢ �� ¨§ � ®¡à §ã¥â £àã¯¯ã ®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ � (£¤¥ ¥¤¨-
­¨æ¥© ¡ã¤¥â ­ã«ì). � áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  � = M(n;R) | ¯®«­®¥ ¬ âà¨ç­®¥ ª®«ìæ® ­ ¤
( áá®æ¨ â¨¢­®-)ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬ ¨ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á ¥¤¨­¨æ¥© ª®«ìæ®¬ T . �ãáâì > | âà ­á¯®-
­¨à®¢ ­¨¥ ¢ �. �®¢®ªã¯­®áâì â¥å ª¢ §¨®¡à â¨¬ëå ¬ âà¨æ ¨§ �, ¤«ï ª®â®àëå a0 = a>, ®¡à §ã¥â
£àã¯¯ã ®â­®á¨â¥«ì­® ¬ âà¨ç­®£® ª¢ §¨ã¬­®¦¥­¨ï. �¡®§­ ç¨¬ ¥¥ ç¥à¥§ O�(n;R) ¨ ­ §®¢¥¬ ®¡®¡-
é¥­­®© ®àâ®£®­ «ì­®© £àã¯¯®© áâ¥¯¥­¨ n ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R. �®áª®«ìªã ¢ á«ãç ¥ ­ «¨ç¨ï ¥¤¨­¨æë
¢ R ®â®¡à ¦¥­¨¥ O(n;R)! O�(n;R), E+ a! a, £¤¥ E | ¥¤¨­¨ç­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  n, § ¤ ¥â
¨§®¬®àä¨§¬, ¢¢¥¤¥­­ ï £àã¯¯  O�(n;R) ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥¬ ¯®­ïâ¨ï ®¡ëç­®© ®àâ®£®­ «ì­®©
£àã¯¯ë ­  á ¬ë¥ ®¡é¨¥ á«ãç ¨  áá®æ¨ â¨¢­®-ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ª®«¥æ R.

�ãáâì â¥¯¥àì R | ª®¬¬ãâ â¨¢­®¥ (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á ¥¤¨­¨æ¥©) ¯®«ã«®ª «ì­®¥ ª®«ìæ® ¨
J = J(R) | ¥£® à ¤¨ª « �¦¥ª®¡á®­ . �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® R=J �= k1 � � � � � km,
£¤¥ ki | ­¥ª®â®àë¥ ¯®«ï (i = 1; : : : ;m). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Ri ¯®«­ë© ¯à®®¡à § á« £ ¥¬®£® ki ¯à¨
¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ í¯¨¬®àä¨§¬¥

R! R = R=J; x! x = x+ J: (1)

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï ª®«ìæ  R ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à §«®¦¥­¨¥

R = R1 + � � �+Rm: (2)

� íâ®¬ à §«®¦¥­¨¨ á« £ ¥¬ë¥ Ri ®¡à §ãîâ (ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¥ ¨ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á ¥¤¨­¨æ¥©) «®-
ª «ì­ë¥ ¯®¤ª®«ìæ  ¢ R. �«ï ¯®¤ª®«ìæ  � ª®«ìæ  R (¢ª«îç ï ¨ á«ãç © � = R) ¯®«®¦¨¬
�(2) = f� � � : � 2 ��g. �«ï ­¥¯ãáâ®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  X � R ¯à¨¬¥¬ â ª¦¥ ®¡®§­ ç¥-
­¨¥ X2 = fx2 : x 2 Xg. � «¥¥, ¯ àã hx; yi ¨§ R � R ­ §®¢¥¬ á®£« á®¢ ­­®©, ¥á«¨ ¤«ï ­¥¥
x � x+ y2 = 0. �ãáâì ei ®§­ ç ¥â ­¥ª®â®àë© («î¡®©) ¯à®®¡à § ¥¤¨­¨æë 1i 2 ki ¯à¨ í¯¨¬®àä¨§¬¥
(1) (i = 1; : : : ;m). �¥«ìî ¤ ­­®© à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ­ å®¦¤¥­¨¥ ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å
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á®®â­®è¥­¨© ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®£®­ «ì­®© £àã¯¯ë O�(n;R), n � 2, ­ ¤, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¡¥§ê¥¤¨-
­¨ç­ë¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬ ¯®«ã«®ª «ì­ë¬ ª®«ìæ®¬ R, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï

R
(2)
i +R2

i � R
(2)
i ; (Ri)

áãé¥áâ¢ãîâ á®£« á®¢ ­­ë¥ ¯ àë h�ei; yi 2 R�R; i = 1; : : : ;m; (�ei)

R(2) + J2 � R(2): (J)

�á­®, çâ® ¢ (�ei) ª®¬¯®­¥­â  y ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Ri.
�à¨¬ à­ë¥ ç áâ­ë¥ á«ãç ¨ íâ®© § ¤ ç¨, ª®£¤  R| ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯®«¥, (ª®¬¬ã-

â â¨¢­®¥) «®ª «ì­®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨­¨æ¥© ¨ ¡¥§ ­¥¥, à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ [1], [2] ¨ [3] á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�¥â®¤ âà ­áä®à¬ æ¨¨, ª®â®àë© ¯à¨¬¥­ï¥âáï §¤¥áì, ï¢«ï¥âáï ¤ «ì­¥©è¨¬ à §¢¨â¨¥¬ ¨¤¥© ã¯®-
¬ï­ãâëå ¢ëè¥ à ¡®â  ¢â®à . �ãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®â«¨ç¨¥¬ ¤ ­­®© à ¡®âë ®â à¥§ã«ìâ â®¢ [1]{[3]
ï¢«ï¥âáï ¢¢¥¤¥­¨¥ ­¥ª®â®àëå \¢­ãâà¥­­¨å" ®¡à §ãîé¨å £àã¯¯ë O�(n;R) ­ àï¤ã á ®¡ëç­ë¬¨.

�ç¥¢¨¤­ë¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ¯®«ã«®ª «ì­®£® ª®«ìæ  á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (Ri), (�ei), (J) ¤ îâ ¯àï¬ë¥
áã¬¬ë ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á ¥¤¨­¨æ ¬¨) «®ª «ì­ëå ª®«¥æ Ri, i = 1; : : : ;m, ¤«ï
ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ ¢ëè¥ ãá«®¢¨ï. �à¨¢¥¤¥¬ ¬¥­¥¥ âà¨¢¨ «ì­ë¥
¯à¨¬¥àë â ª¨å ª®«¥æ. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ (­¥ ¢ ¦­® á ¥¤¨­¨æ¥© ¨«¨ ­¥â) ª®¬¬ãâ â¨¢­®¥
¯®«ã«®ª «ì­®¥ ª®«ìæ® á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (Ri), (�ei), (J). �ãáâì, ¤ «¥¥, K | ­¥­ã«¥¢®¥ ª®«ìæ® á
­ã«¥¢ë¬ ã¬­®¦¥­¨¥¬. �­® ï¢«ï¥âáï à ¤¨ª «ì­ë¬ (â. ¥. â ª¨¬, çâ® J(K) = K) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
­¥ ¨¬¥¥â ¥¤¨­¨æë. � ª ª ª ¤«ï íâ¨å ª®«¥æ (R�K)=J(R�K) �= (R�K)=(J(R)�K) �= R=J(R) �=
k1 � � � � � km, â® ¯àï¬ ï áã¬¬  eR = R �K ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬ ¯®«ã«®ª «ì­ë¬ ª®«ìæ®¬
¡¥§ ¥¤¨­¨æë. � §«®¦¥­¨¥ (2) ¤«ï â ª®£® ª®«ìæ  ¨¬¥¥â ¢¨¤ eR = eR1 + � � �+ eRm, £¤¥ eRi = Ri �K.
�¤¥áì, ª ª ¢ [3], ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® eR ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (Ri), (�ei), (J). �â ª, ¯®áâà®¥­­ë¥
ª®«ìæ  eR ¤ îâ ¤àã£ãî á¥à¨î, ¯à¨ç¥¬ ¡¥§ê¥¤¨­¨ç­ëå, ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ¯®«ã«®ª «ì­ëå ª®«¥æ,
¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ãá«®¢¨ï (Ri), (�ei), (J).

�ãáâì charR | å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ª®«ìæ  R ¢ á¬ëá«¥ ([4], á. 299), â. ¥. ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ­¥®âà¨-
æ â¥«ì­®¥ æ¥«®¥, ª®â®à®¥  ­­ã«¨àã¥â ¢á¥ í«¥¬¥­âë íâ®£® ª®«ìæ . �§ ãá«®¢¨ï (Ri) ®ç¥¢¨¤­ë¬
®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â, çâ® k(2)i +k2i � k

(2)
i , â. ¥. (k�i )

2+k2i � (k�i )
2, £¤¥ � | ¢§ïâ¨¥ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­®©

£àã¯¯ë. �®áª®«ìªã ¯®á«¥¤­¥¥ ¢®§¬®¦­® â®«ìª® ¯à¨ char ki = 0 ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­®áâì å à ªâ¥-
à¨áâ¨ª¨ ­ á«¥¤ã¥âáï ¯à¨ ¢áïª®¬ £®¬®¬®àä¨§¬¥, ¨¬¥¥¬ charRi = 0. �âáî¤  ã¦¥ ®ç¥¢¨¤­ë¬
®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® ­ã«î ¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ á ¬®£® ª®«ìæ  R.

�áî¤ã ¤ «¥¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì R ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ (¨ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á ¥¤¨­¨æ¥©) ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬
¯®«ã«®ª «ì­ë¬ ª®«ìæ®¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬ (Ri), (�ei), (J).

2. �¡à §ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë £àã¯¯ë O�(n;R)

� íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ ¡ã¤¥¬ ¢ëï¢«ïâì ®¡à §ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë ­ §¢ ­­®© £àã¯¯ë. �«ï ­ âãà «ì­®£®
k ¯à¨¬¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥ I(k) = f1; 2; : : : ; kg. �ãáâì ¤ «¥¥ r(i) ¤«ï ­®¬¥à  i 2 I(mn) ®§­ ç ¥â
­ ¨¬¥­ìè¨© ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© ¢ëç¥â íâ®£® ç¨á«  ¯® ¬®¤ã«î m. �â®¡ë ã¯à®áâ¨âì ¨§«®¦¥­¨¥,
­¨¦¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì Ri = Rr(i) ¨ ei = er(i) ¯à¨ ¢á¥å i 2 I(mn) (­ ¯®¬­¨¬, çâ® er(i) | ­¥ª®â®àë©
¯à®®¡à § ¥¤¨­¨æë 1r(i) 2 kr(i) ¯à¨ í¯¨¬®àä¨§¬¥ (1)).

� ª ¯®ª §ë¢ ¥â à §«®¦¥­¨¥ (2), ¢áïªãî ¬ âà¨æã a ¨§ O�(n;R) ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¨ ¢ \à á-
è¨à¥­­®¬ ¬ âà¨ç­®¬" ¢¨¤¥

a = (aij)i�j (mod m); 1 � i; j � mn; (3)

£¤¥ aij 2 Ri ¯à¨ ¢á¥å i ¨ j. �à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ (3), ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ®¤­®§­ ç­® (®­® ®¤­®§­ ç­® ¢
â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  «¨¡® m = 1, «¨¡® ¦¥ J = f0g). � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¤«ï í«¥¬¥­â®¢
¨§ O�(n;R) ¡ã¤ãâ ¯ à ««¥«ì­® ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ª ª ¨å ®¡ëç­ë¥, â ª ¨ à áè¨à¥­­ë¥ § ¯¨á¨ (3).
�«ï ­®¬¥à  i ¨§ I(mn) ¢¢¥¤¥¬ â ª¦¥ ç¨á«® i, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ª ª

i� r(i) = m(i� 1):
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�á­®, çâ® i 2 I(n), ¨ ®­® ®§­ ç ¥â ­®¬¥à ¤¨ £®­ «ì­®© ª«¥âª¨ ¯à¨ à §¡¨¥­¨¨ à §¢¥à­ãâ®©
¬ âà¨æë (3) ­  ª«¥âª¨ ¯®àï¤ª  m, á®¤¥à¦ é¥© ¯®§¨æ¨î hi; ii. � «¥¥, à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã
(3) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¢­¥¤¨ £®­ «ì­®-à ¤¨ª «ì­®© (ª®à®âª® ed-à ¤¨ª «ì­®©), ¥á«¨ ¤«ï ­¥¥ aij 2 J
¯à¨ ¢á¥å i 6= j.

� «¥¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¨ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: ¥á«¨ ¨­®¥ ­¥ ®£®¢®à¥­®, â® � | áà ¢­¥­¨¥ ¢
R ¯® ¬®¤ã«î J (J | à ¤¨ª « �¦¥ª®¡á®­  ª®«ìæ  R, ­¨¦¥ ¥£® í«¥¬¥­âë ¡ã¤ãâ ­ §ë¢ âìáï
à ¤¨ª «ì­ë¬¨); 0 | ª ª ¨ ¢ëè¥, ¢§ïâ¨¥ ª¢ §¨®¡à â­®£® í«¥¬¥­â  (¨«¨ ¬ âà¨æë); Ei(R � R)
| á®¢®ªã¯­®áâì á®£« á®¢ ­­ëå ¯ à hx; yi ¨§ R � R, ¤«ï ª®â®àëå «¨¡® x 2 R�

i , «¨¡® x � �ei;
E(R � J) | á®¢®ªã¯­®áâì â¥å á®£« á®¢ ­­ëå ¯ à hx; yi 2 R � R, ¤«ï ª®â®àëå y � 0; O(R) =
f" 2 R : " � " = 0g; ¤«ï i 2 I(m(n � 1)) Pi = ft 2 I(mn) : i < t � i (mod m)g; ¤«ï í«¥¬¥­â 
x 2 Ri, i 2 I(mn), di(x) = diag(0; : : : ; 0; x; 0; : : : ; 0) | à áè¨à¥­­ ï ¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ , £¤¥
x áâ®¨â ­  i-¬ ¬¥áâ¥; ¤«ï y 2 Ri ¨ ¨­¤¥ªá  i 6= j � i (mod m),  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬, tij(y) |
à áè¨à¥­­ ï ¬ âà¨æ , £¤¥ y áâ®¨â ­  ¯®§¨æ¨¨ hi; ji, a ®áâ «ì­ë¥ ¯®§¨æ¨¨ § ¯®«­¥­ë ­ã«ï¬¨;
Tij(x; y) = di(x) + tij(y)� tji(y) + dj(x) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i 6= j � i (mod m) ¨ ¯ àë hx; yi 2 Ei(R�R)
(®­¨ ¨ ¥áâì \¢­ãâà¥­­¨¥" ®¡à §ãîé¨¥ £àã¯¯ë O�(n;R)).

�«ï ¯ àë hx; yi ¨§ E(R� J) ¨ ¨­¤¥ªá®¢ k; r 2 I(n), k 6= r, ¢¢¥¤¥¬ â ª¦¥ (®¡ëç­ë¥) ¬ âà¨æë
Tkr(x; y) ¨§M(n;R), £¤¥ ­  ¯®§¨æ¨ïå hk; ki, hk; ri, hr; ki, hr; ri áâ®ïâ í«¥¬¥­âë x, y, �y, x á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­®,   ®áâ «ì­ë¥ ¯®§¨æ¨¨ § ¯®«­¥­ë ­ã«ï¬¨. �ãáâì, ¤ «¥¥, Dk(") = diag(0; : : : ; 0; "; 0; : : : ; 0)
¤«ï " 2 O(R) | ®¡ëç­ ï ¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  ¨§ M(n;R), £¤¥ " áâ®¨â ­  k-¬ ¬¥áâ¥. �â¨
¬ âà¨æë Tkr(x; y), Dk(") â ª¦¥ ¢å®¤ïâ ¢ £àã¯¯ã O�(n;R) ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ­¨å
T0

kr(x; y) = Tkr(x; �y) ¨ D0
k(") = Dk(").

�á®¡ë© ¨­â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¢­ãâà¥­­¨¥ ¬ âà¨æë Tis(�; �), ¤«ï ª®â®àëå � � �ei (®âáî¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ® �2 � ei). �­¨ ¡ã¤ãâ ¨£à âì à®«ì ®¡ëç­ëå ¬ âà¨æ-âà ­á¯®§¨æ¨©. �â¨ ¬ âà¨æë ¡ã¤¥¬
®¡®§­ ç âì ª ª (is) = (�; �)is. �á­®, çâ® ¤«ï ¢áïª®© (is) ¥¥ ª¢ §¨®¡à â­ ï (is)0 = (�; ��)si |
â ª¦¥ âà ­á¯®§¨æ¨®­­ ï ¬ âà¨æ . �¢¥¤¥­­ë¥ ¬ âà¨æë ¤® à ¢­ëå ¨­¤¥ªá®¢ ¤®®¯à¥¤¥«ï¥¬ ª ª
(ii) = 0.

�«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï £àã¯¯ë O�(n;R) ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¯à®áâ¥©è¨¥ ¥¥ í«¥¬¥­âë

Tij(�; �); h�; �i 2 Ei(R �R); i 6= j � i (mod m); Dk("); " 2 O(R); (4)

Tkr(
; �); h
; �i 2 E(R � J); k 6= r (1 � i; j � mn; 1 � k; r � n):

�®ª § â¥«ìáâ¢® â®£® ä ªâ , çâ® £àã¯¯  O�(n;R) ¯®à®¦¤ ¥âáï ¬ âà¨æ ¬¨ (4), ¨á¯®«ì§ã¥â
¤¨§êî­ªâ­ë¥ à §«®¦¥­¨ï Ri = (�ei)[R�

i (á¬. [3]), ãá«®¢¨ï (Ri), (�ei), (J) ¨ ¯à®¢®¤¨âáï à ááã-
¦¤¥­¨ï¬¨,  ­ «®£¨ç­ë¬¨ ¨§ [2]. �â¨ ¯®¢â®àïîé¨¥áï ¯®¤à®¡­®áâ¨ ®¯ãáª îâáï.

3. � ¡®à á®®â­®è¥­¨© ¤«ï O�(n;R)

�¤¥áì ¢ë¯¨è¥¬ ¤¢ ¤æ âì ¤¢¥ á¥à¨¨ á®®â­®è¥­¨© ¤«ï £àã¯¯ë O�(n;R) ¢ ®¡à §ãîé¨å (4) (®­¨
¢¯®á«¥¤áâ¢¨¨ á®áâ ¢ïâ ¯®«­ãî á¨áâ¥¬ã á®®â­®è¥­¨©). � à ¡®â¥ [3] ¡ë« ¢¢¥¤¥­ ª¢ §¨®¯à¥¤¥«¨-
â¥«ì det� ¯®àï¤ª  n ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ( áá®æ¨ â¨¢­®-)ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬ ª®«ìæ®¬ R ¨ â ¬ ¦¥
¯®ª § ­  ¥£® ¯®«­ ï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢­®áâì (â. ¥. det�(a � b) = det� a � det� b ¤«ï «î¡ëå ¬ âà¨æ a
¨ b). �á¯®«ì§ãï íâ®â ä ªâ, ­ ¯¨è¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àï¥¬ë¥ á®®â­®è¥­¨ï:

1. ¤«ï  à£ã¬¥­â®¢ " 6= 0, � 6= 0
a) Dk(") �Dk(�) = Dk(" � �);
b) Dk(") �Dr(�) = Dr(�) �Dk("), k 6= r;

2. ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < j; q < r ¨  à£ã¬¥­â®¢ � 6� 0, " 6= 0, � 6= 0
a) Tij(�; �) �Dk(") = Dk(") � Tij(�; �), k 6= i; j;
b) Tij(�; �) �Dk(") = Dk(") � Tij(�; � + �"), k 2 fi; jg;
c) Tqr(
; �) �Dk(") = Dk(") �Tqr(
; �), k 6= q; r;
d) Tqr(
; �) �Dk(") = Dk(") �Tqr(
; � + �"), k 2 fq; rg;

3. ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < j; q < r ¨  à£ã¬¥­â®¢ � 6� 0, � 6� 0, � 6= 0, � 6= 0
a) Tij(�; �) � Tij(
; �) = Tij(� � 
 � ��; � + � + �� + �
);
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b) Tji(�; �) = Tij(�; ��);
c) Tqr(�; �) �Tqr(�; �) = Tqr(� � � � ��; � + �+ ��+ ��);
d) Trq(�; �) = Tqr(�; ��);

4. a) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ k 6= j ¨  à£ã¬¥­â®¢ �; 
 2 R�
i , � 6� 0, � 6� 0

Tij(�; �) � Tik(
; �) = Tkj(a; �� + �0��) � Tik(�; � + ��) � Tij(� � 
 � �0; � + �0�);

£¤¥ a = 
 � � + f� + �(� � 
 � �0)g(� + ��) ¨ � | í«¥¬¥­â ¨§ R�
i , ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ª ª

� � 
 � � � 
 + �2 = � � �;
b) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < k 6= s ¨  à£ã¬¥­â  � 6� 0

(�; �)is � Tik(�; �) = Tsk(z; t) �Tis('; ���� ���) �Tik(x; y) � (�; �)is;

£¤¥ x = (� � ��2) � '0, y = � + �� + '0(� + ��), z = (��2) � ' + a(�� + ���), a =
��� � ��� � (�� + ���)x � ��y, t = ��� + (�� + ���)y � ��x ¨ ' | í«¥¬¥­â ¨§ R�

i ,
®¯à¥¤¥«¥­­ë© ª ª (� � ��2) � (�� ��2) + (� + ��)2 = ' � ';
c) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < k; r; j > r, ¤«ï ª®â®àëå «¨¡® i = r, k = j, «¨¡® ¦¥ fi;kg \ fr; jg 6= ?,
a â ª¦¥  à£ã¬¥­â®¢ � 6� 0, � 6� 0

Tik(�; �) � Trj(
; �) = Trj(
; �) � Tik(�; �);

d) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < k; r; j > r, ¤«ï ª®â®àëå r = i, k 6= j, j > minfi; kg, ¨  à£ã¬¥­â®¢
� 6� 0, � 6� 0

Tik(�; �) � Trj(
; �) = Tkj(x; y) �Tik('; ��
 � ��
) � Trj(z; t) � Tik(�; �);

£¤¥ x = (
�2) � ' + d(�
 + ��
), y = ��
� � �� � b(c + '0c) + (��
� � ��)(a � '0), z =
a�'0 �
�c��'0c�, t = c+'0c+�+(a�'0)�+(c+'0c)
, d = b+b(a�'0)+(��
����)(c+'0c),
a = ��2 � 
�2 � (�
)2, b = �(
 � �
 � �
2), c = �� + ��
 + 
��2 ¨ ' | í«¥¬¥­â ¨§ R�

r,
®¯à¥¤¥«¥­­ë© ª ª a � a+ c2 = ' � ';

5. a) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < k; r < j, ¤«ï ª®â®àëå «¨¡® i = r, k = j, «¨¡® ¦¥ fi;kg \ fr; jg = ?,  
â ª¦¥  à£ã¬¥­â®¢ � 6� 0, � 6= 0

Tik(�; �) �Trj(
; �) = Trj(
; �) � Tik(�; �);

b) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i = r; k 6= j ¨  à£ã¬¥­â®¢ � 2 R�
i , � 6� 0, � 6= 0

Tik(�; �) �Trj(
; �) = Tkj(y; z) �Trk( ; b) �Trj(a �  
0; x) � Tik(� � 
i � '

0; � + '0�);

£¤¥ x = �+��+'0(�+��), y = d � � be, z = ���� cx� ��(a � 0), e = c+ c(a � 0)� ��x,
a = � � 
 � � � 
i � '

0 + �(� + �'0), b = [�(
i � 
) + 
i � 
](� + '0�), c = �'0 � �
 � (� +
�
)(� �
i �'0)+�(�+'0�), d = � �� �
i �'

0+(�+�
)(�+'0�) ¨ ',  | í«¥¬¥­âë ¨§ R�
i ,

R�, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ª ª � � 
i � � � 
i + �2 = ' � ', a � a+ (� + ��)2 =  �  á®®â¢¥âáâ¢¥­­®
(§¤¥áì 
i | á« £ ¥¬®¥ ¨§ 
 ¯à¨ ¥£® à §«®¦¥­¨¨ (2), ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ Rr(i));
c) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i = k; j 6= r ¨  à£ã¬¥­â  � 6= 0

(�; �)ij �Tkr(
; �) = Tjr(z; t) �Tkj('; �
�� �
�) �Tkr(x; y) � (�; �)ij ;

£¤¥ x = (
�
�2)�'0, y = �+��+'0(�+��), z = '� (
�2)+a(
�+�
�), t = (�
+��
)y�
�� � ��x, a = ��
 � ��
 � (�
 + ��
)x � ��y ¨ ' | í«¥¬¥­â ¨§ R�, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ª ª
(
 � 
�2) � (
 � 
�2) + (� + ��)2 = ' � ';
d) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < r, j ¨  à£ã¬¥­â®¢ � 2 R�

i , � 6� 0, � 6� 0

Tik(�; �) � Trj(
; �) = Trj(y; z) � Tir('; ���) � Tij(� � '
0; x);

£¤¥ x = � + �
 + '0(� + �
), y = 
 � ' + �2x�, z = � + �(� � '0) ¨ ' | í«¥¬¥­â ¨§ R�
i ,

®¯à¥¤¥«¥­­ë© ª ª � � �+ (� + �
)2 = ' � ';
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6. a) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < k; j; k 6= j ¨  à£ã¬¥­â®¢ � 6= 0, � 6= 0

Tij(�; �) �Tik(
; �) = Tkj(x; �y) �Tik('; � + ��) �Tij(z; y);

£¤¥ x = 
�'+(�+�z)(�+��), y = �+'0�, z = ��
�'0 ¨ '| í«¥¬¥­â ¨§ R�, ®¯à¥¤¥«¥­­ë©
ª ª � � 
 � � � 
 + �2 = ' � ';
b) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < k; j ¨  à£ã¬¥­â®¢ � 6= 0, � 6= 0

Tik(�; �) �Tkj(
; �) = Tkj(x; y) �Tik('; � + �
) �Tij(� � '0; z);

£¤¥ x = � �
 �'�a(�+�
), y = �+��+�z+(�+��)(� �'0), a = (�+��)z����(� �'0),
z = �� + '0�� ¨ ' | í«¥¬¥­â ¨§ R�, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ª ª � � �+ (��)2 = ' � ';
c) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < k; r < j, fi; kg \ fr; jg = ? ¨  à£ã¬¥­â®¢ � 6= 0, � 6= 0

Tik(�; �) �Trj(
; �) = Trj(
; �) �Tik(�; �);

d) ¤«ï ¨­¤¥ªá®¢ i < k
Tik(
; 0) = Di(
) �Dk(
):

4. �§«®¢ë¥ «¥¬¬ë

Cä®à¬ã«¨àã¥¬ ¤¢¥ «¥¬¬ë, ª®â®àë¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë ¤«ï ­ è¨å ¤ «ì­¥©è¨å à ááã¦¤¥­¨©. �¢¥-

¤¥¬ á­ ç «  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å á«®¢  «ä ¢¨â  (4) ®â­®è¥­¨ï
i
�
!, 1 � i � m(n � 1) : W

i
�
! V

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  íâ¨ á«®¢  á¢ï§ ­ë á®®â­®è¥­¨¥¬ W = X � V , £¤¥ X | ­¥ª®â®à®¥
á«®¢®, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¥ ¡ãª¢ë ¢¨¤  Tkr(�; �) (k 6= r), � 6� 0, £¤¥ i � minfk; rg. �¢¥¤¥­­ë¥ ®â­®-
è¥­¨ï ï¢«ïîâáï à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬¨ ¨ âà ­§¨â¨¢­ë¬¨. �«ï â¥å ¦¥ ¨­¤¥ªá®¢ i (1 � i � m(n � 1))
¢¢¥¤¥¬ ä®à¬ë Fi =

Q
q2Pi

Tiq(�q; �p), £¤¥ ª¢ §¨á®¬­®¦¨â¥«¨ Tiq(�q; �p) «¨¡® ­ã«¥¢ë¥, «¨¡® ¤«ï ­¨å

�q 2 R
�
i ¨ �q 6� 0 (§¤¥áì ¯®àï¤®ª á®¬­®¦¨â¥«¥© ­¥ áãé¥áâ¢¥­).

�¥¬¬  1. �ãáâì Fi = Tik(�k; �k) � � � � � Tij(�j ; �j) | ä®à¬  ¤«¨­ë ­¥ ¬¥­ìè¥ ¤¢ãå (¢á¥
ä¨£ãà¨àãîé¨¥ §¤¥áì ¡ãª¢ë ­¥­ã«¥¢ë¥); p; : : : ; q | ­¥ª®â®à ï ¯¥à¥áâ ­®¢ª  ¨§ ç¨á¥« k; : : : ; j.
�®£¤ , ¯à¨¬¥­ïï á®®â­®è¥­¨ï 4a) ¨ 4c), ¬®¦­® ¢ë¯®«­¨âì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥

Fi

i
�
! Tip(
p; �p) � � � � � Tiq(
q; �q) = eFi;

£¤¥ ¤«ï ä®à¬ë eFi â ª¦¥ 
k 2 R
�
i ¨ �k 6� 0 ¯à¨ ¢á¥å k = p; : : : ; q.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Tia(�a; �a), Tib(�b; �b) | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ á®á¥¤­¨¥ ¡ãª¢ë ¨§ Fi. �à¥¤-
áâ ¢¨¬ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ãî ä®à¬ã ¢ ¢¨¤¥ Fi = X � [Tia(�a; �a) � Tib(�b; �b)] � Y , £¤¥ X ¨ Y
| á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï. �à¨¬¥­ïï ª ¢ë¤¥«¥­­®¬ã ãç áâªã 4a) ¨ 4c), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

Fi = Tba(x; y) � X � Tib(e�b; e�b) � Tia(e�a; e�a) � Y
i
�
! X � Tib(e�b; e�b) � Tia(e�a; e�a) � Y (¢ íâ®© § ¯¨á¨

e�a; e�b 2 R
�
i ¨ e�a e�b =2 J , çâ® «¥£ª® ãá¬ âà¨¢ ¥âáï ¨§ ä®à¬ã« á®®â­®è¥­¨ï 4a)). �â ª, ¯à¨ ãª § ­-

­ëå âà¥¡®¢ ­¨ïå ­   à£ã¬¥­âë, ¢ Fi \¯¥à¥áâ ¢«ï«¨áì" «î¡ë¥ ¤¢¥ ¥¥ á®á¥¤­¨¥ ¡ãª¢ë. �âáî¤ 
á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â ã¦¥ ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬.

�¢¥¤¥¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å á«®¢ ¯®¤ «ä ¢¨â 

Tkr(
; �); h
; �i 2 E(R � J); Dk("); " 2 O(R) (5)

( «ä ¢¨â  (4)) ®â­®è¥­¨ï �
!
i
, 1 � i � n, ¯®«®¦¨¢ W �

!
i
V â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  íâ¨ á«®¢ 

á¢ï§ ­ë á®®â­®è¥­¨¥¬ W = Y � V , £¤¥ Y | ­¥ª®â®à®¥ á«®¢® ( «ä ¢¨â  (5)), ­¥ á®¤¥à¦ é¥¥
­¥¤¨ £®­ «ì­ë¥ ¡ãª¢ë ¢¨¤  Tkr(
; �), ¤«ï ª®â®àëå i � minfk; rg. �â¨ ®â­®è¥­¨ï â ª¦¥ ¡ã¤ãâ
à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬¨ ¨ âà ­§¨â¨¢­ë¬¨. � àï¤ã á Fi à áá¬®âà¨¬ â ª¦¥ ä®à¬ë Fk =

Q
k<q�n

Tkq(
q; �q),

1 � k < n, £¤¥ ¯à¨ �q = 0 á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© á®¬­®¦¨â¥«ì Tkq(
q; �q) áç¨â ¥âáï à ¢­ë¬ ­ã«î (¨
§¤¥áì ¯®àï¤®ª á®¬­®¦¨â¥«¥© ¯à®¨§¢®«ì­ë©).
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�¥¬¬  2. �ãáâì § ¤ ­  ä®à¬  Fk = Tks(
s; �s)�� � ��Tkj(
j ; �j) ¤«¨­ë ­¥ ¬¥­ìè¥ ¤¢ãå (�t 6= 0
¯à¨ ¢á¥å t = s; : : : ; j) ¨ ¯ãáâì p; : : : ; q | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯¥à¥áâ ­®¢ª  ¨§ ç¨á¥« s; : : : ; j. �®£¤ ,
¯à¨¬¥­ïï á®®â­®è¥­¨ï 6a) ¨ 6c), ¬®¦­® ¢ë¯®«­¨âì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥

Fk
�
!
k
Tkp(�p; �p) � � � � �Tkq(�q; �q) = Fk;

£¤¥ ¢® ¢â®à®© ä®à¬¥ Fk �t 6= 0 ¯à¨ ¢á¥å t = p; : : : ; q.

�®ª § â¥«ìáâ¢®  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã «¥¬¬ë 1.

5. �à ­áä®à¬ æ¨®­­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï

� íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë, ª®â®àë¥ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ®á­®¢­®£® à¥§ã«ì-
â â  à ¡®âë ¡ã¤ãâ ¨£à âì ¡ §®¢ãî à®«ì. �à¨¬¥¬ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­® á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨
á®£« è¥­¨ï. �á«¨ ¢ ä®à¬¥ Fi =

Q
q2Pi

Tiq(�q; �q) (1 � i � m(n � 1)) ¥¥ á®¬­®¦¨â¥«ì Tik(�k; �k)

­ã«¥¢®©, â® íâ® ãá«®¢¨¬áï ®¡®§­ ç âì ª ª Fi(6= k). �­ «®£¨ç­ë© á¬ëá« ¯à¨¤ ¥âáï ¨ § ¯¨á¨
Fi(6= k; r). � àï¤ã á ä®à¬ ¬¨ Fi ¢¢¥¤¥¬ â ª¦¥ ä®à¬ë fi = Fi(6= s) � (is), s � i (ïá­®, çâ®
Fi(6= s) = Fi ¯à¨ s = i). �®à¬ë fi ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¢­ãâà¥­­¨¬¨ áâã¯¥­¨ i. � «¥¥, ¤¢¥ ä®à¬ë Fi

¨ eFi =
Q
q2Pi

Tiq(e�q ; e�q) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¤­®â¨¯­ë¬¨, ¥á«¨ ¤«ï ­¨å �q � e�q ¯à¨ ¢á¥å q 2 Pi.

�¥®à¥¬  1 (® ¢­ãâà¥­­¥© âà ­áä®à¬ æ¨¨ ¡ãª¢). �ãáâì fi = Fi(6= s) � (is) (1 � i �
m(n � 1)) | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ­¥­ã«¥¢ ï ¢­ãâà¥­­ïï ä®à¬  áâã¯¥­¨ i. �ãáâì, ¤ «¥¥, x ®¡®§­ -

ç ¥â ®¤­ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¡ãª¢  «ä ¢¨â  (4): Trj(�; �), � 6� 0, minfr; jg � i; Tpq(
; �), � 6= 0;
Dk("), " 6= 0. �®£¤ , ¯à¨¬¥­ïï á®®â­®è¥­¨ï 2a), 2b) ¨ 3{5, ¬®¦­® ¢ë¯®«­¨âì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥

V = fi � x
i
�
! efi; (6)

£¤¥ efi | ­¥ª®â®à ï (ã¦¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¤àã£ ï) ¢­ãâà¥­­ïï ä®à¬  áâã¯¥­¨ i.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨¦¥ ¤«ï ¯à®áâ®âë § ¯¨á¥© ¯®¤ �
! ãá«®¢¨¬áï ¯®­¨¬ âì

i
�
!. �® â ª®© ¦¥

¯à¨ç¨­¥ � ¨ � ¡ã¤ãâ ®§­ ç âì ­¥ª®â®àë¥ (à §«¨ç­ë¥ ­  à §­ëå ¬¥áâ å) í«¥¬¥­âë ¨§ R� ¨ J
á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ï¢«ï¥âáï ª®¬¡¨­ â®à­ë¬ ¨ à §«¨ç ¥â á«¥¤ãîé¨¥ á«ãç ¨.
I. x = Dk("), " 6= 0. � íâ®¬ á«ãç ¥, ¨á¯®«ì§ãï á®®â­®è¥­¨ï 2a), 2b), âà¥¡ã¥¬ãî ä®à¬ã

¯®«ãç ¥¬ áà §ã V = Fi( 6= s) � (is) �Dk(") = Dk(") � eFi(6= s) � (is) �
! eFi(6= s) � (is) (§¤¥áì eFi(6= s) |

­¥ª®â®à ï, ®¤­®â¨¯­ ï á Fi(6= s), ä®à¬ ).
II. x = Tpq(
; �), � 6= 0. � §«¨ç ¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¯®¤á«ãç ¨.
a) s = i, â. ¥. V = Fi � Tpq(
; �). �ãáâì Tik(�k; �k) | ¯®á«¥¤­ïï ­¥­ã«¥¢ ï ¡ãª¢  ¢ Fi. �á«¨

§¤¥áì ¬­®¦¥áâ¢  fi;kg, fp; qg ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¨«¨ á®¢¯ ¤ îâ, â®, ¯à¨¬¥­ïï 3d) ¨ 5a), ¡ã¤¥¬
¨¬¥âì V = Fi(6= k) � [Tik(�k; �k) � Tpq(
; �)] = Fi(6= k) � Tpq(
; �) � Tik(�k; �k). �ãáâì fi;kg, fp; qg
¯¥à¥á¥ª îâáï ¯® ®¤­®¬ã í«¥¬¥­âã. �á«¨ §¤¥áì i 2 fp; qg (! k 6= p; q), â® ¯à¨ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨
¨á¯®«ì§ãï 3d), ¬®¦¥¬ áç¨â âì p = i, ¨, ¯à¨¬¥­ïï 5b), ¯à¨å®¤¨¬ ª V = Fi(6= k) � Tkq(�; �) �
Tpk(�; �) � Tpq(�; �) � Tik(e�k; e�k). �á«¨ ¦¥ k 2 fp; qg, â®, ¯à¨¬¥­ïï 3b), 3d) ¨ 5b), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì
V = Fi( 6= k) � [Tki(�k; ��k) � Trq(
; �)] = Fi(6= k) � Tiq(�; �) � Tri(�; �) � Trq(�; �) � Tki(e�k; �e�k) =
Fi(6= k)�Tiq(�; �)�Tri(�; �)�Trq(�; �)�Tik(e�k; e�k). �â ª, ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ ¡ãª¢  Tpq(
; �)
¯¥à¥áâ ¢«ï¥âáï á Tik(�k; �k) ¢ ¢¨¤¥ ­¥ª®â®à®£® \¦¨à­®£®" á«®¢  (â. ¥. á«®¢ , á®áâ ¢«¥­­®£® ¨§
\¦¨à­ëå" ¡ãª¢). �à®¤®«¦ ï íâ¨ ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¨ ¢¯à¥¤ì, ¯à¨å®¤¨¬ ª § ¯¨á¨ V = V � eFi, £¤¥
eFi | ­¥ª®â®à ï ®¤­®â¨¯­ ï á Fi ä®à¬ ,   V | â ª¦¥ ­¥ª®â®à®¥ \¦¨à­®¥" á«®¢®. �®á«¥¤­¥¥

á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
i
�
! ®§­ ç ¥â ¨ V �

! eFi.
b) s > i. � íâ®¬ á«ãç ¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ á«®¢® ¨¬¥¥â ¢¨¤ V = Fi(6= s) � [(�; �)is � Tpq(
; �)].

�á«¨ §¤¥áì ¬­®¦¥áâ¢  fi; sg, fp; qg ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¨«¨ á®¢¯ ¤ îâ, â®, ¨á¯®«ì§ãï 5a) ¨ 3d), ¡ã¤¥¬
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¨¬¥âì V = Fi(6= s) �Tpq(
; �) � (�; �)is. �ãáâì ®­¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¯® ®¤­®¬ã í«¥¬¥­âã ¨ ¯ãáâì ¤«ï
®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ i 2 fp; qg (! s 6= p; q). �à¨¬¥­ïï (ª ¢ë¤¥«¥­­®¬ã ®âà¥§ªã) á®®â­®è¥­¨ï 5c) ¨
3d), ¯®«ãç ¥¬ V = Fi(6= s) � [(�; �)is � Tia(�; �)] = Fi(6= s) � Tsa(�; �) � Tis(�; �) � Tia(�; �) � (�; �)is,
£¤¥ a | ­®¬¥à ¨§ fp; qg, ®â«¨ç­ë© ®â i. �¡  íâ¨ á«ãç ï ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ (ã¦¥ à §®¡à ­­®£®) ¯. a)
¯à¨¢®¤ïâ ­ á ª V = �

! eFi(6= s)�(is) = efi, â. ¥. ª âà¥¡ã¥¬®© § ¯¨á¨. � çâ® ª á ¥âáï á«ãç ï s 2 fp; qg
(! i 6= p; q), â® ®­ á¢®¤¨âáï ª á«ãç î i 2 fp; qg ¢¢¨¤ã á®®â­®è¥­¨ï 3b).

III. x = Trj(�; �), r � i (mod m) (� 6� 0). � §¡¥à¥¬ á­ ç «  á«ãç © s = i. �¤¥áì à áá¬ âà¨-
¢ ¥¬®¥ á«®¢® ¨¬¥¥â ¢¨¤ V = Fi � Trj(�; �). �¥ â¥àïï ®¡é­®áâ¨, ¢ ­¥¬ ¢¢¨¤ã 3b) ¬®¦­® áç¨â âì
r < j. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¯®¤á«ãç ¨.

a) r = i. �à¨¬¥­ïï «¥¬¬ã 1 ¨ á®®â­®è¥­¨ï 3a), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì V �
! eFi(6= j) � [Tij(e�j ; e�j) �

Tij(�; �)] = eFi(6= j) � Tij(�; �). �à¨¢®¤¨¬®áâì ¯®«ãç¥­­®£® á«®¢  ª ¢¨¤ã (6) ¯à¨ � � 0 á¢®¤¨âáï ª
à §®¡à ­­®¬ã ¯. II (â. ª. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ Tij(�; �) = Tij(�; �)). � ¤àã£¨å á«ãç ïå ®­® ¤ ¥â âà¥¡ã¥¬ãî
ä®à¬ã.

b) r > i. �á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 1,   â ª¦¥ á®®â­®è¥­¨ï 5d), 3b) ¨ 4c), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

V
�
! eFi(6= r) � [Tir(e�r; e�r) � Tjr(�; ��)] �

! eFi(6= r; j) � [Tij(e�j ; e�j) � Trj(�; �)] � Tij(�; �) �
� Tir(�; �) = [ eFi(6= r; j) � Trj(�; �)] � Tir(
; �) � Tij(�; �) � Tij(�; �) � Tir(�; �)

�
! eFi(6= r; j) �

� Tir(
; �) � Tij(�; �) � Tij(�; �) � Tir(�; �) (�; �; 
 2 R�
i );

â. ¥. ¯à¨¢®¤¨¬®áâì (6) á¢®¤¨âáï ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¬ã ¢ë¯®«­¥­¨î ã¦¥ à §®¡à ­­®£® ¯. IIIa)
(§¢¥§¤®çª¨ | ª ª¨¥-â® í«¥¬¥­âë ¨§ Ri).

�¥à¥å®¤¨¬ ª à áá¬®âà¥­¨î á«ãç ¥¢ s > i. �¤¥áì ¤«ï á«®¢  V = Fi(6= s) � (is) � Trj(�; �)
¢®§¬®¦­ë á«¥¤ãîé¨¥ ¯®¤á«ãç ¨.

c) r = i. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¨ j = s, â®, ¨á¯®«ì§ãï 3a), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì V = Fi(6= s)� [(is)�Tis(�; �)] =
Fi(6=s) � Tis(�; �), â. ¥. ¨¬¥¥¬ á«®¢® ¨§ ¯. IIIa). �ãáâì j 6=s. �à¨¬¥­ïï 4b), ¯®«ãç ¥¬ V=Fi(6=s) �
[(is) � Tij(�; �)] = [Fi(6= s) � Tsj(�; �) � Tis(�; �) � Tij(�; �)] � (is). � «ì­¥©è¥¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ª íâ®¬ã
¢ëà ¦¥­¨î à¥§ã«ìâ â®¢ ¯¯. IIIb), IIIa) ¨ II ¯à¨¢®¤¨â ¥£® ª âà¥¡ã¥¬®¬ã ¢¨¤ã V �

! eFi � (is)
�
! efi.

d) r > i. �á«¨ r = s, â®, ¯à¨¬¥­ïï á®®â­®è¥­¨ï 3b), 4b),   â ª¦¥ à¥§ã«ìâ âë à §®¡à ­­ëå
¯¯. IIIa), II, ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ (6) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥

V = Fi(6= s)�[(si)�Tsj (�; ��)] = [Fi(6= s)�Tij(�; �)�Tsi(�; �)�Tsj(�; �)]�(si)
�
! efi�(si) = efi�(is) �

! efi:

�à¨ j = s, ¨á¯®«ì§ãï 3b), ¨¬¥¥¬ V = Fi(6= s) � (is) � Tsr(�; ��), â. ¥. ¯à¨¢®¤¨¬®áâì (6) ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ á¢®¤¨âáï ª â®«ìª® çâ® à §®¡à ­­®¬ã á«ãç î r = s.

e) fi; sg \ fr; jg = ?. �á¯®«ì§ãï 4c) ¨ à¥§ã«ìâ âë à §®¡à ­­®£® ¯®¤¯ã­ªâ  IIIb), ¯®«ãç ¥¬
âà¥¡ã¥¬ãî ä®à¬ã V = [Fi( 6= s) � Trj(�; �)] � (is)

�
! eFi(6= s) � (is) = efi.

IV. x = Trj(�; �), i < r 6� (mod m) (� 6� 0). �á­®, çâ® íâ®â á«ãç © ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®«ìª® ¯à¨
m � 2. �¢¨¤ã 3b) ­¨¦¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì j > r, §¤¥áì jfig =m(j� 1) + r(i).

� áá¬®âà¨¬ á­ ç «  á«ãç ¨ s = i, â. ¥. V = Fi � Trj(�; �).
a) r = i ¨ Fi ­¥ á®¤¥à¦¨â ­¥­ã«¥¢ë¥ á®¬­®¦¨â¥«¨ ¢¨¤  Ti; jfig(�; �). �ãáâì Tik(�k; �k) | ¯®-

á«¥¤­ïï ­¥­ã«¥¢ ï ¡ãª¢  ¨§ Fi. �à¨¬¥­ïï 4d) ¨ ¯. II, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì V = Fi(6= jfig; k)� [Tik(�k; �k)�
Trj(�; �)] = [Fi(6= jfig; k) � Tkj(�; �) � Tik(�; �)] � Trj(�; �) � Tik(�k; �k)

�
! [ eFi(6= jfig; k) � Trj(�; �)] �

Tik(�k; �k). �à®¤®«¦ ï ®¯¨á ­­ë© ¯à®æ¥áá ¯¥à¥¤¢¨¦¥­¨ï (­ «¥¢®) ¡ãª¢ Trj(�; �), ¯à¨å®¤¨¬ ª
V

�
! Trj(�; �) � eFi(6= jfig) �

! eFi( 6= jfig), â. ¥. ª âà¥¡ã¥¬®¬ã ¢¨¤ã.
b) r = i, ­® Fi á®¤¥à¦¨â ­¥­ã«¥¢ãî ¡ãª¢ã Ti;jfig(�; �). �á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 1, 4c),   â ª¦¥

à¥§ã«ìâ â à §®¡à ­­®£® ¯. IVa), ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬ãî ä®à¬ã V �
! Fi(6= jfig)� [Ti;jfig(e�jfig; e�jfig)�

Trj(�; �)] = [ eFi( 6= jfig) � Trj(�; �)] � Ti;jfig(e�jfig; e�jfig) �
! eFi(6= jfig) � Ti;jfig(e�jfig; e�jfig) = eFi.
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c) r > i. � íâ®¬ á«ãç ¥, ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 1, á®®â­®è¥­¨ï 3b), 4d), ¯. II,   â ª¦¥ 4c), ¯®«ãç ¥¬
âà¥¡ã¥¬ë© ¢¨¤

V
�
! eFi(6= rfig) � [Ti;rfig(�; �) � Trj(�; �)] = eFi(6= rfig) � [Trfig;i(�; �) � Trj(�; �)] =

= [ eFi( 6= rfig) �Tij(�; �) �Tri(�; �)] � Trj(�; �) � Trfig;i
�
! eFi(6= rfig) � Trj(�; �) � Trfig;i(�; �)

�
!

�
! eFi(6= rfig; jfig) � [Ti;jfig(�; �) � Trj(�; �)] � Ti;rfig(�; �) = eFi(6= rfig; jfig) � [Tjfig;i(�; �) � Tjr(�; �)] �

� Ti;rfig(�; �)
�
! [ eFi(6= rfig; jfig) �Tir(�; �) �Tji(�; �)] � Tjr(�; �) � Tjfig;i(�; �) � Ti;rfig(�; �)

�
!

�
! [ eFi(6= rfig; jfig)�Trj (�; �)]�Ti;jfig(�; �)�Ti;rfig(�; �)

�
! eFi(6= rfig; jfig)�Ti;jfig(�; �)�Ti;rfig(�; �) = eFi:

�ãáâì â¥¯¥àì s > i, â. ¥. V = Fi(6= s) � (is) � Trj(�; �). �¤¥áì ¢®§¬®¦­ë á«¥¤ãîé¨¥ á«ãç ¨.
d) r = i, j 6= s, � íâ®¬ á«ãç ¥, ¯à¨¬¥­ïï 4d) ¨ à¥§ã«ìâ âë ¯¯. II, IVa), IVb), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

V = Fi(6= s) � [(is) � Trj(�; �)] = [Fi(6= s) �Tsj(�; �) �Tis(�; �)] � Trj(�; �) � (is)
�
! [ eFi(6= s) � Trj(�; �)] �

(is) �
! eFi(6= s) � (is) = efi.
e) s 2 fr; jg. �á«¨ s = r (! j 6= s), â® ¨á¯®«ì§ãï 3b), 4d) ¨ ¯¯. II, IVc), ¯à¨å®¤¨¬ ª âà¥¡ã¥¬®©

ä®à¬¥

V = Fi(6= s) � [(is) � Trj(�; �)] = Fi( 6= s) � [(si) � Trj(�; �)] = [Fi(6= s) �Tij(�; �) �Tsi(�; �)] �

� Trj(�; �) � (si)
�
! [ eFi(6= s) � Trj(�; �)] � (is)

�
! eFi(6= s) � (is) = efi:

�«ãç © j = s (! r 6= s) ¯à¨¢¥¤¥â ª íâ®¬ã ¦¥ à¥§ã«ìâ âã ¯à¨ ¯®¬®é¨ â¥å ¦¥ 3b), 4d) ¨ ¯¯. II,
IVc).

f) r=i, j=s ¨«¨ fi; sg\fr; jg = ?. �à¨¬¥­ïï 4c) ¨ IVa){c), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì V = [Fi(6=s)�Trj(�; �)]�
(is) �

! eFi(6= s) � (is) = efi.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢® ¢á¥å ¨¬¥îé¨åáï á«ãç ïå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ (6) ¢ á¨«ã ãª § ­­ëå ¢ ä®à¬ã-

«¨à®¢ª¥ á®®â­®è¥­¨© ¢ë¯®«­¨¬®.

�¥®à¥¬  2 (® ¢­¥è­¥© âà ­áä®à¬ æ¨¨ ¡ãª¢). �ãáâì § ¤ ­  ­¥­ã«¥¢ ï ¢­¥è­ïï ä®à¬  Fi,

1 � i < n, ¨ x ®§­ ç ¥â ®¤­ã ¨§ ¡ãª¢: Dk("), " 6= 0, ¨«¨ Tpq(�; �), � 6= 0, minfp; qg � i. �®£¤ ,
¯à¨¬¥­ïï á®®â­®è¥­¨ï 2c), 2d), 3c), 3d) ¨ 6, ¬®¦­® ¢ë¯®«­¨âì ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥

Fi � x
�
!
i
Fi;

£¤¥ ¢â®à ï Fi | ­¥ª®â®à ï (ã¦¥ ¤àã£ ï) ¢­¥è­ïï ä®à¬  áâã¯¥­¨ i.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¯à®¢®¤¨âáï à ááã¦¤¥­¨ï¬¨,  ­ «®£¨ç­ë¬¨ ¯¯. I ¨ III ¨§ ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1.

6. �à¥¤áâ ¢¨¬®áâì ¢ áâ ­¤ àâ­®© ä®à¬¥

� «ì­¥©è¨¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¨á¯®«ì§ãîâ áâ ­¤ àâ­ë¥ ä®à¬ë ¬ âà¨æ ¨§ O�(n;R). �â ­¤ àâ-
­ë¬¨ ä®à¬ ¬¨ ¢ O�(n;R) ®¡êï¢«ï¥¬ ¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨  «ä ¢¨â  (4) ¢¨¤ 

D1(�1) � � � � �Dn(�n) � Fn�1 � � � � � F1 � fm(n�1) � � � � � f1: (sf)

�à¥¤áâ ¢«¥­¨ï (sf), ®ç¥¢¨¤­®, ­¥ ®¤­®§­ ç­ë.
�¥«ìî íâ®£® ¯ã­ªâ  ï¢«ï¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:

�¥®à¥¬  3. �à¨¬¥­ïï á®®â­®è¥­¨ï 1{ 6, ¢áïª®¥ á«®¢® W  «ä ¢¨â  (4) ¬®¦­® ¯à¥®¡à §®-

¢ âì ª áâ ­¤ àâ­®¬ã ¢¨¤ã (sf).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¢ âà¨ íâ ¯ .
I. �ë¤¥«¥­¨¥ ¢­ãâà¥­­¨å ä®à¬. �¥ â¥àïï ®¡é­®áâ¨, § ¤ ­­®¥ á«®¢® ¬®¦­® áç¨â âì ¯à¥¤áâ -

¢«¥­­ë¬ ¢ ¢¨¤¥ W
1
�
! f1 � Y , £¤¥ f1 | ­¥ª®â®à ï ¢­ãâà¥­­ïï ä®à¬  áâã¯¥­¨ 1, a Y | á®®â-

¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥© ¤®¯®«­¥­¨¥. �ãáâì Y = y � eY , â. ¥. y | ¯¥à¢ ï ­¥­ã«¥¢ ï ¡ãª¢  Y . �à¨¬¥­ïï ª
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áâëªã V = f1 �y âà ­áä®à¬ æ¨®­­ãî â¥®à¥¬ã 1, ¯®«ãç ¥¬W
1
�
! f1 � eY , £¤¥ f1 | (¢®®¡é¥ £®¢®àï,

ã¦¥ ¤àã£ ï) ¢­ãâà¥­­ïï ä®à¬  áâã¯¥­¨ 1. �à®¤®«¦ ï íâ® á®ªà é¥­¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï ­¥áª®«ìª®

à §, ¯à¨å®¤¨¬ ª § ¯¨á¨ ¢¨¤ W
1
�
! f1, â. ¥. ª à §«®¦¥­¨îW = X1 �f1, £¤¥ X1 | ­¥ª®â®à®¥ á«®¢®

(á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
1
�
!), ­¥ á®¤¥à¦ é¥¥ ¡ãª¢ë ¢¨¤  Tkr(�; �), � 6� 0, minfk; rg = 1. �®ç­®

â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬, ¯®áâã¯ ï á á®¬­®¦¨â¥«¥¬ X1, ¢ë¤¥«ï¥¬ ¨§ ­¥£® ¢­ãâà¥­­îî ä®à¬ã f2 (áâã-
¯¥­¨ 2), â. ¥. ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì W = X2 � f2 � f1, £¤¥ á«®¢® X2 ã¦¥ ­¥ á®¤¥à¦¨â ¡ãª¢ë ¢¨¤  Tkr(�; �),
� 6� 0, minfk; rg � 2, ¨ â. ¤. �¯¨á ­­ë© ¯à®æ¥áá ®âé¥¯«¥­¨ï ä®à¬ ­  m(n� 1)-¬ è £¥ ¯à¨¢®¤¨â
ª W = Xm(n�1) � fm(n�1) � � � � � f2 � f1. � ¯®«ãç¥­­®© § ¯¨á¨ á«®¢® Xm(n�1) ã¦¥ ­¥ á®¤¥à¦¨â (¯®

®¯à¥¤¥«¥­¨î
m(n�1)

�
! ) ¡ãª¢ë ¢¨¤  Tkr(�; �), � 6� 0, â. ¥. ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®àë¬ á«®¢®¬  «ä ¢¨â  (5).

II. �ë¤¥«¥­¨¥ ¢­¥è­¨å ä®à¬. �¥¯¥àì (®¯ïâì ¡¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é­®áâ¨) á«®¢® Xm(n�1) ¡ã¤¥¬ áç¨-
â âì ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ë¬ ¢ ¢¨¤¥Xm(n�1) �

!
1
F1�Z, £¤¥ F1 | ­¥ª®â®à ï ¢­¥è­ïï ä®à¬  áâã¯¥­¨ 1,   Z

| ¥¥ ¤®¯®«­¥­¨¥. �à¨¬¥­ïï ª F1�Z âà ­áä®à¬ æ¨®­­ãî â¥®à¥¬ã 2 ­¥áª®«ìª® à § (ª ª ¨ ¢ëè¥),
¯à¨å®¤¨¬ ª Xm(n�1) �

!
1
F1, â. ¥. ª à §«®¦¥­¨î Xm(n�1) = V1 �F1, £¤¥ F1 ¨¬¥¥â ¯à¥¦­¨© á¬ëá« ¨

V | ­¥ª®â®à®¥ á«®¢®, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¥ ¡ãª¢ë ¢¨¤  Tpq(
; �), � 6= 0, minfp; qg = 1. �­ «®£¨ç­ë¬
®¡à §®¬, ¢ëâï£¨¢ ï ¨§ V1 ¢­¥è­îî ä®à¬ã F2, ¯®«ãç ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ Xm(n�1) = V2 �F2 �F1,
£¤¥ V2 ­¥ á®¤¥à¦¨â ¡ãª¢ë ¢¨¤  Tpq(
; �), � 6= 0, minfp; qg � 2, ¨ â. ¤. �â®â ¯à®æ¥áá ­  (n� 1)-¬
è £¥ ¤ áâ Xm(n�1) = D � Fn�1 � � � � � F2 � F1, £¤¥ á®¬­®¦¨â¥«ì D (á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î �

!
n�1

¨

¢¢¨¤ã 6d)) á®áâ®¨â ã¦¥ â®«ìª® ¨§ ¤¨ £®­ «ì­ëå ¡ãª¢.
III. � §«®¦¥­¨¥ á®¬­®¦¨â¥«ï D. �®, çâ® íâ®â á®¬­®¦¨â¥«ì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ D =

D1(�1) � � � � �Dn(�n) ¯à¨ ¯®¬®é¨ á®®â­®è¥­¨© 1, ã¦¥ ®ç¥¢¨¤­®.
�®¤áâ ¢«ïï â¥¯¥àì ¢¬¥áâ® Xm(n�1) ¨ D ¨å ¢ëà ¦¥­¨ï, ¯à¨å®¤¨¬ ª áâ ­¤ àâ­®© § ¯¨á¨

á«®¢  W . �

7. �á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â

�¨¦¥ s(W ) ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âì ®¤­ã (­¥ ¢ ¦­® ª ªãî) ¨§ áâ ­¤ àâ­ëå ä®à¬ á«®¢  W . � «¥¥,
¤¢¥ áâà®ª¨ hx1; x2; : : : ; xmni ¨ hy1; y2; : : : ; ymni á í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ Ri (1 � i � m) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì
áà ¢­¨¬ë¬¨, ¥á«¨ ¤«ï ­¨å xk � yk ¯à¨ ¢á¥å k = 1; : : : ;mn.

�¥®à¥¬  4. �¡®¡é¥­­ ï ®àâ®£®­ «ì­ ï £àã¯¯  O�(n;R), n � 2, ­ ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬ ¯®-

«ã«®ª «ì­ë¬ ª®«ìæ®¬ R á ãá«®¢¨ï¬¨ (Ri), (�ei), (J) ¢ ®¡à §ãîé¨å (4) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï á®®â-

­®è¥­¨ï¬¨ 1{ 6.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì W = 0 | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ £àã¯¯ë O�(n;R) ¢  «ä ¢¨â¥
(4). �à¨¬¥­ïï ª «¥¢®© ç áâ¨ â¥®à¥¬ã 3, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥£® ¢ ¢¨¤¥

s(W ) = D1(�1) � � � � �Dn(�n) � Fn�1 � � � � � F2 � F1 � fm(n�1) � � � � � f2 � f1 = 0: (7)

�®ª ¦¥¬, çâ® à ¢¥­áâ¢® (7) ¢®§¬®¦­® â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢á¥ ¥£® ¡ãª¢ë ­ã«¥¢ë¥. �áâ ­®¢«¥­¨¥
íâ®£® ä ªâ  ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 3 ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¢ âà¨ íâ ¯ .

I. �­­ã«ïæ¨ï ¢­ãâà¥­­¨å ¡ãª¢. �á­®, çâ® ¢ (7) ®âà¥§®ª a = D1(�1)�� � ��Dn(�n)�Fn�1�� � ��F1 =
(aij) | ed-à ¤¨ª «ì­ ï ¬ âà¨æ  ¨ aii 2 R�

i ¯à¨ ¢á¥å i = 1; : : : ;mn. �ç¥¢¨¤­®, ¯¥à¢ ï áâà®ª  ®â-
à¥§ª  fm(n�1)�� � ��f2 (¯à¨ à áè¨à¥­­®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨) ï¢«ï¥âáï à ¤¨ª «ì­®© (â. ¥. á®áâ ¢«¥­­®©
á¯«®èì ¨§ à ¤¨ª «ì­ëå í«¥¬¥­â®¢). �ãáâì hx1; x2; : : : ; xmni | ¯¥à¢ ï áâà®ª  ä®à¬ë f1. �®£¤ ,
ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¯¥à¢ ï áâà®ª  ¢ s(W ) ¡ã¤¥â áà ¢­¨¬  á ha11 � x1; x2+ a11x2; : : : ; xmn + a11xmni,
çâ® ¢¢¨¤ã (7) ¤ ¥â a11 � x1 � xk + a11xk � 0. �®á«¥¤­¥¥ ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ ¢«¥ç¥â §  á®¡®©
x1 2 R

�
1 ¨ xk � 0 ¯à¨ ¢á¥å k = 2; : : : ;mn (â. ª. xk + a11xk � 0! a11 � xk � a11).

�ãáâì â¥¯¥àì f1 = F1 � (1s) | à §«®¦¥­¨¥ ä®à¬ë f1. �á«¨ ¤®¯ãáâ¨âì, çâ® s > 1, â® íâ®
®§­ ç «® ¡ë x1 � �e1 (â. ¥. ¤ «® ¡ë ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á x1 2 R�

1). �®íâ®¬ã ¤®«¦­® ¡ëâì s = 1 (íâ®
®§­ ç ¥â, çâ® (1s) = 0) ¨ f1 = F1 =

Q
k2P1

T1k(�k; �k). �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¯®§¨æ¨¨ h1; ki, k 2 P1,
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ä®à¬ë F1 áà ¢­¨¬ë á áã¬¬ ¬¨ ¢¨¤  �k + 
k�k, £¤¥ 
k | ­¥ª®â®àë¥ í«¥¬¥­âë ¨§ R�
1. �®£« á­®

ãáâ ­®¢«¥­­®¬ã ¢ëè¥, ¨¬¥¥¬ �k+
k�k � 0, çâ®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¢«¥ç¥â §  á®¡®© �k � 0 ¯à¨ ¢á¥å
k 2 P1. � íâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ä®à¬ë f1 ®§­ ç ¥â à ¢¥­áâ¢® ­ã«î ¢á¥å ¥¥ ¡ãª¢ T1k(�k; �k).

�¤ «¨¢ â¥¯¥àì ¨§ (7) á®¬­®¦¨â¥«ì f1 ¨ â®ç­® â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬ ¯®áâã¯ ï á ¥£® ¢â®à®©
áâà®ª®©, ¤®ª §ë¢ ¥¬ à ¢¥­áâ¢® ­ã«î ¢á¥å ¡ãª¢ ¨§ f2 ¨ â. ¤. �â®â ¯à®æ¥áá ­  m(n � 1)-¬ è £¥
¯à¨¢®¤¨â ª

s(W ) = D1(�1) � � � � �Dn(�n) � Fn�1 � � � � � F2 � F1 = 0: (8)

II. �­­ã«ïæ¨ï ¢­¥è­¨å ­¥¤¨ £®­ «ì­ëå ¡ãª¢. � ç¨­ ï ®âáî¤ , ä®à¬ã s(W ) ¨§ (8) ¡ã¤¥¬
¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ­¥ª®â®àãî ­¥à áè¨à¥­­ãî ¬ âà¨æã. �á­®, çâ® s(W ) ¨ D1(�1) �F1 ¨¬¥îâ
®¤¨­ ª®¢ë¥ ¯¥à¢ë¥ áâà®ª¨. �ãáâì F1 =

Q
1<k�n

T1k(
k; �k) | à §«®¦¥­¨¥ (¢­¥è­¥©) ä®à¬ë F1.

�®§¨æ¨¨ h1; ki, 1 < k � n, ¢ D1(�1)�F1 ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ �k+�k�k, £¤¥ �k | ­¥ª®â®àë¥
í«¥¬¥­âë ¨§ R�, ¨, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â (8), ¢á¥ ®­¨ à ¢­ë ­ã«î. �âáî¤  ¨¬¥¥¬ �k � �k = �k, â. ¥.
�k = 0 ¯à¨ ¢á¥å k = 2; : : : ; n. � íâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î F1 ®§­ ç ¥â à ¢¥­áâ¢® ­ã«î ¢á¥å ¥¥ ¡ãª¢.

�¤ «¨¢ â¥¯¥àì ¨§ (8) ä®à¬ã F1 ¨ ¯®¢â®àïï ¯à®¤¥« ­­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï á® ¢â®à®© áâà®ª®©
¯®«ãç¥­­®£® à ¢¥­áâ¢ , ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥¬ à ¢¥­áâ¢® ­ã«î ¨ ¢á¥å ¡ãª¢ F2 ¨ â. ¤. �¯¨á ­­ë© ¯à®æ¥áá
­  (n� 1)-¬ è £¥ ¯à¨¢®¤¨â ª

s(W ) = D1(�1) � � � � �Dn(�n) = 0:

III. �­­ã«ïæ¨ï ¤¨ £®­ «ì­ëå ¡ãª¢. �®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® â¥¯¥àì ã¦¥ ¢«¥ç¥â §  á®¡®©
Dk(�k) = 0, k = 1; : : : ; n, ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬.

�â ª, ¯®ª § ­®, çâ® à ¢¥­áâ¢® (7) ¢®§¬®¦­® â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ä®à¬  s(W ) £à ä¨ç¥áª¨
­ã«¥¢ ï. � íâ® ¨ ®§­ ç ¥â, çâ® W = 0 ¥áâì á«¥¤áâ¢¨¥ á®®â­®è¥­¨© ¨§ 1{ 6.

� § ª«îç¥­¨¥  ¢â®à ¨áªà¥­­¥ ¡« £®¤ à¨â ¯à®ä¥áá®à®¢ �¥¢çãª  �.�. ¨ �¨å «¥¢  �.�. § 
¯®«¥§­ë¥ á®¢¥âë ¯à¨ ®ä®à¬«¥­¨¨ à ¡®âë. �­ ¢ëà ¦ ¥â ¯à¨§­ â¥«ì­®áâì â ª¦¥ à¥æ¥­§¥­âã § 
æ¥­­ë¥ à¥ª®¬¥­¤ æ¨¨.
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