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Ââåäåíèå

Öåëüþ äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ àëãîðèòìè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè.
Ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé âû÷èñëèìûõ ÷èñåë è
èçó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè.

Â ñâÿçè ñ öåëüþ ðàáîòû òàêæå èçó÷åíû ñâîéñòâà ñëàáî âû÷èñëè-
ìûõ ÷èñåë.

Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ âû÷èñëèìûõ è âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî êëàññû ýòèõ ÷èñåë â òî÷íî-
ñòè ñîâïàäàþò ñ êëàññàìè ÷èñåë, âû÷èñëèìûõ íà êîìïüþòåðàõ.
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ìíîæåñòâî N - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, Q - ìíîæåñòâî ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë.

1.1. Âû÷èñëèìûå ìíîæåñòâà è ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 1. [1,ãë.8] Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N ∈ N,
÷òî èç n > N è m > N ñëåäóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |xm − xn| < ε.

Îïðåäåëåíèå 2. [2] Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {rn}n∈N, êîòîðàÿ ýôôåêòèâ-
íî ñõîäèòñÿ ê a.

Îïðåäåëåíèå 3. [2] Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {rn}n∈N
âû÷èñëèìà, åñëè ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ôóíêöèè a, b, c : N → N òà-
êèå, ÷òî rn = (a(n) − b(n))/(c(n) + 1) äëÿ âñåõ n ∈ N, è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {rn}n∈N ýôôåêòèâíî ñõîäèòñÿ, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|rn+m − rn| < 2−n äëÿ âñåõ n,m ∈ N.

Ñâîéñòâî. Ìíîæåñòâî À íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëè åãî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü À - ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë. Ôóíêöèÿ χ : À → 0, 1, îïðåäåë¼ííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χA(x) =

{
1, åñëè x ∈ A
0, åñëè x /∈ A

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà À.

Åñëè A íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî N, òî îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî α = 0.A ñëåäóþùèì îáðàçîì α = 0.α1, α2, α3..., ãäå

αi =

{
1, åñëè ai ∈ A
0, åñëè ai /∈ A
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Îïðåäåëåíèå 5. ×èñëî α èç èíòåðâàëà [0, 1] íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì,
åñëè α = 0.À, ãäå À - âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}n âû÷èñëèìî ñõîäèòñÿ ê a,
åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f : Q→ N, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàöèîíàëüíîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ ∀n > f(ε) : |an − a| < ε.

1.2. Âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà è ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 7. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 0.À íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì
ñëåâà (ñïðàâà), åñëè ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê 0.À. Âû÷èñëèìûå
ñëåâà èëè ñïðàâà âåùåñòâåííûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñ-
ëèìûìè (ïîëóâû÷èñëèìûìè). Ïóñòü C1 - ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóâû÷èñëè-
ìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 8. [3] Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé, åñëè
îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç èñõîäíûõ ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé
O(x) = 0, s(x) = x + 1, Imn (x1, ..., xn) = xm, 1 ≤ m ≤ n, ïóòåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùèõ îïåðàöèé: ñóïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâíîé
ðåêóðñèè, ìèíèìèçàöèè àðãóìåíòà.

Îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè.Ïóñòü f - ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, à g1, ..., gm
- óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ôóíêöèé îò m ïåðåìåííûõ. Òîãäà ðåçóëüòàòîì
ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé gk â ôóíêöèþ f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ h îò n ïå-
ðåìåííûõ:

h(x1, ...xn) = f(g1(x1, ...xn), ..., gm(x1, ...xn)).

Îïåðàòîð ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè. [3] Ïóñòü f - ôóíêöèÿ îò n ïåðå-
ìåííûõ, g - ôóíêöèÿ îò n+2. Òîãäà ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà
ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè ê f è g íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ h îò n+1 ïåðåìåííîé:

h(x1, ...xn, 0) = f(x1, ...xn)
h(x1, ...xn, y + 1) = g(x1, ...xn, y, h(x1, ...xn, y))
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Îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè àðãóìåíòà. Ïóñòü f - ôóíêöèÿ îò n íàòó-
ðàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà ìèíè-
ìèçàöèè ê ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ h îò n-1 ïåðåìåííûõ:

h(x1, ...xn) = µy[f(x1, ...xn, y) = 0].

Òî åñòü ôóíêöèÿ h âîçâðàùàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî
àðãóìåíòà ôóíêöèè f, ïðè êîòîðîì å¼ çíà÷åíèå ðàâíî 0.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìíîæåñòâî À âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî, åñëè À ÿâëÿ-
åòñÿ îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé íåêîòîðîé ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé
ôóíêöèè.

1.3. Ñëàáî âû÷èñëèìûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 10. [2] Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî 0.À íàçûâàåòñÿ ñëàáî âû-
÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò äâà âû÷èñëèìûõ ñëåâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñ-
ëà 0.Â è 0.Ñ òàêèå, ÷òî 0.À = 0.Â - 0.Ñ. Ïóñòü C2 - ìíîæåñòâî âñåõ ñëàáî
âû÷èñëèìûõ ÷èñåë. Çäåñü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî C ⊆ B Òî åñòü, 0.À ñëàáî âû÷èñëèìî, åñëè ñóùåñòâóåò âû-
÷èñëèìîå ñëåâà ÷èñëî 0.Â è âû÷èñëèìîå ñïðàâà ÷èñëî 0.Ñ, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 0.À = 0.Â - 0.Ñ.

Îïðåäåëåíèå 11. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, ..., an. Ñêà÷êîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ðàçíîñòü an+1 − an òàêàÿ, ÷òî

|an+1 − an| > 0.

Äàäèì äðóãóþ õàðàêòåðèñòèêó ñëàáî âû÷èñëèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ñ ïîìîùüþ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 12. [2] Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {an}n∈N
íàçûâàåòñÿ ñëàáî ýôôåêòèâíî ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóììà å¼ ñêà÷êîâ
∞∑
n=0
|an+1 − an| êîíå÷íà.
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2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà âû÷èñëèìûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâ

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü B - âû÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N. Òîãäà
0.C = 0.N − 0.B - âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî 0.N = 0.11111... . Òîãäà 0.C = 0.1111... −
0.α1, α2, α3....

Òàêèì îáðàçîì, 0.C = 0.β1, β2, β3..., ãäå

βi =

{
1, åñëè i /∈ B
0, åñëè i ∈ B

.

Òàê êàê B - âû÷èñëèìî, òî 0.C - âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.�

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü À - âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, Â - âû÷èñ-
ëèìîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà À. Òîãäà 0.C = 0.A − 0.B - âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0.C = 0.β1, β2, .... Òàê êàê βi = 1 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà i ∈ A è i /∈ , à A - âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî, òî 0.C -
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.�

Òåîðåìà 2.3.Ïóñòü äàíî ÷èñëî 0.À, ãäå ìíîæåñòâî À - áåñêîíå÷íî, íåâû-
÷èñëèìî è âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî
Â ìíîæåñòâà À, ÷òî 0.À - 0.Â áóäåò íåâû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W0,W1, ... ñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ âñåõ âû÷èñ-
ëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî äëÿ
êàæäîãî e ∈ N óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèþ:

Re : 0.A− 0.B 6= We.

Ïóñòü A = A1 ∪ A2, ãäå A1 ∩ A2 = ∅, A1 è A2 - áåñêîíå÷íûå, âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìûå ïîäìíîæåñòâà À.
Ïî øàãàì îðãàíèçóåì ïåðå÷èñëåíèå ìíîæåñòâà B.
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Íà øàãå 0, B0 = ∅.

s > 0. Ïóñòü (s)0 = e, (s)0 - ïîêàçàòåëü ïðè p0 â ðàçëîæåíèè s à ïðîñòûå
ìíîæèòåëè, òî åñòü, åñëè (s)0 = e, òî s = pe0 · p

e1
1 · ... · perr .

Óäîâëåòâîðÿåì òðåáîâàíèå Re. Äåëàåì s øàãîâ â ïåðå÷èñëåíèè We, ïî-
ëó÷èì We,s. Åñëè We,s ∩ A1,s = ∅, òî òðåáîâàíèå ïîêà óäîâëåòâîðåíî. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò k(k ∈ We,s ∩A1,s). Ïåðå÷èñëÿåì k â Bs. Ê

êîíöó êîíñòðóêöèè B =
∞⋃
s=0

Bs. Î÷åâèäíî, ÷òî We 6= A−B.�
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3. Ñâîéñòâà ñëàáî âû÷èñëèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Ìû âèäåëè, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âû÷èñëèìûå ñëåâà äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà 0.Â è 0.Ñ, ðàçíîñòü êîòîðûõ 0.À = 0.Â - 0.Ñ íå ÿâëÿåòñÿ íè
âû÷èñëèìûì ñëåâà, íè âû÷èñëèìûì ñïðàâà. Òàêèå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ
ñëàáî âû÷èñëèìûìè ÷èñëàìè.

Òåïåðü ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû, ïðèíàäëåæà-
ùåé Àìáîñó - Øïèñó.

Òåîðåìà 3.1: [2] Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a ñëàáî âû÷èñëèìî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë {an}n∈N , êîòîðàÿ ýôôåêòèâíî ñõîäèòñÿ ê a.

Äîêàçàòåëüñòâî: (⇒): Ïóñòü à ñëàáî âû÷èñëèìîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå âû÷èñëèìûå âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {bn}n∈N è {cn}n∈N òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóþò
b = limn→∞ bn , c = limn→∞ cn è a = b-c (0.À = 0.Â - 0.Ñ). Ïóñòü
an = bn − cn. Òîãäà {an}n∈N ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî limn→∞ an = a è

∞∑
n=0
|an+1 − an| =

∞∑
n=0
|bn+1 − cn+1|−

∞∑
n=0
|bn − cn|

≤
∞∑
n=0

(bn+1 − bn)+
∞∑
n=0

(cn+1 − cn)

= limn→∞ bn − b0 + limn→∞ cn − c0

= bn − b0 + cn − c0.

Ïîýòîìó {an}n∈N ñõîäèòñÿ ê âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîìó ÷èñëó a.

(⇐): Ïóñòü {an}n∈N âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîìó ÷èñëó à, òî åñòü
∞∑
n=0
|an+1 − an| îãðàíè÷åíà. Îïðåäåëèì äâå âû÷èñëèìûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {bn}n∈N è {cn}n∈N ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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bn := a0 +
n∑

i=0
(ai+1−̇ai) è cn :=

n∑
i=0

(ai+1−̇ai),

ãäå ai+1−̇ai = ai+1 − ai, åñëè ai+1 ≥ ai è ai+1 − ai := 0.

Î÷åâèäíî, îíè îáå íåóáûâàþùèå è îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî, b =
limn→∞ bn, c = limn→∞ cn ñóùåñòâóþò, è îíè âû÷èñëèìûå ñëåâà äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà:

b− c = limn→∞ bn − c = limn→∞ cn = limn→∞(dn − cn)

= limn→∞(a0 +
n∑

i=0
(ai+1 − ai)−

n∑
i=0

(ai+1 − ai))

= limn→∞(a0 +
n∑

i=0
(ai+1 − ai)) = limn→∞ an = a.

Ñëåäîâàòåëüíî, à - ñëàáî âû÷èñëèìîå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî χA ñëàáî âû÷èñëèìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ýôåêòèâíî ñõîäÿùååñÿ ïðèáëè-

æåíèå (As)s∈N ê A òàêîå, ÷òî
∞∑
s=0

(χAs − χAs+1) êîíå÷íà.�

Òåïåðü óñèëèì ýòî óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.2: Ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ñëàáî âû÷èñëèìûõ ÷èñåë ñíî-
âà ñëàáî âû÷èñëèìîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü 0.A è 0.D ñëàáî âû÷èñëèìûå ÷èñëà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, 0.A = 0.B1−0.C1 è 0.D = 0.B2−0.C2, ãäå B1, B2, C1, C2 - âû÷èñ-
ëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî 0.F = 0.A−0.D
ñëàáî âû÷èñëèìîå ÷èñëî.
Ïî òåîðåìå 2.1, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë {an}n∈N , êîòîðàÿ ýôôåêòèâíî ñõîäèòñÿ ê a, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {dn}n∈N , êîòîðàÿ ýôôåêòèâíî ñõîäèòñÿ ê d. Äîêà-
çàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}n∈f , êîòîðàÿ ýôôåêòèâíî
ñõîäèòñÿ ê f.
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Â òåîðåìå 2.1 ìû äîêàçàëè, ÷òî {an}n∈N è {dn}n∈N ÿâëÿþòñÿ âû÷èñ-
ëèìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî
limn→∞ an = a è limd→∞ dn = d. Îòñþäà, {fn}n∈N - âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî limf→∞ fn = d è

∞∑
n=0
|fn+1 − fn| =

∞∑
n=0
|an+1 − dn+1|−

∞∑
n=0
|an − dn|

=
∞∑
n=0
|b1,n+1 − c1,n+1|−

∞∑
n=0
|b1,n − c1,n| -

-
∞∑
n=0
|b2,n+1 − c2,n+1|−

∞∑
n=0
|b2,n − c2,n|

≤
∞∑
n=0

(b1,n+1 − b1,n)+
∞∑
n=0

(c1,n+1 − c1,n)+

+
∞∑
n=0

(b2,n+1 − b2,n)+
∞∑
n=0

(c2,n+1 − c2,n)

= limn→∞ b1,n − b1,0 + limn→∞ c1,n − c1,0 +

+ limn→∞ b2,n − b2,0 + limn→∞ c2,n − c2,0

=b1,n − b1,0 + c1,n − c1,0 + b2,n − b2,0 + c2,n − c2,0.

Ïîýòîìó {fn}n∈N ñõîäèòñÿ ê âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìó ÷èñëó f.�

Äîêàçàíî â [2,ãë.3]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}i∈N âû÷èñëèìà, åñëè
åñòü òàêàÿ äâîéíàÿ âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë {rij}i,j∈N , ÷òî rij → 0.A ïðè j →∞. À èìåííî, åñòü òàêàÿ âû÷èñëè-
ìàÿ ôóíêöèÿ e : N 2 → N , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

j ≥ e(i, k)⇒ |rij − ai| ≤ 2−k.

Óòâåðæäåíèå 3.3. [2] Êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñëàáî âû÷èñëèìîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü {an}n∈N âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó

0.A, òî åñòü
∞∑
n=0
|an+1 − an| ≤ b äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ N , ñóùåñòâóþò äâîé-

íàÿ âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {rnm}n,m∈N è
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ e : N 2 → N , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

j ≥ e(i, k)⇒ |rij − ai| ≤ 2−k,

ãäå rij âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, j →∞, äëÿ âñåõ i,k, e(i,k) - âû-
÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {rn}n∈N êàê rne(n,n). Òîãäà

∞∑
n=0
|rn+1 − rn| ≤

∞∑
n=0
|rn+1 − an+1|+

∞∑
n=0
|an+1 − an|+

∞∑
n=0
|rn − an|

≤ 3 + b

Òàêèì îáðàçîì, {rn}n∈N âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî ñõîäèòñÿ ê 0.A,
òî åñòü 0.A ñëàáî âû÷èñëèìîå ÷èñëî.�

Òåîðåìà 3.4. [2] Êëàññ C2 - çàìêíóòîå ïîëå, ñãåíåðèðîâàííîå ñ ïîìîùüþ
C1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç Îïðåäåëåíèÿ 10 è òîãî ôàêòà, ÷òî 0.A ÿâëÿåòñÿ
âû÷èñëèìûì ñïðàâà (ñëåâà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0.A - âû÷èñëè-
ìîå ñëåâà (ñïðàâà), âèäíî, ÷òî C2 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé "+"è
"−". Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé "×"è
"÷". Ïóñòü x, y ∈ C2 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî {xn}n∈N è {yn}n∈N ÿâëÿþòñÿ
âû÷èñëèìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå âû-
÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî ñõîäÿòñÿ ê x è y ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà åñòü òàêîå
äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî M, ÷òî

max{|xn|, |yn|,
∞∑
n=0
|xn+1 − xn|,

∞∑
n=0
|yn+1 − yn|} ≤M

äëÿ âñåõ n ∈ N . Ïîýòîìó
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∞∑
n=0
|xn+1yn+1 − xnyn| ≤

∞∑
n=0

(|xn+1| · |yn+1 − yn|+ |yn| · |xn+1 − xn|)

≤M(
∞∑
n=0
|yn+1 − yn|+

∞∑
n=0
|xn+1 − xn|) ≤ 2M 2.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnyn}n∈N âû÷èñ-
ëèìî ïåðå÷èñëèìî ñõîäèòñÿ ê xy, ñëåäîâàòåëüíî, ïî Óòâåðæäåíèþ 3.3,
xy ∈ C2.

Åñëè y 6= 0, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∀n ∈ N(|yn| ≥ 1/M . Òîãäà

∞∑
n=0
| xn+1

yn+1
− xn

yn
|=

∞∑
n=0
| xn+1yn−yn+1xn

ynyn+1
|

≤
∞∑
n=0

(|yn|·|xn+1−xn|+|xn|·|yn+1−yn|)
|ynyn+1|

≤M 3(
∞∑
n=0
|xn+1 − xn|+ |yn+1 − yn|)

≤ 2M 4.

Òî åñòü, âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn/yn}n∈N âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìî ñõîäèòñÿ ê x/y ∈ C2. Ïîýòîìó C2 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé + , − , × , ÷. �
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Çàêëþ÷åíèå

Öåëüþ äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ àëãîðèòìè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè.
Ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé âû÷èñëèìûõ ÷èñåë è
èçó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè, à èìåííî: îïðåäåëåíèå âû÷èñëèìîãî
÷èñëà ÷åðåç ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè; îïðåäåëåíèå âû÷èñ-
ëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé è ýôôåêòèâíîé ñõîäèìîñòè. Îïðåäåëåíî ÷èñëî α = 0.A, ãäå À -
âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, è îïðåäåëåíî âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ñ ïîìîùüþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Â ïàðàãðàôå 2 èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà âû÷èñëèìûõ ÷èñåë,
ñâÿçàííûå ñ îáðàçóþùèìè èõ ìíîæåñòâàìè è èõ ïîäìíîæåñòâàìè. Äî-
êàçàíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî À - áåñêîíå÷íî, íåâû÷èñëèìî è âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìî, òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî Â ìíîæåñòâà À, ÷òî
÷èñëî 0.À - 0.Â áóäåò íåâû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.

Èçó÷åíû ñëàáî âû÷èñëèìûå ÷èñëà è èõ ñâîéñòâà. Äîêàçàíî, ÷òî
ðàçíîñòü äâóõ ñëàáî âû÷èñëèìûõ ÷èñåë - ñíîâà ñëàáî âû÷èñëèìîå ÷èñ-
ëî. Ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î òîì, ÷òî a - ñëàáî âû÷èñëèìîå
÷èñëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {an}n∈N , êîòîðàÿ ýôôåêòèâíî ñõîäèòñÿ
ê a. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
ñëàáî âû÷èñëèìûõ ÷èñåë îáðàçóåò ïîëå.
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