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1. �¢¥¤¥­¨¥

� áá¬ âà¨¢ ¥âáï á«¥¤ãîé ï § ¤ ç  à §¬¥é¥­¨ï ­  ¬ ªá¨¬ã¬: ¤ ­® ¬­®¦¥áâ¢® I | ¢®§¬®¦-
­ëå ¯ã­ªâ®¢ à §¬¥é¥­¨ï ¯à¥¤¯à¨ïâ¨©, J |¬­®¦¥áâ¢® ¯ã­ªâ®¢ ¯®âà¥¡«¥­¨ï. �§¢¥áâ­ë èâà äë
§  à §¬¥é¥­¨ï ¯à¥¤¯à¨ïâ¨© ¢ ¯ã­ªâ å I ¨ ®¡ê¥¬ë á¯à®á  ¢ ¯ã­ªâ å ¯®âà¥¡«¥­¨ï J . �§¢¥áâ­ 
â ª¦¥ ¯à¨¡ë«ì, ¯®«ãç ¥¬ ï ¯à¨ ¯®áâ ¢ª¥ ¥¤¨­¨æë ¯à®¤ãªâ  ®â ¯à®¨§¢®¤¨â¥«ï ª ¯®âà¥¡¨â¥-
«î. � ¤ ­ë ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  ®¡ê¥¬ë ¯à®¨§¢®¤áâ¢ ¨ ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  ®¡ê¥¬ë ¯®áâ ¢®ª ¯à®¤ãªâ 
®â ¯à®¨§¢®¤¨â¥«¥© ª ¯®âà¥¡¨â¥«ï¬. �à¥¡ã¥âáï ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ S � I à §¬¥áâ¨âì ¯à¥¤¯à¨ïâ¨ï
â ª, çâ®¡ë ¬ ªá¨¬¨§¨à®¢ âì ®¡éãî ¯à¨¡ë«ì, ¯®«ãç ¥¬ãî ¯à¨ ã¤®¢«¥â¢®à¥­¨¨ ¯®âà¥¡­®áâ¥© ¢
¯à®¤ãªâ¥ ¯® ¢á¥¬ ¯ã­ªâ ¬ ¯®âà¥¡«¥­¨ï á ãç¥â®¬ èâà ä®¢ §  à §¬¥é¥­¨ï ¯à¥¤¯à¨ïâ¨©.

�¡®¡é¥­¨¥¬ ®£à ­¨ç¥­¨© ­  ®¡ê¥¬ë ¯®áâ ¢®ª ï¢«ïîâáï ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  ¯à®¯ãáª­ë¥ á¯®-
á®¡­®áâ¨ ª®¬¬ã­¨ª æ¨© ¤«ï á¥â¥¢®© § ¤ ç¨ à §¬¥é¥­¨ï ­  ¬¨­¨¬ã¬ [1]. � ãª § ­­®© áâ âì¥
¯à¥¤«®¦¥­ ¯á¥¢¤®¯®«¨­®¬¨ «ì­ë©  «£®à¨â¬ ¤«ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ ­  ¤à¥¢¥á­®© á¥â¨ á ®£à ­¨-
ç¥­¨ï¬¨ ­  ¯à®¯ãáª­ë¥ á¯®á®¡­®áâ¨ ª®¬¬ã­¨ª æ¨©.

�áå®¤­ ï § ¤ ç  NP -âàã¤­ ï, â. ª. ª § ¤ ç¥ à §¬¥é¥­¨ï ¡¥§ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ®£à ­¨ç¥­¨©
á¢®¤¨âáï NP -âàã¤­ ï § ¤ ç  ® ¢¥àè¨­­®¬ ¯®ªàëâ¨¨ ([2], á. 74). �®íâ®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¨­â¥-
à¥á­ë¬ ¢®¯à®á ® ­ å®¦¤¥­¨¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå à¥è¥­¨© íâ®© § ¤ ç¨.

�ë« ¯®áâà®¥­ àï¤  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ëå  «£®à¨â¬®¢ ¤«ï § ¤ ç à §¬¥é¥­¨ï ­  ¬¨­¨¬ã¬. �«ï
®¡é¥£® á«ãç ï § ¤ ç¨ ¨§¢¥áâ¥­ ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë© ¦ ¤­ë©  «£®à¨â¬, ®âëáª¨¢ îé¨© ¤®¯ãáâ¨¬®¥
à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨, ®â«¨ç îé¥¥áï ®â â®ç­®£® ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ lnn à §, £¤¥ n | ç¨á«® ¯ã­ªâ®¢ ¯®-
âà¥¡«¥­¨ï [3]. � áâ âì¥ [4] ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  âà ­á¯®àâ­ë¥ § âà âë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ­¥à ¢¥­áâ¢ã
âà¥ã£®«ì­¨ª , ¯à¥¤«®¦¥­  «£®à¨â¬, ª®â®àë© ­ å®¤¨â ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥­¨¥, ®â«¨ç îé¥¥áï ®â
â®ç­®£® ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ 3;16 à §. �á«¥¤ §  íâ®© à ¡®â®© ¯®ï¢¨«¨áì à¥§ã«ìâ âë, ã«ãçè îé¨¥ íâã
®æ¥­ªã ¤«ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨. � [5] ¨ [6] ¯à¥¤«®¦¥­ë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë¥  «£®à¨â¬ë,
­ å®¤ïé¨¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¥ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ á â®ç­®áâìî 2;41 ¨ 1;74 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�«ï § ¤ ç¨ à §¬¥é¥­¨ï ­  ¬¨­¨¬ã¬ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ ®¡ê¥¬ ¬¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ ¨§¢¥áâ­ë á«¥-
¤ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë. � [4] ¤«ï § ¤ ç¨ á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ¯® ¢¥«¨ç¨­¥ ®¡ê¥¬ ¬¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ ¯à¥¤-
«®¦¥­  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë©  «£®à¨â¬, ª®â®àë© ­ å®¤¨â ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥­¨¥, ®â«¨ç îé¥¥áï ®â
â®ç­®£® ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ 7 à §. �à¨ íâ®¬ ¤®¯ãáª ¥âáï ã¢¥«¨ç¨âì § ¤ ­­ë¥ ®¡ê¥¬ë ¯à®¨§¢®¤áâ¢
¢ 3;5 à § . � [7] ¨ [8] ¯à¥¤« £ îâáï  «£®à¨â¬ë, ª®â®àë¥ ­ å®¤ïâ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¥ à¥è¥­¨ï íâ®©
§ ¤ ç¨ á â®ç­®áâìî (8+ �) ¨ 6(1 + �) á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¤«ï «î¡®£® � > 0 ¡¥§ ã¢¥«¨ç¥­¨ï ¬®é­®áâ¨
¯à¥¤¯à¨ïâ¨©.

�«ï § ¤ ç¨ à §¬¥é¥­¨ï ­  ¬ ªá¨¬ã¬ ¢ [9] ¯®áâà®¥­ ¦ ¤­ë©  «£®à¨â¬, ª®â®àë© ­ å®-
¤¨â ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥­¨¥ á® á«¥¤ãîé¥© â®ç­®áâìî ¤«ï ®â­®á¨â¥«ì­®© ®æ¥­ª¨ á® á¤¢¨£®¬:
(Z� � ZG)=(Z� � ZR) < 1=e � 0;368, £¤¥ Z� | §­ ç¥­¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®£® à¥è¥­¨ï, ZG | ¢¥«¨ç¨­ 

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ ä¥¤¥à «ì­®© æ¥«¥¢®© ¯à®£à ¬¬ë \�­â¥£à æ¨ï" (ª®¤
¯à®¥ªâ  274).
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¤®¯ãáâ¨¬®£® à¥è¥­¨ï, ¯®«ãç¥­­®£® ¯à¥¤« £ ¥¬ë¬  «£®à¨â¬®¬, ZR | £ à ­â¨à®¢ ­­ ï ­¨¦­ïï
®æ¥­ª  à¥è¥­¨ï, e | ®á­®¢ ­¨¥ ­ âãà «ì­®£® «®£ à¨ä¬ . � [10] ã«ãçè¥­ ¤ ­­ë© à¥§ã«ìâ â ¨
¯à¥¤« £ ¥âáï  «£®à¨â¬ á ®æ¥­ª®© â®ç­®áâ¨ (Z� � ZG)=(Z� � ZR) � 3� 2

p
2 � 0;172.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®â­®á¨â¥«ì­ ï ®æ¥­ª  á® á¤¢¨£®¬, à ¢­ ï 1=e, £ à ­â¨-
àã¥âáï ¦ ¤­ë¬  «£®à¨â¬®¬ ¤«ï § ¤ ç¨ ­  ¬ ªá¨¬ã¬ á ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ ­  ®¡ê¥¬ë ¯à®¨§¢®¤áâ¢
¨ ¯®áâ ¢®ª.

2. �®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨

�ãáâì I = f1; : : : ;mg ¨ J = f1; : : : ; ng. �ãáâì § ¤ ­ë èâà äë fi � 0; i 2 I, §  à §¬¥é¥­¨¥
¯à¥¤¯à¨ïâ¨ï ¨ ®¡ê¥¬ë bj � 0; j 2 J , ¯®âà¥¡«¥­¨ï ¯à®¤ãªâ . �ª § ­  ¯à¨¡ë«ì gij , ¯®«ãç ¥¬ ï
¯à¨ ¤®áâ ¢ª¥ ¥¤¨­¨æë ¯à®¤ãªâ  ¨§ i ¢ j, § ¤ ­ë ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  ®¡ê¥¬ë ¯à®¨§¢®¤áâ¢ di ¨ ®£à -
­¨ç¥­¨ï ­  ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ®¡ê¥¬ ¯®áâ ¢ª¨ ¯à®¤ãªâ  aij , ª®â®àë© ¬®¦¥â ¯®áâ ¢«ïâìáï ¨§ i ¢ j,
i 2 I, j 2 J . �à¥¡ã¥âáï ãª § âì â¥ ¯à¥¤¯à¨ïâ¨ï ¨§ I, ¯à¨ ¢¢®¤¥ ª®â®àëå ¢ á¨áâ¥¬ã, ¢®-¯¥à¢ëå,
¯®«­®áâìî ¡ë ã¤®¢«¥â¢®àï«¨áì á¯à®áë ¢á¥å ¯ã­ªâ®¢ ¯®âà¥¡«¥­¨ï ¯à¨ á®¡«î¤¥­¨¨ ®£à ­¨ç¥­¨©
­  ®¡ê¥¬ë ¯à®¨§¢®¤áâ¢ ¨ ¯®áâ ¢®ª ¨, ¢®-¢â®àëå, ¯à¨¡ë«ì, ¯®«ãç ¥¬ ï ¯à¨ ®¡á«ã¦¨¢ ­¨¨ ¢á¥å
¯ã­ªâ®¢ ¯®âà¥¡«¥­¨ï á ãç¥â®¬ èâà ä®¢ §  à §¬¥é¥­¨ï ¯à¥¤¯à¨ïâ¨©, ¡ë«  ¡ë ¬ ªá¨¬ «ì­®©.

�ãáâì ¯¥à¥¬¥­­ ï xij à ¢­  ª®«¨ç¥áâ¢ã ¥¤¨­¨æ ¯à®¤ãªâ , ¯®áâ ¢«ï¥¬®£® ¨§ i ¢ j, i 2 I,
j 2 J . � ¤ ç  à §¬¥é¥­¨ï ­  ¬ ªá¨¬ã¬ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ ®¡ê¥¬ ¬¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢ ¨ ¯®áâ ¢®ª
ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥:

max
S�I

Z(S); (1)

Z(S) = max
(xij)

X
i2S

X
j2J

gijxij �
X
i2S

fi; (2)

X
i2S

xij = bj ; j 2 J; (3)

X
j2J

xij � di; i 2 S; (4)

0 � xij � aij ; xij æ¥«®¥, i 2 S; i 2 J: (5)

3. �ã¡¬®¤ã«ïà­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¨ ¦ ¤­ë©  «£®à¨â¬

� íâ®¬ à §¤¥«¥, á«¥¤ãï [11], ¤ ¤¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ­ ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  áã¡¬®¤ã«ïà-
­ëå äã­ªæ¨©. � «¥¥ ®¯¨è¥¬ ¦ ¤­ë©  «£®à¨â¬, ®âëáª¨¢ îé¨© ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨,
æ¥«¥¢ ï äã­ªæ¨ï ª®â®à®© ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ áã¡¬®¤ã«ïà­®áâ¨. �, ­ ª®­¥æ, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ £ à ­-
â¨à®¢ ­­ãî ®æ¥­ªã â®ç­®áâ¨ à¥è¥­¨ï, ¯®«ãç ¥¬®£® íâ¨¬  «£®à¨â¬®¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �ãáâì I | ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �¥é¥áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï Z ­  ¬­®¦¥áâ¢¥
¯®¤¬­®¦¥áâ¢ I ­ §ë¢ ¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®©, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥

Z(A) + Z(B) � Z(A [B) + Z(A \B) 8A;B � I:

�¯à ¢¥¤«¨¢ë âà¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï, ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ [11].

�¥¬¬  1. �ãáâì di, i 2 I, | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á« . �®£¤  «¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï

z(S) =
P
i2S

di, S � I, ï¢«ï¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®©.

�¥¬¬  2. �®«®¦¨â¥«ì­ ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï áã¡¬®¤ã«ïà­ëå äã­ªæ¨© ï¢«ï¥âáï áã¡¬®-

¤ã«ïà­®© äã­ªæ¨¥©.

�¥¬¬  3. �ãáâì ¤ ­  áã¡¬®¤ã«ïà­ ï ­¥ã¡ë¢ îé ï äã­ªæ¨ï v ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¯®¤¬­®-

¦¥áâ¢ D ¨ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ fDig, i 2 I, ¬­®¦¥áâ¢  D. �®£¤  äã­ªæ¨ï z(S) =
v([i2SDi) ï¢«ï¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®© äã­ªæ¨¥© ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ I.
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� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã

max
S�I

fZ(S) : jSj � k; Z(S) | áã¡¬®¤ã«ïà­ ï äã­ªæ¨ïg: (6)

�¡®§­ ç¨¬ �i(S) = Z(S [ fig)�Z(S). �«ï ®âëáª ­¨ï ¤®¯ãáâ¨¬®£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (6) ¢ [11]
¯à¥¤«®¦¥­ á«¥¤ãîé¨© ¦ ¤­ë©  «£®à¨â¬ A.

�­¨æ¨ «¨§ æ¨ï. �ãáâì S0 = ;, I0 = I, t = 1.
�â¥à æ¨ï t. � ©â¨ i(t) 2 It�1 â ª®¥, çâ®¡ë �i(t)(St�1) = max

i2It�1

�i(St�1). �ãáâì �t�1 = �i(t)(St�1).

� £ 1. �á«¨ �t�1 � 0, â®  «£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã á ¬­®¦¥áâ¢®¬ Sk� , k� = t � 1 < k.
�á«¨ �t�1 > 0, â® ¯ãáâì St = St�1 [ fi(t)g, It = It�1 n fi(t)g, ¨  «£®à¨â¬ ¯à®¤®«¦aeâ à ¡®âã.

� £ 2. �á«¨ t = k, â®  «£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã á ¬­®¦¥áâ¢®¬ Sk� , k� = k. �­ ç¥ t = t+1.
�¬¥¥¬ ZG = Z(Sk�) | ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥, ¯®«ãç¥­­®¥  «£®à¨â¬®¬. �ãáâì Z� | ®¯â¨-

¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨¥ § ¤ ç¨ (6). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ C(�), £¤¥ � � 0, ª« áá áã¡¬®¤ã«ïà­ëå äã­ªæ¨©,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î �i(S) � �� 8S � I, i 2 I n S. �ãáâì Z(;) � 0.

�§ à ¡®âë [11] á«¥¤ã¥â

�¥®à¥¬  1. � ¤­ë©  «£®à¨â¬ A ¢ § ¤ ç¥ (6) ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® Z(S) 2 C(�), ¯à¨¢®¤¨â ª

­¥à ¢¥­áâ¢ã

Z� � ZG

Z� � Z(;) + k�
� (1� 1=k)k < 1=e;

£¤¥ e | ®á­®¢ ­¨¥ ­ âãà «ì­®£® «®£ à¨ä¬ .

4. �ª¢¨¢ «¥­â­ ï § ¤ ç 

�ãáâì F = max
i2I

fi + 1. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¬¥â®¤®¬ èâà ä­ëå äã­ªæ¨© ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¯à¨¡«¨-
¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï.

� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã

max
S�I

H(S); (7)

H(S) = max
(xij)

X
i2S

X
j2J

(gij + F )xij �
X
i2S

fi � F
X
j2J

bj ; (8)

X
i2S

xij � bj ; j 2 J; (9)

X
j2J

xij � di; i 2 S; (10)

0 � xij � aij ; xij æ¥«®¥, i 2 S; j 2 J: (11)

�¥«¥¢ ï äã­ªæ¨ï (8) ¯®«ãç ¥âáï ¯®á«¥ ¢¢¥¤¥­¨ï èâà ä­®© äã­ªæ¨¨

X
j2J

�X
i2I

xij � bj

�
F

¢ æ¥«¥¢ãî äã­ªæ¨î (1) ¨áå®¤­®© § ¤ ç¨ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢
®£à ­¨ç¥­¨¨ (9) ¨¬¥¥¬ ­¥áâà®£®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®.

�à¥¤áâ ¢«¥­­ ï § ¤ ç  ï¢«ï¥âáï ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© ¯à¨ ®âëáª ­¨¨ ¤®¯ãáâ¨¬®£® à¥è¥­¨ï § -
¤ ç¨ (1){(5) á £ à ­â¨à®¢ ­­®© ®æ¥­ª®© â®ç­®áâ¨ ¯®«ãç ¥¬®£® à¥è¥­¨ï. �«¥¤ãîé¨¥ ¢á¯®¬®£ -
â¥«ì­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ãáâ ­ ¢«¨¢ îâ á¢ï§ì ¬¥¦¤ã § ¤ ç ¬¨ (1){(5) ¨ (7){(11).

�¥¬¬  4. � ¤ ç¨ (1){(5) ¨ (7){(11) íª¢¨¢ «¥­â­ë.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥­¨¥ èâà ä­®© äã­ªæ¨¨ £ à ­â¨àã¥â ¢ë¯®«­¥­¨¥ à ¢¥­áâ¢  ¢ ­¥à -
¢¥­áâ¢¥ (9) ¤«ï ¢á¥å i 2 I ¢ ®¯â¨¬ «ì­®¬ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç¨ (7){(11). �®¯ãáâ¨¬, çâ® íâ® ­¥ â ª.
�ãáâì Z� | §­ ç¥­¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®£® à¥è¥­¨ï ¨ ¯ãáâì ¤«ï ­¥ª®â®àëå j 2 J ¢ë¯®«­ï¥âáï áâà®£®¥
­¥à ¢¥­áâ¢® ¢ ãá«®¢¨¨ (9). �®£¤  à áá¬®âà¨¬ â ª®¥ ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥­¨¥ á® §­ ç¥­¨¥¬ ZA, çâ® ¢
­¥ª®â®àë© â ª®© ¯ã­ªâ ¯®âà¥¡«¥­¨ï j ¯®áâ ¢«ï¥âáï ¥é¥ ®¤­  ¥¤¨­¨æ  ¯à®¤ãªâ  ¨§ ­¥ª®â®à®£®
¯à¥¤¯à¨ïâ¨ï i, ª®â®à®¥ ¬®¦­® ®âªàëâì, ¥á«¨ i =2 S. �¬¥¥¬ ZA > Z�, â. ª. ZA�Z� � gij�fi+F > 0.
�®«ãç¨«¨ à¥è¥­¨¥ á® §­ ç¥­¨¥¬ æ¥«¥¢®© äã­ªæ¨¨, ¡®«ìè¨¬ Z�. �à®â¨¢®à¥ç¨¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
®¯â¨¬ «ì­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7){(11) ï¢«ï¥âáï ®¯â¨¬ «ì­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1){(5). �¡à â­®¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®.

�¥¬¬  5. �®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7){(11), ¯®«ãç¥­­®¥ ¦ ¤­ë¬  «£®à¨â¬®¬ A, ï¢«ï-
¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1){(5).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ©¤ï ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7){(11) ¦ ¤­ë¬  «£®à¨â¬®¬ A, ¡ã¤¥¬
¨¬¥âì à ¢¥­áâ¢® ¢ ­¥à ¢¥­áâ¢¥ (9) ¤«ï ¢á¥å j 2 J . �®¯ãáâ¨¬, çâ® íâ® ­¥ â ª. �ãáâì ZA |
§­ ç¥­¨¥ ¤®¯ãáâ¨¬®£® à¥è¥­¨ï, ¯®«ãç¥­­®£® ¦ ¤­ë¬  «£®à¨â¬®¬ A, ¨ ¯ãáâì ¤«ï ­¥ª®â®àëå
j 2 J ¢ë¯®«­ï¥âáï áâà®£®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¢ ãá«®¢¨¨ (9). �®£¤  ­ ©¤¥âáï â ª®¥ i 2 I, çâ® �i(S) �
gij � fi + F > 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® j 2 J . �®«ãç¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ãá«®¢¨¥¬ ®áâ ­®¢ª¨  «£®à¨â¬ 
A. � ª¨¬ ®¡à §®¬,  «£®à¨â¬ A ¯®«ãç ¥â à¥è¥­¨¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬ (3){(5).

5. �æ¥­ª¨ ª ç¥áâ¢   «£®à¨â¬ 

�®áª®«ìªã §­ ç¥­¨¥ æ¥«¥¢®© äã­ªæ¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®© § ¤ ç¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ª ª ¯®«®¦¨â¥«ì-
­ë¬, â ª ¨ ®âà¨æ â¥«ì­ë¬, â®, á«¥¤ãï [9], ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®æ¥­ªã ®â­®á¨â¥«ì­®£® ãª«®­¥­¨ï
(Z� �ZG)=(Z� �ZR), £¤¥ Z� ¨ ZG | ®¯â¨¬ «ì­®¥ à¥è¥­¨¥ ¨ ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥­¨e § ¤ ç¨, ¯®«ã-
ç ¥¬ë¥ ¯à¥¤«®¦¥­­ë¬  «£®à¨â¬®¬ A; ZR | £ à ­â¨à®¢ ­­ ï ­¨¦­ïï ®æ¥­ª  ¤«ï à¥è¥­¨ï. �
¤ ­­®© à ¡®â¥ ¡ã¤¥¬ ¯®« £ âì

ZR =
X
j2J

bj min
i2I

gij �m(max
i2I

fi): (12)

� «¥¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ® äã­ªæ¨ïH(S); S � I, ï¢«ï¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®© ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®¦­®
¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¦ ¤­ë¬  «£®à¨â¬®¬ A, çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (7){
(11) á £ à ­â¨à®¢ ­­®© ®æ¥­ª®© â®ç­®áâ¨, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì â¥®à¥¬®© 1. B áâ âì¥ [11] ¡ë«®
¯®ª § ­®, çâ® æ¥«¥¢ ï äã­ªæ¨ï § ¤ ç¨ à §¬¥é¥­¨ï á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ ®¡ê¥¬ ¬¨ ¯à®¨§¢®¤áâ¢
ï¢«ï¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®©. �¤¥áì ¤®ª ¦¥¬ ¡®«¥¥ ®¡é¨© à¥§ã«ìâ â.

� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã

max
S�I

h(S);

h(S) = max
(xij)

X
i2S

X
j2J

(gij + F )xij ;
X
i2S

xij � bj; j 2 J;
X
j2J

xij � di; i 2 S;

0 � xij � aij ; xij æ¥«®¥, i 2 S; j 2 J:

�¥¬¬  6. �ã­ªæ¨ï h(S), S � I, ï¢«ï¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤áâ ¢«¥­­ ï § ¤ ç  ï¢«ï¥âáï § ¤ ç¥© âà ­á¯®àâ­®£® â¨¯ . � áá¬®-
âà¨¬ á«¥¤ãîéãî § ¤ çã á â®© ¦¥ æ¥«¥¢®© äã­ªæ¨¥© ¨ â¥¬¨ ¦¥ âà¥¡®¢ ­¨ï¬¨ ­  ®¡ê¥¬ë ¯®-
áâ ¢®ª ¤«ï ª ¦¤®£® j 2 J . �¬¥áâ® ¬­®¦¥áâ¢  I à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® D, jDj = P

i2I

di, ¯ã­ªâ®¢

®â¯à ¢«¥­¨ï ¯à®¤ãªâ  á ¥¤¨­¨ç­®© ¬®é­®áâìî ª ¦¤ë©. �­®¦¥áâ¢® D á®áâ®¨â ¨§ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï
­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¬­®¦¥áâ¢ Di, jDij = di, i 2 I, â ª¨å, çâ® ¨áâ®ç­¨ª ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Di ¬®-
¦¥â ¯®áâ ¢«ïâì ¯à®¤ãªâ ¢ «î¡®© ¯ã­ªâ ¯®âà¥¡«¥­¨ï, ­® ¯à¨ íâ®¬ ­¥ ¡®«¥¥ aij ¥¤¨­¨æ ¨§ ¢á¥å
¨áâ®ç­¨ª®¢ Di ¢ ¯ã­ªâ ¯®âà¥¡«¥­¨ï j.

�¥«¥¢ ï äã­ªæ¨ï â ª®© § ¤ ç¨ ï¢«ï¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®©. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­®£®
®¯à¥¤¥«¥­¨ï áã¡¬®¤ã«ïà­®© äã­ªæ¨¨ [11]: äã­ªæ¨ï ï¢«ï¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®©, ¥á«¨ �k(S) �
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�k(T ) 8S � T � D, 8k 2 DnT . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì k 2 DnT , k 2 Di. �á«¨ h(S[fkg)�h(S) = gij ,
â® h(T [ fkg) � h(T ) � gij ; ¥á«¨ ¦¥ h(S [ fkg) � h(S) = 0, â® h(T [ fkg) � h(T ) = 0, â. ª. S � T .
�ç¥¢¨¤­®, æ¥«¥¢ ï äã­ªæ¨ï h(T ), T � D, ï¢«ï¥âáï ­¥ã¡ë¢ îé¥©.

�ãáâì h(S) = h([i2SDi), S � I. �®£¤  á®£« á­® «¥¬¬¥ 3 äã­ªæ¨ï h(S), S � I, ï¢«ï¥âáï
áã¡¬®¤ã«ïà­®©.

�á«¨ ¯®«®¦¨âì di = �fi, i 2 I, â® á®£« á­® «¥¬¬ ¬ 1 ¨ 2 ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�¥¬¬  7. �ã­ªæ¨ï H(S), S � I, ï¢«ï¥âáï áã¡¬®¤ã«ïà­®©.

�¥¯¥àì ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ®á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â à ¡®âë.

�¥®à¥¬  2. �«ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ à §¬¥é¥­¨ï ­  ¬ ªá¨¬ã¬ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ ®¡ê¥¬ ¬¨ ¯à®-

¨§¢®¤áâ¢ ¨ ¯®áâ ¢®ª (1){(5) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë©  «£®à¨â¬, ª®â®àë© ­ å®¤¨â ¯à¨-

¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ZG á® á«¥¤ãîé¥© ®æ¥­ª®© â®ç­®áâ¨ á® á¤¢¨£®¬:

Z� � ZG

Z� � ZR

<
1
e
; (13)

£¤¥ Z� | â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥, ZR ¨¬¥¥â ¢¨¤ (12), e | ®á­®¢ ­¨¥ ­ âãà «ì­®£® «®£ à¨ä¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨¬¥­ï¥¬¦ ¤­ë©  «£®à¨â¬ A ª § ¤ ç¥ (7){(11). �®¦¥¬ ¢®á¯®«ì§®¢ âì-
áï â¥®à¥¬®© 1, â. ª. ¯® «¥¬¬¥ 7 æ¥«¥¢ ï äã­ªæ¨ï íâ®© § ¤ ç¨ áã¡¬®¤ã«ïà­  ¨ H(S) 2 C(�), £¤¥
� = max

i2I
fi. �á«¨ ¢ å®¤¥ íâ®£®  «£®à¨â¬  ¢ë¡¨à ¥âáï k = m ¯à¥¤¯à¨ïâ¨©, â® ¯®«ãç ¥âáï (13).

�á«¨ ¢ë¡à ­® k < m ¯à¥¤¯à¨ïâ¨©, â® ®â­®á¨â¥«ì­ ï ®æ¥­ª  á® á¤¢¨£®¬ ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢®©
á®£« á­® æ¥¯®çª¥ ­¥à ¢¥­áâ¢

Z� � ZG

Z� � Z(;) +m�
� Z� � ZG

Z� � Z(;) + k�
� (1� 1=k)k < 1=e:

�à¨ íâ®¬ â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ Z� ¨ ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥­¨¥ ZG § ¤ ç¨ (7){(11) ï¢«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­®
â®ç­ë¬ ¨ ¤®¯ãáâ¨¬ë¬ à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç¨ (1){(5) á®£« á­® «¥¬¬ ¬ 4 ¨ 5. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ­ ©¤¥­®
¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (1){(5) á £ à ­â¨à®¢ ­­®© ®æ¥­ª®© â®ç­®áâ¨.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ �i(S) ¢ å®¤¥  «£®à¨â¬  A à¥è ¥âáï âà ­á¯®àâ­ ï § ¤ ç  ­ 
¬ ªá¨¬ã¬ á ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ ­  ®¡ê¥¬ë ¯®áâ ¢®ª. �®¦­® á¢¥áâ¨ ¥¥ ª § ¤ ç¥ ®
¯®â®ª¥ ¬¨­¨¬ «ì­®© áâ®¨¬®áâ¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

� áá¬®âà¨¬ á¥âì á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨­ fsg [ I [ I� [ J [ ftg, £¤¥ jI�j = jIj, ¨ s, t | á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­® ¨áâ®ç­¨ª ¨ áâ®ª á¥â¨. �ã£¨ ®à¨¥­â¨à®¢ ­ë ®â s ª i ¨ ®â j ª t, i 2 I, j 2 J . � ¦¤ë© ¯ã­ªâ
i 2 I á®¥¤¨­¥­ ¢ëå®¤ïé¥© ¤ã£®© á® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¬ ¯ã­ªâ®¬ i� 2 I�, ¨§ ª®â®à®£® ¢ëå®¤ïâ ¤ã£¨
¢ ª ¦¤ë© ¯ã­ªâ j 2 J . �à®¯ãáª­ãî á¯®á®¡­®áâì ¤ã£¨ (i; i�) ¯®« £ ¥¬ à ¢­®© di,   ¤ã£¨ (i�; j) |
à ¢­®© aij , ®áâ «ì­ë¥ ¯à®¯ãáª­ë¥ á¯®á®¡­®áâ¨ ­¥ ®£à ­¨ç¥­ë. �¥­ã âà ­á¯®àâ¨à®¢ª¨ ¥¤¨­¨æë
¯à®¤ãªâ  ¨§ i� ¢ j ¯®« £ ¥¬ à ¢­®© (�gij), âà ­á¯®àâ¨à®¢ª  ¯® ®áâ «ì­ë¬ ¤ã£ ¬ à ¢­  ­ã«î.
�à¥¡ã¥âáï ­ ©â¨ ¯®â®ª ¢¥«¨ç¨­ë

P
j2J

bj ¬¨­¨¬ «ì­®© áâ®¨¬®áâ¨ ¢ ¤ ­­®© á¥â¨.

� ª ª ª ¤«ï § ¤ ç¨ ® ¯®â®ª¥ ¬¨­¨¬ «ì­®© áâ®¨¬®áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë©  «£®à¨â¬
[12], â® ¯®«ãç ¥¬ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®áâì ¯®áâà®¥­­®£® ¦ ¤­®£®  «£®à¨â¬  A ¤«ï § ¤ ç¨ (1){(5).

�ëà ¦ î ¯à¨§­ â¥«ì­®áâì ¬®¥¬ã ­ ãç­®¬ã àãª®¢®¤¨â¥«î �¨¬ ¤¨ �.�. §  ¯®¬®éì ¯à¨ ­ -
¯¨á ­¨¨ íâ®© áâ âì¨.
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