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� áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨¥©ëå ãà ¢¥¨©

bi = ai1p1 + ai2p2 + � � �+ aimpm; i = 1; 2; : : : ; s; (1)

£¤¥ b1; b2; : : : ; bs |  âãà «ìë¥ ç¨á« , ai1; ai2; : : : ; aim | æ¥«ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë,   p1; p2; : : : ; pm |
¥¨§¢¥áâë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« . � [1] ¯à¨ m � 2s+1, £¤¥ ¨§ãç « áì à §à¥è¨¬®áâì íâ®© á¨áâ¥¬ë ¯à¨
¥ª®â®àëå ¤®¯®«¨â¥«ìëå ãá«®¢¨ïå, ¯®«ãç¥   á¨¬¯â®â¨ç¥áª ï ä®à¬ã«  ¤«ï ç¨á«  à¥è¥¨©
á¨áâ¥¬ë (1). � ¯à¨ s < m � 2s ¤® á¨å ¯®à ¥ â®«ìª® ¥ ¯®«ãç¥   á¨¬¯â®â¨ç¥áª ï ä®à¬ã« ,
® ¤ ¦¥ ¥ ãáâ ®¢«¥® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ à¥è¥¨© ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£®  ¡®à   âãà «ìëå ç¨á¥«
b1; b2; : : : ; bs.

� [2] ¤«ï á¨áâ¥¬ë (1) ¯à¨ s = 2, m = 3 ®æ¥¨¢ «®áì ª®«¨ç¥áâ¢® ¯ à (b1; b2), 1 � b1; b2 � X,
¤«ï ª®â®àëå á¨áâ¥¬  (1) ¥à §à¥è¨¬  ¢ ¯à®áâëå ç¨á« å, â. ¥. ª®«¨ç¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ¢ ¬®¦¥áâ¢¥
E2(X) = f(b1; b2) j 1 � b1; b2 � X, bi = ai1p1 + ai2p2 + ai3p3, i = 1; 2g. �à¨ íâ®¬ ¤«ï ¤®áâ â®ç®
¡®«ìè¨å X ¯®«ãç¥  áâ¥¯¥ ï ®æ¥ª 

cardE2(X) � X2�"; (2)

£¤¥ " |  ¡á®«îâ ï, íää¥ªâ¨¢® ¢ëç¨á«ï¥¬ ï, ¯®«®¦¨â¥«ì ï ¬ « ï ¯®áâ®ï ï.
�®« £ ï s = n, m = n+ 1, ¨§ (1) ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ãà ¢¥¨©

bi = ai1p1 + ai2p2 + � � �+ ai;n+1pn+1; i = 1; 2; : : : ; n; (3)

á®áâ®ïéãî ¨§ n ãà ¢¥¨© á n+ 1 ¯à®áâë¬¨ ¯¥à¥¬¥ë¬¨. �«ï ã¤®¡áâ¢  ®¡®§ ç¨¬

Ai1i2:::in =

2
6664
a1i1 a1i2 � � � a1in
a2i1 a2i2 � � � a2in
...

...
. . .

...
ani1 ani2 � � � anin

3
7775 ; �i1i2:::in = det(Ai1i2:::in);

£¤¥ 1 � i1; i2; : : : ; in � n + 1; �i1i2:::in�1b | ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë Ai1i2:::in�1b, ¯®«ãç¥®© ¨§
¬ âà¨æë Ai1i2:::in § ¬¥®© in-£® áâ®«¡æ  áâ®«¡æ®¬ á¢®¡®¤ëå ç«¥®¢ bi á¨áâ¥¬ë (3). �á¯®«ì§ã¥¬
â ª¦¥ ®¡®§ ç¥¨ï �i = �12:::i�1;i+1;:::n+1, �b

ik | ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì n-¯®àï¤ª , ¯®«ãç¥ë© ¨§ �i

§ ¬¥®© í«¥¬¥â®¢ k-£® áâ®«¡æ  áâ®«¡æ®¬ á¢®¡®¤ëå ç«¥®¢ bi á¨áâ¥¬ë (3).
�«ï â®£® çâ®¡ë ¨§¡¥¦ âì âà¨¢¨ «ì®áâ¨ ¨ ¢ëà®¦¤¥®áâ¨,  « £ ¥¬   ª®íää¨æ¨¥âë aij

ãá«®¢¨ï

�1�2 : : :�n+1 6= 0; (�1;�2; : : : ;�n+1) = 1: (4)

� ª ®¡ëç®, à §à¥è¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë (1) § ¢¨á¨â ®â á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå ãá«®¢¨© (á¬. [2]; [3],
£«. 5).

A) �«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® p á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨©

ai1l1 + ai2l2 + � � �+ ai;n+1ln+1 � bi (mod p); i = 1; 2; : : : ; n; (5)

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥ª®â®àë¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  l1; l2; : : : ; ln+1 á ãá«®¢¨¥¬ 1 � l1; l2; : : : ; ln+1 � p� 1.
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B) �«ï ¥ª®â®àëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« y1; y2; : : : ; yn+1 á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥-
áâ¢ 

ai1y1 + ai2y2 + � � �+ ai;n+1yn+1 = bi; i = 1; 2; : : : ; n:

�«ï «î¡®£® ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®£®X ç¥à¥§ U(X) ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢ b = (b1; b2; : : : ; bn),
ª®â®àë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ A), B) ¨ 1 � b1; b2; : : : ; bn � X. �ãáâì

B = maxf3jaij jg; 1 � i � n; 1 � j � n+ 1:

�á«®¢¨ï A) ¨ B) ï¢«ïîâáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ ¯à¨ ®æ¥ª¥ á¨£ã«ïà®£® àï¤  ¨ á¨£ã«ïà®£®
¨â¥£à « , ¢®§¨ª îé¨å ¢ § ¤ ç¥ ® à §à¥è¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© (3) ¢ ¯à®áâëå ç¨á« å.
�®íâ®¬ã ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ à §à¥è¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (3) ¢ ¯à®áâëå ç¨á« å à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ì-
ª® â¥ b = (b1; b2; : : : ; bn), ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ âáï ¢ U(X) (á¬. [2], [3]). � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢®§¨ª ¥â
¢®¯à®á: ª ª®¢  ¬®é®áâì ¬®¦¥áâ¢  U(X)?

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¯®ª § ®, çâ® ¬®¦¥áâ¢® U(X) á®¤¥à¦¨â ¤®áâ â®ç® ¬®£® í«¥¬¥â®¢,  
¨¬¥® ¤®ª §  

�¥®à¥¬ . �á«¨ ¤«ï ¥ª®â®àëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« y1; y2; : : : ; yn+1 ¢ë¯®«-
ïîâáï ¥à ¢¥áâ¢ 

ai1y1 + ai2y2 + � � �+ ai;n+1yn+1 > 0; i = 1; 2; : : : ; n; (6)

â® á¯à ¢¥¤«¨¢  ®æ¥ª 

cardU(X)� Xn(B2(n�1)2(2n�1)+n ln lnB)�1:

�«ï áà ¢¥¨ï ®â¬¥â¨¬, çâ® à ¥¥ ¯à¨ n = 2 ¢ [2] ¡ë«  ¯®«ãç¥  ®æ¥ª 

cardU(X)� X2(B2 ln lnB)�2: (7)

� ç¨á«¥ëå ãâ®ç¥¨ïå § ç¥¨© ª®áâ â ¢ ®æ¥ª å (2) ¨ (7) á¬. [4], [5].

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¨¢¥¤¥¬ «¥¬¬ë. �ãáâì aij (i = 1; n; j = 1; n+ 1) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨-
ï¬ â¥®à¥¬ë. �«ï «î¡®£® æ¥«®£® q � 1 ç¥à¥§

P
(q) ®¡®§ ç¨¬ áã¬¬¨à®¢ ¨¥ ¯® ¢á¥¬ l1; l2; : : : ; ln+1,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬ 1 � lj � q, (lj ; q) = 1,
P

1�j�n+1
aijlj � bi (mod q), i = 1; n.

�®«®¦¨¬

N(q) =
X

(q)
1: (8)

�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¤ ¥â ªà¨â¥à¨© ¤«ï ¯à®¢¥àª¨ ¢ë¯®«¥¨ï ãá«®¢¨© (5).

�¥¬¬  1. �«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® p > n+1 à ¢¥áâ¢® N(p) = 0 ¢ë¯®«ï¥âáï â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ i, 1 � i � n + 1, çâ® �j1j2:::jn � 0 (mod p) ¢áïª¨© à §, ª®£¤ 

j1; j2; : : : ; jn 2 f1; 2; : : : ; n+ 1; bg n fig.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á«ãç ¥ n = 2 «¥¬¬  á®¢¯ ¤ ¥â á ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ 3.1 à ¡®âë [2]. � á-
á¬®âà¨¬ á«ãç © n > 2. � á¨«ã (4), ¥ ã¬¥ìè ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® �n+1 6�
0 (mod p), £¤¥ p > n+ 1 | ä¨ªá¨à®¢ ®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«®.

�«ï ã¤®¡áâ¢  á ç «  à áá¬®âà¨¬ á«ãç © n = 3. �®ª ¦¥¬, çâ® N(p) = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ i, 1 � i � 4, çâ® �j1j2j3 � 0 (mod p) ¢áïª¨© à §, ª®£¤  j1; j2; j3 2
f1; 2; 3; 4; bg n fig. � ç¥ £®¢®àï, N(p) = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«ï¥âáï å®âï ¡ë ®¤®
¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

i = 1; j1; j2; j3 2 f2; 3; 4; bg; �234 � �23b � �24b � �34b � 0 (mod p);

i = 2; j1; j2; j3 2 f1; 3; 4; bg; �134 � �13b � �14b � �34b � 0 (mod p);

i = 3; j1; j2; j3 2 f1; 2; 4; bg; �124 � �12b � �14b � �24b � 0 (mod p);

i = 4; j1; j2; j3 2 f1; 2; 3; bg; �123 � �12b � �13b � �23b � 0 (mod p):
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� á¨«ã ãá«®¢¨© (4) ¬®¦¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® �123 6� 0 (mod p), £¤¥ p � 5 | ä¨ªá¨à®¢ ®¥
¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �¨áâ¥¬  áà ¢¥¨©

X
1�j�4

aijlj � bi (mod p); i = 1; 2; 3;

íª¢¨¢ «¥â 

�123l1 � �b23 ��423l4 � �23b ��234l4 (mod p);

�123l2 � �1b3 ��143l4 � ��13b +�134l4 (mod p);

�123l3 � �12b ��124l4 � �12b ��124l4 (mod p):

� ª ª ª �123 � ��231 (mod p), â®

�213l1 = �234l4 ��23b (mod p);

�123l2 = �134l4 ��13b (mod p);

�213l3 = �124l4 ��12b (mod p):

�«¥¤®¢ â¥«ì®, N(p) = 0, ¥á«¨ ¯®«¨®¬

P (z) = (�234z ��23b)(�134z ��13b)(�123z ��12b)z

ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬ ¯®«¨®¬®¬  ¤ ®¡« áâìî æ¥«®áâ®áâ¨ Zp(z). �®áª®«ìªã p � 5 ¨ degP (z) = 4,
â® ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥âë íâ®£® ¯®«¨®¬  ¤®«¦ë ¤¥«¨âìáï   p,   ¤«ï íâ®£® ¥®¡å®¤¨¬® ¢ë¯®«-
¥¨¥ ®¤®£® ¨§ á«¥¤ãîé¨å áà ¢¥¨©: �234 � �23b � 0 (mod p), �134 � �13b � 0 (mod p),
�124 � �12b � 0 (mod p). �ãáâì �234 � �23b � 0 (mod p). �áâ «ìë¥ á«ãç ¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï
  «®£¨ç®. � ª ª ª ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î �123 6� 0 (mod p), â® p 6 n (a1i; a2i; a3i), i = 1; 2; 3. �®íâ®¬ã
¨§ �234 � 0 (mod p) ¨ �23b � 0 (mod p) á«¥¤ã¥â �24b � �34b � 0 (mod p).

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨¬¥¥¬

�234 = a14A14 + a24A24 + a34A34 � 0 (mod p);

�23b = b1A14 + b2A24 + b3A34 � 0 (mod p);

�24b = b1(a22a34 � a24a32)� b2(a12a34 � a14a32) + b3(a12a24 � a14a22);

Ai4 |  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«¥¨¥ í«¥¬¥â  ai4. �®¦® áç¨â âì, çâ® å®âï ¡ë ®¤® ¨§ A14, A24,
A34 ®â«¨ç® ®â ã«ï (¨ ç¥ ¡ë«® ¡ë �123 = 0). �ãáâì A14 6= 0, â®£¤ 

a14 � (�a24A24 � a34A34)A
�1
14 (mod p); b1 � (�b2A24 � b3A34)A

�1
14 (mod p)

¨ �24b � �b2a34(a22A24+a12A14+a32A34)+b3a24(a32A34+a12A14+a22A24) � 0 (mod p). � «®£¨ç®
�34b � b1(a23a34 � a24a33) � b2(a13a34 � a14a33) + b3(a13a24 � a14a23) � �b2a34(a23A24 + a13A14 +
a33A34) + b3a24(a13A14 + a33A34 + a23A24) � 0 (mod p). � ª ª ª �123 6� 0 (mod p),   á«¥¤®¢ â¥«ì®,
p 6 n (a1i; a2i; a3i), â® ¨§ �ij1j2 � �ik1k2 � 0 (mod p) á«¥¤ã¥â �j1k1k2 � �j1j2k1 � �j2k1k2 � �j1j2k2 � 0
(mod p). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ á«ãç ¥ n = 3 «¥¬¬  ¤®ª §  .

�ãáâì â¥¯¥àì n > 3. � íâ®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  áà ¢¥¨©
X

1�j�n+1

aij lj � bi (mod p); i = 1; 2; : : : ; n;

íª¢¨¢ «¥â  á¨áâ¥¬¥

�n+1l1 � �b
n+1;1 ��n+1

n+1;1ln+1 (mod p);

�n+1l2 � �b
n+1;2 ��n+1

n+1;2ln+1 (mod p);

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�n+1ln � �b
n+1;n ��n+1

n+1;nln+1 (mod p):
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�«¥¤®¢ â¥«ì®, N(p) = 0, ¥á«¨ ¯®«¨®¬

P (z) =
nY

j=1

(�b
n+1;j ��n+1

n+1;jz)z

ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬ ¯®«¨®¬®¬  ¤ ®¡« áâìî æ¥«®áâ®áâ¨ Zp[z], â. ¥. P (l) � 0 (mod p) ¤«ï ¢á¥å l,
â. ª. degP (z) = n+ 1 < p, â® íâ® ¬®¦¥â á«ãç¨âìáï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

�b
n+1;j � �n+1

n+1;j � 0 (mod p)

å®âï ¡ë ¤«ï ®¤®£® j = 1; 2; : : : ; n. � á¨«ã �n+1 6� 0 (mod p) íâ® ®§ ç ¥â, çâ®

�j1j2:::jn�1;n+1 � �j1j2:::jn�1b � 0 (mod p) ¨ �j1j2:::jn�2;n+1;b � 0 (mod p)

¤«ï ¢á¥å j1; j2; : : : ; jn�1 2 f1; 2; : : : ; ng. �®áª®«ìªã �n+1 6� 0 (mod p), â® p 6 n (a1i; a2i; : : : ; ani) ¯à¨
i = 1; 2; : : : ; n ¨ â®£¤  ¨§

�ij1j2:::jn�1
� �ik1k2:::kn�1

� 0 (mod p)

á«¥¤ã¥â

�jk1k2:::kn�1
� : : : � �jn�1k1k2:::kn�1

� 0 (mod p): (9)

� (9) ¢å®¤ïâ ¢á¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ n-£® ¯®àï¤ª , ª®â®àë¥ ¬®¦® ®¡à §®¢ âì, ¨á¯®«ì§ãï áâ®«¡æë
á ®¬¥à ¬¨ j1; j2; : : : ; jn�1, k1; k2; : : : ; kn�1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, «¥¬¬  1 ¤®ª §  .

�¥¬¬  2. �ãáâì (b1; b2; : : : ; bn) | ä¨ªá¨à®¢ ®¥ § ç¥¨¥ b ¢ ªã¡¥ [1;m]n, ¤«ï ª®â®à®£®

N(p) > 0 ¯à¨ ¢á¥å p. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬ N1,

N1 � Xn(mnB2(n�1)2(2n�1))�1; (10)

§ ç¥¨© (z1; z2; : : : ; zn), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬

1 � zi � X; zi � bi (modm);
n+1X
j=1

aijyj = zi; i = 1; n;

£¤¥ y1; y2; : : : ; yn+1 | ¥ª®â®àë¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìë¥ ç¨á« .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥è ï á¨áâ¥¬ã ãà ¢¥¨©
nX

j=1

aijyj = zi; i = 1; n;

®â®á¨â¥«ì® y2; y3; : : : ; yn+1,  å®¤¨¬

y2 =
1
�1

(��1
12y1 +�z

12);

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (11)

yn+1 =
1
�1

(��1
1;n+1y1 +�z

1;n+1):

�á«¨ ¥®¡å®¤¨¬®, ¯¥à¥®¡®§ ç¨¢ ¨¤¥ªáë j ª®íää¨æ¨¥â®¢ aij , ¬®¦¥¬ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ®

��1
12 > 0; : : : ;��1

1;n+1 > 0:

�á«¨ �1 > 0, â® á¨áâ¥¬  (11) à §à¥è¨¬  ¢ ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á« å yj ,   íâ®
®§ ç ¥â, çâ® ãá«®¢¨¥ B) ¢ë¯®«ï¥âáï ¤«ï «î¡®£® ¢¥é¥áâ¢¥®£® b1; b2; : : : ; bn. �®íâ®¬ã ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ (10) ®ç¥¢¨¤® ¢ë¯®«ï¥âáï.

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ á«ãç © �1 < 0. � íâ®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  (11) ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¯®«®¦¨â¥«ìë¥
à¥è¥¨ï y1; y2; : : : ; yn+1, ¥á«¨

�z
12 < 0;�z

13 < 0; : : : ;�z
1;n+1 < 0:
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�¡®§ ç¨¢ xi = zi
z1
, i = 2; 3; : : : ; n, ¯®á«¥¤¨¥ ãá«®¢¨ï ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå

¥à ¢¥áâ¢ ®â®á¨â¥«ì® x2; x3; : : : ; xn > 0:

z1A11 + z2A21 + � � �+ znAn1 < 0;

z1A12 + z2A22 + � � �+ znAn2 < 0;

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

z1A1n + z2A2n + � � �+ znAnn < 0

¨«¨

A21x2 + � � � +An1xn < �A11;

A22x2 + � � � +An2xn < �A12;

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

A2nx2 + � � � +Annxn < �A1n:

�á«®¢¨ï (6) â¥®à¥¬ë £ à â¨àãîâ, çâ® ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨© ®¤®à®¤ëå ¥à ¢¥áâ¢ ¥¯ãáâ®
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® U1 < x2; : : : ; xn < U2, £¤¥ 0 � U1 < a(n;B), ¨

1
a2(n;B)

< U2 � U1 < a(n;B); a(n;B) = [(n� 1)!]nB(n�1)2 : (12)

�ãáâì z1 � b1 (modm) | ä¨ªá¨à®¢ ®¥ ç¨á«®, â®£¤  Ai | ª®«¨ç¥áâ¢® zi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
ãá«®¢¨ï¬

1 � zi � X; zi � bi (modm); U1 < ziz
�1
1 < U2; i = 1; n; (13)

¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

Ai = minfzi(U2 � U1)m�1; (X � z1U1)m�1g+O(1): (14)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ (13)  å®¤¨¬ U1z1 < zi < U2z1, zi = bi+mt,m�1(U1z1�bi) < t < (U2z1�bi)m�1.
�âáî¤  ª®«¨ç¥áâ¢® t ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ª®«¨ç¥áâ¢® zi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ (13), à ¢®

�
U2z1
m

�
U1z1
m

�
� "2 =

�
1
m
(U2 � U1)z1

�
� "2: (15)

� ¤àã£®© áâ®à®ë, zi � X, zi � bi (modm), ¯®íâ®¬ã t � m�1(X � bi) ¨ ª®«¨ç¥áâ¢® zi, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ (13), à ¢®

�
X � bi
m

�
U1z1 � bi

m

�
� "3 =

�
1
m
(X � U1z1)

�
� "3; (16)

£¤¥ "2¨ "3 à ¢® ¥¤¨¨æ¥ ¨«¨ ã«î ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ï¢«ï¥âáï «¨ m�1(U2�U1)z1 ¨m�1(X�
U1z1) æ¥«ë¬ ¨«¨ ¥â. �§ (15) ¨ (16) á«¥¤ã¥â (14).

� á¨«ã (12) ¯à¨ z1 � X(2U1)�1 (z1 � X=2a(n;B)2) ¨§ (14)  å®¤¨¬

Ai � minfz1B
�2(n�1)2m�1;X(2m)�1g �O(1)� z1(B

2(n�1)2m)�1 �O(1); ¥á«¨ X > 2z1B
�2(n�1)2 :

�®¡¨à ï â ª¨¥ ®æ¥ª¨ ¤«ï ¢á¥å i = 2; 3; : : : ; n, ¯®«ãç¨¬

A = A2A3 : : : An � [z1(B
2(n�1)2m)�1 �O(1)]n�1:

�¥¯¥àì áã¬¬¨àãï ¯® ¢á¥¬ z1, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬ z1 � b1 (modm) ¨ 1 � z1 � X=2a(n;B)2,
ã¡¥¤¨¬áï, çâ®

N1 �
X
z1

fz1(B2(n�1)2m)�1 �O(1)gn�1:
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� §« £ ï ¢ëà ¦¥¨¥, áâ®ïé¥¥ ¯®¤ áã¬¬®©, ¯® ä®à¬ã«¥ ¡¨®¬  �ìîâ® ,   § â¥¬ áã¬¬¨àãï ¯®
z1 ª ¦¤ë© ç«¥ ®â¤¥«ì®,  å®¤¨¬

N1 � (mB2(n�1)2)�n+1
X

z1�X=2a(n;B)2

z1�b1 (modm)

zn�11 �
mn�1

(mB2(n�1)2)n�1
X

t�
X�b1

2a(n;B)2m

tn�1 �

�
1

B2(n�1)2

�
X � b1

2a(n;B)2m

�n

�
Xn

mnB2(n�1)3+2n(n�1)2
�

Xn

B2(n�1)2(2n�1)mn
:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, «¥¬¬  2 ¤®ª §  .
�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î U(X) ª®«¨ç¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢ b = (b1; b2; : : : ; bn) 2

U(X) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤¢ã¬ï ãá«®¢¨ï¬¨ A) ¨ B). � ç «  à áá¬®âà¨¬ ãá«®¢¨¥ A). � á¨«ã (8)
¤®áâ â®ç® ®¯à¥¤¥«¨âì ª®«¨ç¥áâ¢® b, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«ï¥âáï N(p) > 0 ¤«ï ¢á¥å p. �ãáâì
p1; p2; : : : ; ps | ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« , ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¥ n+1. �®£¤  N(pi) > 0 (i = 1; 2; : : : ; s), ¥á«¨
b1; b2; : : : ; bn «¥¦ â ¢ ¥ª®â®à®¬ ¯®¤å®¤ïé¥ ¢ë¡à ®¬ ª« áá¥ ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«îm1 = p1p2 : : : ps,
 ¯à¨¬¥à, ª®£¤  bi � ai1 + � � �+ ai;n+1 (modm1), i = 1; 2; : : : ; n ((l1; l2; : : : ; ln+1) � (1; 1; : : : ; 1)).

�«ï p > n+ 1, ¯à¨¬¥ï¥¬ «¥¬¬ã 1. � ç « , ¥á«¨ p 6 n�1�2 : : :�n+1, â® ¥§ ¢¨á¨¬® ®â § -
ç¥¨© b1; b2; : : : ; bn «¥¬¬  1 ®§ ç ¥â, çâ® N(p) > 0. �®-¢â®àëå, ¢¢¨¤ã (4) ¬®¦¥¬ ¯®« £ âì, çâ®
q
(1)
1 ; q

(1)
2 ; : : : ; q(1)u1

| íâ® â¥ ¯à®áâë¥ ç¨á« , ¡�®«ìè¨¥ n+1, ª®â®àë¥ ¤¥«ïâ â®ç® ®¤¨ ¨§ ®¯à¥¤¥«¨-

â¥«¥© �j , j = 1; 2; : : : ; n+ 1; q(2)1 ; q
(2)
2 ; : : : ; q(2)u2

| â¥ ¤¥«¨â¥«¨, ª®â®àë¥ ¤¥«ïâ â®ç® ¤¢  ¨§ ¨å, ¨
â. ¤., q(n)1 ; q

(n)
2 ; : : : ; q(n)un

| â¥ ¤¥«¨â¥«¨, ª®â®àë¥ ¤¥«ïâ â®ç® n ¨§ ¨å.

� áá¬®âà¨¬ q = q
(1)
1 ¨ ¯ãáâì q n�n+1, q 6 n�1�2 : : :�n. � á¨«ã (9), ¥á«¨ q n�b

n+1;n, â® q n�
b
1;n+1,

q n �b
2;n+1; : : : ; q n �

b
n;n+1. �®íâ®¬ã N(p) = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  q n �b

n+1;n. �à ¢¥¨î
�b

n+1;n � 0 (mod q) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â®ç® qn�1 § ç¥¨© b = (b1; b2; : : : ; bn). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ä¨ª-
á¨àã¥¬ b3; b4; : : : ; bn, â®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ q ¯ à (b1; b2), ª®â®àë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãª § ®¬ã áà ¢¥-
¨î. �ç¨âë¢ ï, çâ® 1 � b3; b4; : : : ; bn � q ¯®«ãç¨¬ qn�2q = qn�1 § ç¥¨© b. �®íâ®¬ã ¤«ï ª ¦¤®£®
®áâ ¢è¥£®áï qn � qn�1 = '(qn) § ç¥¨© b = (b1; b2; : : : ; bn) ¨¬¥¥¬ q 6 n�b

n+1;n ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
N(p) > 0.

�ãáâì â¥¯¥àì q = q
(2)
1 ¨ q n (�n+1;�n), q 6 n�1�2 : : :�n�1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, q n�b

n+1;n.
� ª ª ª q 6 n�1�2 : : :�n�1, â® ¬®¦¥¬ ¯®« £ âì, çâ® q 6 n (a1j ; a2j ; : : : ; anj) (j = n; n + 1). �à¨

j = n ¨¬¥¥¬ f1; 2; : : : ; n; n+ 1; bg n fng = f1; 2; : : : ; n� 1; n+ 1; bg. �á«¨

�12:::n�1;n+1 � �12:::n�1;b � �23:::n�1;n+1;b � �13:::n�1;n+1;b � � � � � �123:::n�2;n+1;b � 0 (mod q);

â® N(q) = 0. �®£« á® ãá«®¢¨î �n = �12:::n�1;n+2 � 0 ¨ �b
n;n+1 = �12:::n�1;b � 0 (mod q). �®íâ®¬ã

(N(q) = 0), (�23:::n�1;n+1;b � �13:::n�1;n+1;b � � � � � �123:::n�2;n+1;b � 0 (mod q)):

� ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å áà ¢¥¨© ¨¬¥¥â qn�1 à¥è¥¨© ®â®á¨â¥«ì® b1; b2; : : : ; bn ¯® ¬®¤ã«î q. �«¥¤®-
¢ â¥«ì®, ª®«¨ç¥áâ¢® à¥è¥¨© íâ®© á¨áâ¥¬ë ¥ ¡®«ìè¥ qn�1. � «®£¨ç® ¯à¨ j = n+1 ¯®«ãç¨¬
á¨áâ¥¬ã, á®áâ®ïéãî ¨§ n� 1 áà ¢¥¨©

�23:::n�1;n;b � 0; �134:::n�1;n;b � 0; : : : ; �12:::n�2;n;b � 0 (mod q):

�®«¨ç¥áâ¢® à¥è¥¨© íâ®© á¨áâ¥¬ë ¥ ¡®«ìè¥ qn�1. �«¥¤®¢ â¥«ì®, N(q) > 0 ¤«ï ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬
qn � 2qn�1 § ç¥¨© b = (b1; b2; : : : ; bn) ¯® ¬®¤ã«î q.

� «®£¨ç®  å®¤¨¬, çâ® N(q) > 0 ¤«ï

q = q
(3)
1 ; qn � 3qn�1 (j = n� 1; n; n+ 1);

q = q
(4)
1 ; qn � 4qn�1 (j = n� 2; n� 1; n; n+ 1);

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

q = q(n)1 ; qn � nqn�1 (j = 2; 3; : : : ; n; n+ 1)

á®®â¢¥âáâ¢¥® § ç¥¨© b = (b1; b2; : : : ; bn) ¯® ¬®¤ã«î q.
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�ãáâì m = m1q
(1)
1 : : : q(1)u1

q
(2)
1 : : : q(2)u2

: : : q
(n)
1 : : : q(n)un

. �§ áª § ®£® ¢ëè¥ § ª«îç ¥¬, çâ® áãé¥-
áâ¢ãîâ ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥

u1Y
j1=1

(q(1)j1 )
n�1'(q(1)j1 )

u2Y
j2=1

((q(2)j2 )
n � 2(q(2)j2 )

n�1) : : :
unY

jn=1

((q(n)jn )
n � n(q(n)jn )

n�1) (17)

§ ç¥¨© b = (b1; b2; : : : ; bn) ¯® ¬®¤ã«î m, ¤«ï ª®â®àëå N(p) > 0 ¤«ï ¢á¥å ¯à®áâëå p.
�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ãá«®¢¨¥ B). �ãáâì (b1; b2; : : : ; bn) | ä¨ªá¨à®¢ ®¥ § ç¥¨¥ b ¢ ªã¡¥

[1;m]n, ¤«ï ª®â®à®£® N(p) > 0 ¯à¨ ¢á¥å p. �®£¤  ¢ á¨«ã (17) ¨ (10) ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï U(X) ¯®«ãç¨¬

cardU(X)� N1

�
m

n

�n u1Y
j1=1

'(q(1)j1 )(q
(1)
j1 )

�1
u2Y

j2=1

(1� 2=q(2)j2 ) : : :
unY

jn=1

(1� n=q
(n)
jn ):

�ç¨âë¢ ï, çâ® 1� nq�1j � n�1(1� q�1j ) ¤«ï «î¡®£® n � 1, ¨¬¥¥¬

cardU(X)� N1

�
m

m1

�n u1Y
j1=1

'(q(1)j1 )(q
(1)
j1 )

�1
u2Y

j2=1

1
2

�
1�

1

q
(2)
j2

�
: : :

: : :
unY

jn=1

1
n

�
1�

1

q(n)jn

�
� N1

�
m

m1

�n�
ln ln

m

m1

��1
:

� ª ª ª m1 = p1p2 : : : ps � (n + 1)s � (n + 1)(n+1)= ln(n+1), m � m1j�1�2 : : :�n+1j � Bn(n+1), â®
cardU(X)� Xn(B2(n�1)2(2n�1)+n ln lnB)�1, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

� § ª«îç¥¨¥  ¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à®áâì §  ¯®«¥§ë¥ ®¡áã¦¤¥¨ï ¯à®ä¥áá®à ¬ �.�.� ¢-
à¨ªã ¨ �.�.�áà ¨«®¢ã.
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