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ОБ ОДНОМ ПОЛИНОМИАЛЬНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО РОДА

Аннотация. Предложен и обоснован специальный вариант метода коллокации-подобластей
приближенного решения интегральных уравнений третьего рода в общем случае нулей коэф-
фициента в пространстве обобщенных функций.
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УДК: 519.642

Рассматривается линейное интегральное уравнение третьего рода (УТР)

(Ax)(t) ≡ (Ux)(t) + (Kx)(t) = y(t), (1)

где

(Ux)(t) ≡ u(t)x(t), u(t) ≡ tp1(1−t)p2

q∏
j=1

(t−tj)mj , (Kx)(t) ≡
∫ 1

0
K(t, s)x(s)ds, t ∈ I ≡ [0, 1],

p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, tj ∈ (0, 1), mj (j = 1, q) — целые неотрицательные числа; K и y — известные
непрерывные функции, обладающие определенными свойствами “гладкости” точечного ха-
рактера, а x — искомая функция. К уравнениям вида (1) приводят многие задачи теорий
переноса нейтронов, упругости, рассеяния частиц (например, [1] и библиография в ней; [2]).
Естественными классами решений УТР, как правило, являются специальные пространства
обобщенных функций. Точно решить уравнения вида (1) удается достаточно редко, поэто-
му задача разработки приближенных методов их решения с теоретическим обоснованием
является важной и актуальной.

Ряд результатов в этой области получен в работах [3]–[9]. В [3] построена полная теория
разрешимости рассматриваемых уравнений, а также предложены и теоретически обосно-
ваны методы их приближенного решения в пространстве типа D обобщенных функций,
основанных на дельта-функции Дирака, и в частных случаях нулей коэффициента u(t) в
пространстве типа V , построенном при помощи функционала “конечная часть интеграла
по Адамару”. В работах [4]–[9] разработан и обоснован ряд методов точного и приближен-
ного решения уравнений вида (1) в пространстве типа V в наиболее общем случае нулей
коэффициента u(t).

В данной статье на основе идей и рассуждений работ [3]–[9] построен и обоснован в смысле
([10], гл. 1) специальный вариант метода коллокации-подобластей решения уравнений вида
(1) в пространстве обобщенных функций типа V в общем случае нулей коэффициента u(t).
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Предложенный метод хорошо учитывает структурные свойства исходных данных, а имен-
но, при увеличении их порядка гладкости возрастает скорость сходимости приближенных
решений к точному.

1. Пространство основных функций. Пусть C ≡ C(I) — пространство непрерывных
на I функций с чебышевской нормой и m ∈ N

⋃{0}. Следуя [11], будем называть тейлоров-
ской производной порядка m в точке t0 предел (если он существует)

y{m}(t0) = m! lim
t→t0

y(t) −
m−1∑
i=0

y{i}(t0)(t− t0)i/i!

(t− t0)m
,

по определению y{0}(t0) = y(t0). Обозначим через C{m; t0} класс функций y ∈ C, имеющих
в точке t0 ∈ (0, 1) тейлоровские производные порядка m.

Пусть t1, t2, . . . , tq — произвольно фиксированные попарно различные точки интервала
(0, 1). Каждой точке tj поставим в соответствие число mj ∈ N

⋃{0} (j = 1, q). Далее рас-
смотрим векторное пространство

C{m; τ} =
q⋂

j=1

C{mj ; tj},

где m = (m1,m2, . . . ,mq), τ = (t1, t2, . . . , tq) — конечные наборы соответствующих величин.
Пусть p1 ≥ 0. Обозначим через C{p1; 0} пространство функций y ∈ C, имеющих правые
тейлоровские производные y{i}(0) (i = 0, [p1]) в точке t = 0, причем в случае p1 �= [p1] ([·] —
целая часть) существует конечный предел

lim
t→+0

{[
y(t) −

[p1]∑
i=0

y{i}(0)ti/i!
]
t−p1

}
.

Класс C{p2; 1} (p2 ≥ 0) вводится аналогично. Теперь образуем основное векторное про-
странство

Y ≡ V {p1, p2;m, τ} = C{m; τ}
⋂
C{p1; 0}

⋂
C{p2; 1}.

Будем считать, что C{0, 0; 0, τ} ≡ C.
Зададим в нем норму ([3], с. 57)

‖y‖Y = ‖Ty‖C +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

|y{i}(tj)|, (2)

где T — “характеристический” оператор класса Y :

(Ty)(t) =
[
y(t) −

q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

y{i}(tj)Rji(t)
]
/u(t) = Φ(t), (3)

Φ ∈ C, Φ(tj) ≡ lim
t→tj

Φ(t) (j = 1, q + 2); tj ∈ (0, 1) (j = 1, q), tq+1 = 0, tq+2 = 1, Rji(t) —

фундаментальные полиномы Эрмита степени m − 1 по узлам {tj}q+2
1 . Здесь m =

q+2∑
j=1

mj ,

mq+1 = λ1 + 1, mq+2 = λ2 + 1, λk = λ(pk) (k = 1, 2), λ(p) = p − 1 для целого p, иначе
λ(p) = [p]. При mj = 0 (j = 1, q + 2) соответствующие слагаемые в равенствах (2) и (3)
отсутствуют. В частности, если m1 = m2 = · · · = mq+2 = 0, то (Ty)(t) = y(t) и ‖y‖Y = ‖y‖C .

Имеет место ([3], c. 58)
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Лемма 1. (i) Функция y(t) принадлежит классу Y тогда и только тогда, когда она имеет
вид

y(t) = u(t)Φ(t) +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

ajiRji(t), (4)

где Φ(t) = (Ty)(t) ∈ C, aji = y{i}(tj) ∈ R (i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2);
(ii) пространство Y по норме (2) полно и вложено в C.

Далее, если θ ∈ Y по переменной s равномерно относительно t, то будем писать, что
θ(t, s) ∈ Ys. Обозначим также через Hl класс полиномов степени не выше l.

Лемма 2. Пусть θ(t, s) ∈ Ys, n ∈ N. Тогда существует такая функция ψ(t, s) = ψ(t, s;n) ∈
Ys, что справедливы оценки

(i) |(θ − ψ)(t, s)| ≤ εt
2n(θ) (t, s ∈ I);

(ii) |(θ − ψ){i}s (t, tj)| ≤ cεt
2n(θ) (t ∈ I, i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2), c > 0 — некоторая

постоянная;
(iii) |Ts(θ − ψ)(t, s)| ≤ εt

2n(θ) (t, s ∈ I),
в которых

εt
2n(θ) = Et

2n(h) +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

E2n(gji),

h(t, s) = (Tsθ)(t, s), gji(t, s) = θ{i}(t, tj) (i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2), E2n(f) — наилучшее
равномерное приближение функции f(t) полиномами из класса H2n (n ≥ 1), Et

2n(f) —
функционал E2n(·), примененный по аргументу t.

Доказательство. За основу примем идею при доказательстве соответствующего утвержде-
ния в [6]. На основании (4) имеем

θ(t, s) = u(s)h(t, s) +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

gji(t)Rji(s).

Обозначим через ht
2n(t, s) и gji

2n(t) алгебраические полиномы степени 2n наилучшего рав-
номерного приближения для функций h(t, s) (по t) и gji(t) (i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2)
соответственно. Образуем функцию

ψ(t, s) = u(s)ht
2n(t, s) +

q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

gji
2n(t)Rji(s) ∈ Ys.

Справедливость оценок (i)–(iii) легко показать непосредственной подстановкой.
Рассмотрим теперь линейный оператор

P T
n ≡ P T

2n+m+1 : Y → Yn ≡ HT
2n+m+1 = U(H2n) ⊕Hm−1,

определенный соотношением

(P T
n y)(t) = (UPnTy)(t) +

q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

y{i}(tj)Rji(t) (y ∈ Y ), (5)
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где Pn : C → H2n — оператор, ставящий в соответствие каждой функции ϕ(t) ∈ C полином
(Pnϕ)(t) ∈ Y , удовлетворяющий свойствам

(Pnϕ)(νk) = ϕ(νk) (k = 1, n+ 1);
∫ νk+1

νk

(Pnϕ)(t)dt =
∫ νk+1

νk

ϕ(t)dt (k = 1, n), (6)

νk = ν
(n)
k ∈ I — узлы Чебышева первого рода вида

νk =
1
2

cos
2k − 1
2n+ 2

π +
1
2

(k = 1, n+ 1). (7)

Лемма 3. Оператор P T
n обладает свойствами

(i) (P T
n )2 = P T

n ;
(ii) ‖P T

n ‖Y ≤ d1n
2, n ≥ 10;

(iii) ‖y − P T
n y‖Y ≤ d2n

2E2n(Ty), y ∈ Y , n ≥ 10;
(iv) TP T

n y = PnTy, y ∈ Y .

Символами di (i = 1, 2, . . . ) здесь и далее обозначены некоторые константы.

Доказательство аналогично доказательству соответствующих результатов в [3].
Первое утверждение легко следует из леммы 1.4.1 [9] с учетом проективности оператора

Pn в пространстве C.
Второе свойство получается из леммы 1.4.2 [9] на основе оценки ([3], с. 33)

‖Pn‖C ≤ d1n
2, n ≥ 10.

Дополнительное условие на n здесь возникает, так как при выводе оценки ‖Pn‖C ([3], с. 33)
было использовано свойство основных функций эрмитовой интерполяции (например, [12],
с. 553), справедливое при n ≥ 10.

Третья оценка следует из теоремы 1.4.1 [9] и второго пункта данной леммы.
Наконец, четвертая формула легко выводится из (5) с учетом получаемых из (3) соотно-

шений TUϕ = ϕ (ϕ ∈ C) и kerT = Hm−1.

2. Пространство обобщенных функций. Теперь на основном пространстве Y рас-
смотрим множество X = {p1, p2;m, τ} обобщенных функций вида

x(t) = z(t) +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

cji F.P. tµ1(1 − t)µ2(t− tj)−i−1, (8)

где t ∈ I, z ∈ C, µk = λk − pk + 1 (k = 1, 2), cji ∈ R — произвольные постоянные, а
F. P. f(t)(t− tj)−i−1 — обобщенные функции, определенные на Y по правилу

(F.P. f(t)(t− tj)−i−1, y) = F.P.
∫ 1

0
y(t)f(t)(t− tj)−i−1dt, y ∈ Y, i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2.

Знак “F. P.” указывает на конечную часть интеграла по Адамару (например, [13], с. 423). В
дальнейшем знак “F. P.” для краткости будем опускать.

Ясно, что векторное пространство X относительно нормы

‖x‖X = ‖z‖C +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

|cji| (9)

является банаховым.
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3. Обобщенный метод коллокации-подобластей. Пусть в УТР (1) исходные данные
удовлетворяют условиям

y, K (по t и s), K{i}
t (tj , s), K{i}

s (t, tj) ∈ Y, i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2, (10)

а x — искомая обобщенная функция вида (8). Фредгольмовость и достаточные условия
непрерывной обратимости оператора A : X → Y установлены в работах [4], [9]. Там же
указан метод сведения уравнения (1) к уравнению Фредгольма второго рода в пространстве
непрерывных функций и системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ).

Приближенное решение уравнения вида (1) будем искать в виде

xn(t) = z2n(t) +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

cjit
µ1(1 − t)µ2(t− tj)−i−1, (11)

z2n(t) =
2n∑

k=0

ckt
k. (12)

Коэффициенты ck (k = 0, 2n), cji (i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2) находим согласно предлага-
емому методу из СЛАУ

(TAxn − Ty)(νk) = 0 (k = 1, n+ 1);
∫ νk+1

νk

(TAxn − Ty)(t)dt = 0 (k = 1, n);

(Axn − y){i}(tj) = 0 (i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2), (13)
где νk (k = 1, n+ 1) — узлы Чебышева первого рода вида (7).

Относительно вычислительной схемы (1), (11)–(13) справедлива

Теорема 1. Пусть
(i) УТР (1) однозначно разрешимо в пространстве X при любой правой части y ∈ Y

(например, в условиях теоремы 3 [4]);
(ii) h(t, s) ≡ (Tsθ)(t, s) = (TsTtK) (по t), gji(t) ≡ θ

{i}
s (t, tj) (i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2),

(Ty)(t) ∈ Hr
α (0 < α ≤ 1, r − 1 ∈ N), где Hr

α — класс r раз непрерывно дифференцируемых
функций, производные порядка r которых удовлетворяют условию Гёльдера с показате-
лем α.

Тогда при достаточно больших n ∈ N приближенные решения x∗n(t), построенные на
основе (11)–(13), существуют, единственны и сходятся к точному решению x∗ = A−1y в
том смысле, что

‖x∗ − x∗n‖X ≤ d3

nr−2+α
. (14)

Доказательство. Рассмотрим УТР (1) как операторное уравнение

Ax ≡ Ux+Kx = y (x ∈ X, y ∈ Y ). (15)

Тогда система (11)–(13) эквивалентна операторному уравнению

Anxn ≡ P T
n Axn = Uxn + P T

n Kxn = P T
n y (xn ∈ Xn, P T

n y ∈ Yn), (16)

где Xn ≡ HF.P.
2n+m+1 = H2n ⊕ span{tµ1(1 − t)µ2(t − tj)−i−1 | i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2} ⊂ X,

Yn ≡ HT
2n+m+1 ⊂ Y , P T

n : Y → Yn — оператор, определенный соотношением (5).
Действительно, пусть x∗n = xn(t; c∗k, c

∗
ji) — решение уравнения (16), т. е.

Ux∗n + P T
n (Kx∗n − y) ≡ 0.
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Отсюда в силу (5) и (11) получаем

u(t)(z∗n + PnT (Kx∗n − y))(t) +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

(qji + (Kx∗n − y){i}(tj))Rji(t) ≡ 0, (17)

где

qji = Q
{i}
m−1(tj), i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2,

Qm−1 =
q+2∑
j=1

mk−1∑
i=0

c∗ji(t− tj)mj−1−i
q+2∏
k=1
k �=j

(t− tk)mk =
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

qjiRji(t) ∈ Hm−1.

Из леммы 1 видно, что тождество (17) эквивалентно системе

TUx∗n + PnTKx
∗
n − PnTy ≡ 0; qji + (Kx∗n − y){i}(tj) = 0, i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2. (18)

Очевидно, что PnTKx
∗
n = PnTAx

∗
n − TUx∗n и (Ux∗n){i}(tj) = qji, i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2.

Значит, система (18) принимает вид

Pn(TAx∗n − Ty) ≡ 0; (Ax∗n − y){i}(tj) = 0, i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2,

откуда в силу (6) имеем (13).
Таким образом, решение операторного уравнения (16) сводится к решению СЛАУ (11)–

(13). Для получения обратного утверждения необходимо провести те же рассуждения, но
в обратном порядке.

Покажем теперь близость операторов A и An на Xn. В силу (15), (16) и леммы 3 для
любого xn ∈ Xn имеем

‖Axn −Anxn‖Y = ‖Kxn − P T
n Kxn‖Y ≤ d2n

2E2n(TKxn), n ≥ 10. (19)

Для оценки величины E2n(TKxn) построим функцию

(Ψxn)(t) =
∫ 1

0
ψ(t, s)xn(s) ds =

=
∫ 1

0
ψ(t, s)z2n(s) ds+

q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

cji

∫ 1

0
ψ(t, s)sµ1(1 − s)µ2(s− tj)−i−1 ds =

=
∫ 1

0
ψ(t, s)z2n(s) ds+

q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

cji

[ ∫ 1

0
(s− tj)mj−i−1rj(s)(Tsψ)(t, s) ds+

+
q+2∑
k=1

mk−1∑
l=0

ψ{l}
s (t, tk)

∫ 1

0
sµ1(1 − s)µ2(s− tj)−i−1Rkl(s) ds

]
∈ H2n, (20)
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где rj(t) =
q+2∏

j �=k=1

(t− tk)mk , а ψ(t, s) определена в лемме 2. Теперь, используя (20), лемму 2

и (9), последовательно получим

E2n(TKxn) ≤ ‖TKxn − Ψxn‖C =

= max
t∈I

∣∣∣∣
∫ 1

0
(θ − ψ)(t, s)z2n(s) ds+

q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

cji

[ ∫ 1

0
(s− tj)mj−i−1rj(s)(Ts(θ − ψ))(t, s) ds+

+
q+2∑
k=1

mj−1∑
l=0

(θ − ψ){l}s (t, tk)
∫ 1

0
sµ1(1 − s)µ2(s− tj)−i−1Rkl(s) ds

]∣∣∣∣ ≤

≤ d4ε
t
2n(θ)

(
‖z2n‖C +

q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

|cji|
)

= d4ε
t
2n(θ)‖xn‖X .

Учитывая неравенство (19), находим

ε(n) ≡ ‖A−An‖Xn→Y ≤ d5n
2

(
Et

2n(h) +
q+2∑
j=1

mj−1∑
i=0

E2n(gji)
)
.

Так как функции h(t, s) (по t) и gji(t) (i = 0,mj − 1, j = 1, q + 2) принадлежат классу Hr
α

(0 < α ≤ 1, r − 1 ∈ N), то в силу теоремы Джексона (например, [14], с. 82)

ε(n) ≤ d6

nr−2+α
(0 < α ≤ 1, r − 1 ∈ N). (21)

Поэтому по теореме 7 ([10], с. 19) при всех n таких, что qn ≡ ‖A−1‖ε(n) < 1, операторы
An : Xn → Yn непрерывно обратимы и обратные операторы ограничены по норме в сово-
купности: ‖A−1

n ‖ ≤ ‖A−1‖(1 − qn)−1 (A−1
n : Yn → Xn).

Для правых частей уравнений (15), (16) в силу свойства (iii) леммы 3 имеем

ν(n) ≡ ‖y − P T
n y‖Y ≤ d2n

2E2n(Ty), n ≥ 10,

или с учетом условия Ty ∈ Hr
α

ν(n) ≤ d7

nr−2+α
, 0 < α ≤ 1, r − 1 ∈ N. (22)

Теперь из теоремы 7 ([10], с. 19) с учетом неравенств (21) и (22) следует оценка (14).

Пример. Рассмотрим уравнение

tx(t) +
∫ 1

0
sx(s)ds = t3

√
t+

20
9
, x ∈ X.

Ясно, что h(t, s) = 0, g0(t) = 0, (Ty)(t) = t2
√
t ∈ H2

1/2. Приближенное решение будем искать
при n = 10 в виде

x10(t) =
20∑
i=0

cit
i +

c21
t
.

Система (13) примет вид
20∑
i=0

ci(νk)i = (νk)
5
2 , k = 1, 11,

20∑
i=0

ci
(νk+1)i+1 − (νk)i+1

i+ 1
=

2
7
(
(νk+1)

7
2 − (νk)

7
2
)
, k = 1, 10,
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20∑
i=0

ci
1

i+ 2
+ 2c21 =

20
9
,

где

νk =
1
2

cos
(2k − 1)π

22
+

1
2
, k = 1, 11.

Решая ее, получим

x∗10(t) ≈ 0.2t2 + 1.5t3 + 0.6t4 − 6.6t5 + 3.9t6 + 15.7t7 − 10.7t8 − 29.0t9 + 25.6t10 − 2.6t11+

+ 23.3t12 − 29.3t13 + 11.4t14 − 11.0t15 + 2.8t16 + 17.0t17 − 2.7t18 − 25.6t19 + 16.0t20 +
0.5
t
.

Поскольку x∗(t) = t2
√
t+ 1

t , то, учитывая (9), найдем ‖x∗ − x∗10‖X = 1, 0.
Рассмотрим теперь УТР

tx(t) +
∫ 1

0
sx(s)ds = t6

√
t+

32
15
, x ∈ X,

ядро и правая часть которого обладают лучшими, по сравнению с предыдущим уравне-
нием, структурными свойствами, а именно, h(t, s) = 0, g0(t) = 0, (Ty)(t) = t5

√
t ∈ H5

1/2.
Неизвестные коэффициенты ci, i = 0, 21, будем искать из СЛАУ
20∑
i=0

ci(νk)i = (νk)
11
2 , k = 1, 11,

20∑
i=0

ci
(νk+1)i+1 − (νk)i+1

i+ 1
=

2
13

(
(νk+1)

13
2 − (νk)

13
2
)
, k = 1, 10,

20∑
i=0

ci
1

i+ 2
+ 2c21 =

32
15
.

Получим

x∗10(t) ≈ −0.1t4 + 0.4t5 + 1.2t6 − 0.9t7 − 0.2t8 + 1.9t9 − 1.0t10 − 0.5t11−
− 0.4t12 + 0.1t14 + 0.8t15 + 0.1t16 + 0.8t17 − 0.1t18 − 2.7t19 + 1.7t20 +

0.9
t
.

Так как x∗(t) = t5
√
t+ 1

t , то с учетом (9) имеем ‖x∗ − x∗10‖X = 0.2.

Рассмотренные примеры иллюстрируют оценку (14). Действительно, при улучшении
структурных свойств исходных данных существенно повышается точность приближенных
решений, полученных при помощи предлагаемого метода.

Аналогичный результат наблюдается при применении обобщенных методов подобластей,
моментов и коллокации (например, [5], [6], [9]). Сплайновые методы [7], [9], а также вари-
анты метода коллокации [8], основанные на специальных полиномах, обладают свойством
насыщения, т. е. улучшение структурных свойств исходных данных влияет на точность при-
ближенных решений лишь до определенного предела. С другой стороны, предлагаемый ме-
тод применим для более узкого класса УТР по сравнению с методами, разработанными в
[7], [8], так как для его использования требуется выполнение более жестких условий на ядро
и правую часть.

На практике может оказаться полезной

Теорема 2. Пусть уравнение (1) обладает решением вида (8) при данной правой части
y ∈ Y и существует непрерывный оператор A−1

n = (P T
n A)−1. Тогда погрешность прибли-

женного решения x∗n ∈ Xn, соответствующего правой части yn = P T
n y ∈ Yn, оценивается
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неравенством
‖x∗n − x∗‖X ≤ d8n

2E2n(z∗), n ≥ 10,
где z∗ = TUx∗ — непрерывная компонента обобщенного решения x∗ ∈ X.

Доказательство легко получается из теоремы 6 ([10], с. 17) с учетом свойства (ii) леммы 3.

Следствие. Если в условиях теоремы 2 функция z∗ ∈ C(2)(I), то последовательность при-
ближенных решений x∗n сходится к точному решению z∗ = A−1y по норме пространства Y .

Замечание. Поскольку C{0, 0; 0, τ} ≡ C(I) и V {0, 0; 0, τ} ≡ C(I), то при p1 = p2 =
mj = 0, j = 1, q, УТР (1) превращается в интегральное уравнение второго рода в про-
странстве непрерывных функций, а рассмотренный в работе метод преобразуется в метод
коллокации-подобластей (например, [3], с. 122), причем (Ty)(t) ≡ y(t), θ(t, s)(t) ≡ K(t, s),
h(t, s) ≡ K(t, s). Поэтому оценка (14) хорошо согласуется с оценкой для уравнений второго
рода, полученной в ([3], с. 122).

В заключение приведем следующие важные для приложения факты.

Теорема 3. В условиях теоремы 1 справедливы следующие утверждения:
(i) обобщенный метод коллокации-подобластей устойчив относительно малых возму-

щений системы (11)–(13);
(ii) пусть существует число обусловленности η для точного уравнения (1), тогда хотя

бы при достаточно больших n существуют числа обусловленности ηn приближенного
уравнения (16), причем ηn ≤ cη (1 ≤ c ≤ 1 + ε, ε > 0) и lim

n→∞ ηn = η.

Доказательство следует из теорем 11 и 13 ([10], с. 22–25) с учетом того факта, что при
выполнении условий теоремы 1 аппроксимирующие операторы An при достаточно больших
n непрерывно обратимы и обратные операторы ограничены по норме в совокупности.
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