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� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®áâà®¥­ë ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨¥ ª« ááë á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ­¥ª®â®àëå ¯ãç-
ª å,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ëå á n-¬¥à­ë¬ £« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ MA

n ­ ¤ «®ª «ì­®©  «£¥¡à®© �¥©«ï
A, ¯à¥¯ïâáâ¢ãîé¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨î  â« á  ­  MA

n á äã­ªæ¨ï¬¨ ¯¥à¥å®¤ , ï¢«ïîé¨¬¨áï A-
¯à®¤®«¦¥­¨ï¬¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢. � á«ãç ¥ ¯®«­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï MA

n âà¨¢¨-
 «ì­®áâì ¯®áâà®¥­­ëå ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â­  A-¤¨ää¥®¬®àä­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ï MA

n à áá«®¥-
­¨î A-áª®à®áâ¥© ­¥ª®â®à®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï Mn.

1. �¢¥¤¥­¨¥

�®¬¬ãâ â¨¢­ë¥  áá®æ¨ â¨¢­ë¥  «£¥¡àë è¨à®ª® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥-
âà¨¨ ­ ç¨­ ï á à ¡®â �.�.�®â¥«ì­¨ª®¢  [1], �.�âã¤¨ [2], �. �«ïèª¥ [3], �.�.�¨à®ª®¢  [4].
�®¤ ¢«¨ï­¨¥¬ à ¡®â �.�.�®à¤¥­  (á¬., ­ ¯à., [5]{[7]), ¢ ª®â®àëå  «£¥¡àë ª®¬¯«¥ªá­ëå, ¤¢®©-
­ëå ¨ ¤ã «ì­ëå ç¨á¥« ¯à¨¬¥­ï«¨áì ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¡¨ ªá¨ «ì­ëå, ¡¨ ää¨­­ëå ¨ ¡¨¯« ­ à­ëå
¯à®áâà ­áâ¢, «¨­¥©ç â®© £¥®¬¥âà¨¨ ­¥¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢, £¥®¬¥âà¨ï £« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à -
§¨© ­ ¤  «£¥¡à ¬¨ áâ ­®¢¨âáï ¨­â¥­á¨¢­® à §¢¨¢ îé¨¬áï ­ ãç­ë¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬. �áá«¥¤®¢ -
­¨î £¥®¬¥âà¨¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬¨ ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬¨  áá®æ¨ â¨¢­ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ ¨
¨å ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå à¥ «¨§ æ¨© ¯®á¢ïé¥­ë à ¡®âë �.�.�¨à®ª®¢  [8], [9], �.�. �¨è­¥¢áª®£® [10],
�.�.�àãçª®¢¨ç  [11] ¨ ¤àã£¨å  ¢â®à®¢ (ááë«ª¨ ­  ®¡è¨à­ãî «¨â¥à âãàã ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ à ¡®â å
[9], [10],   â ª¦¥ ¢ [12]).

�.�.�¨à®ª®¢ë¬ [9] ¡ë«¨ ®¡­ àã¦¥­ë áâàãªâãàë £« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à §¨© ­ ¤ «®ª «ì­ë¬¨
 «£¥¡à ¬¨ ­  ª á â¥«ì­ëå à áá«®¥­¨ïå ¨ à áá«®¥­¨ïå A-¡«¨§ª¨å â®ç¥ª ¢ á¬ëá«¥ �.�¥©«ï [13],
[14]. �« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥MA

n ­ ¤ «®ª «ì­®©  «£¥¡à®©A (A-£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥) ­ §ë¢ ¥âáï
à ¤¨ ­â­ë¬, ¥á«¨ ®­® ¤®¯ãáª ¥â  â« á, á®£« á®¢ ­­ë© áA-£« ¤ª®© áâàãªâãà®©, ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï
ª®®à¤¨­ â ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï A-¯à®¤®«¦¥­¨ï¬¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢, â. ¥. ¨¬¥îâ
«®ª «ì­® â ª®© ¦¥ ¢¨¤, ª ª ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â ­  à áá«®¥­¨ïå �¥©«ï. � [15] ¡ë«® ¤®-
ª § ­®, çâ® ¯®«­®¥ à ¤¨ ­â­®¥ A-£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n ¨§®¬®àä­® ¢ ª â¥£®à¨¨ A-£« ¤ª¨å
¬­®£®®¡à §¨© à áá«®¥­¨î A-áª®à®áâ¥© �¥©«ï TAMn ­¥ª®â®à®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï
Mn. �â®â à¥§ã«ìâ â ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡®¡é¥­¨¥ ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®© «®ª «ì­®©  «£¥-
¡àë â¥®à¥¬ë �.�à¨ª¥««  ¨ �.�. �« àª  ([16], â¥®à¥¬  5), ãâ¢¥à¦¤ îé¥©, çâ® ¯®«­ ï ¡«¨§ª®
ª á â¥«ì­ ï áâàãªâãà  ­  £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ ¨§®¬®àä­  áâ ­¤ àâ­®© ¯®çâ¨ ª á â¥«ì­®©
áâàãªâãà¥ ­¥ª®â®à®£® ª á â¥«ì­®£® à áá«®¥­¨ï. �«ï á«ãç ï p-ª á â¥«ì­ëå áâàãªâãà (á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨å  «£¥¡à ¬ ¢ëá®âë 1)  ­ «®£¨ç­ ï â¥®à¥¬  ¡ë«  ¤®ª § ­  �. ¤¥ �¥®­®¬, �.�¥­¤¥á®¬
¨ �.� «ì£ ¤® [17].

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®áâà®¥­ë ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨¥ ª« ááë á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ­¥ª®â®àëå ¯ãç-
ª å,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ëå á MA

n (¢ ç áâ­®áâ¨, á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¯ãçª¥ à®áâª®¢ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ëå
á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨ï TAtrM

A

n âà ­á¢¥àá «ì­ëå A-áª®à®áâ¥© ­  MA

n ¯® ®â­®è¥­¨î ª ª ­®­¨ç¥-
áª®¬ã á«®¥­¨î), ï¢«ïîé¨¥áï ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï¬¨ ¤«ï à ¤¨ ­â­®áâ¨ MA

n . � á«ãç ¥, ª®£¤  ¬­®£®-
®¡à §¨¥ MA

n ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬, âà¨¢¨ «ì­®áâì íâ¨å ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨å ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â­  A-
¤¨ää¥®¬®àä­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨ïMA

n à áá«®¥­¨îA-áª®à®áâ¥© TAMn ­¥ª®â®à®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£®
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¬­®£®®¡à §¨ï Mn. �®áâà®¥­­ë¥ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨¥ ª« ááë ¬®£ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ®¡®¡é¥-
­¨ï ª« áá®¢, ï¢«ïîé¨åáï ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï¬¨ ª à ¤¨ ­â­®áâ¨  ää¨­­ëå ¬­®£®®¡à §¨©, ­ ©¤¥­­ë¬¨
�. �®«¤¬ ­®¬ ¨ �.�. �¨àè¥¬ ¢ [18].

2. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï

�®­¥ç­®¬¥à­ ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï  áá®æ¨ â¨¢­ ï R- «£¥¡à  A á ¥¤¨­¨æ¥© ­ §ë¢ ¥âáï «®ª «ì-
­®© ¢ á¬ëá«¥ �.�¥©«ï ¨«¨, ªà âª®,  «£¥¡à®© �¥©«ï [13], [14], ¥á«¨ ¥¥ à ¤¨ª « (¬­®¦¥áâ¢® ­¨«ì-

¯®â¥­â­ëå í«¥¬¥­â®¢) Rad(A) =
�

A ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬ ¨¤¥ «®¬ ¨ ä ªâ®à-

 «£¥¡à  A=
�

A ¨§®¬®àä­  R. �¤­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢  «£¥¡à¥ �¥©«ï A, ­ âï­ãâ®¥ ­  ¥¥
¥¤¨­¨æã 1A, ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©, ¨§®¬®àä­®© R. �â®¦¤¥áâ¢«ïï íâã ¯®¤ «£¥¡àã á R,   1A á
1 2 R, ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì  «£¥¡àã A ¢ ¢¨¤¥ ¯®«ã¯àï¬®© áã¬¬ë

A = R�
�

A: (1)

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á à §«®¦¥­¨¥¬ (1) í«¥¬¥­â X 2 A ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ X = x+
�

X , £¤¥ x 2 R,
�

X 2
�

A. �¨¬¢®«®¬ �q0 : A ! R ®¡®§­ ç ¥âáï ª ­®­¨ç¥áª¨© í¯¨¬®àä¨§¬, ®â®¡à ¦ îé¨© X

¢ x. �ãáâì (
�

A)r | r-ï áâ¥¯¥­ì ¨¤¥ « 
�

A. � §¬¥à­®áâì N ä ªâ®à «£¥¡àë
�

A=(
�

A)2 ­ §ë¢ ¥âáï

è¨à¨­®©  «£¥¡àë A. � âãà «ì­®¥ ç¨á«® q, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ (
�

A)q 6= 0, (
�

A)q+1 = 0,
­ §ë¢ ¥âáï ¢ëá®â®©  «£¥¡àëA. �«£¥¡à  �¥©«ï è¨à¨­ëN ¨ ¢ëá®âë q ¨§®¬®àä­  ä ªâ®à «£¥¡à¥
 «£¥¡àë R

�
[t1; : : : ; tN ]

�
ä®à¬ «ì­ëå áâ¥¯¥­­ëå àï¤®¢ ®â N ¯¥à¥¬¥­­ëå t1; : : : ; tN á ª®íää¨æ¨-

¥­â ¬¨ ¢ R. �­  â ª¦¥ ¨§®¬®àä­  ä ªâ®à «£¥¡à¥  «£¥¡àë R(N; q) = R[t1; : : : ; tN ; q] áà¥§ ­­ëå
¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ � q ®â N ¯¥à¥¬¥­­ëå. �«ï  «£¥¡àë R(1; 1), ­ §ë¢ ¥¬®©  «£¥¡à®© ¤ã «ì-
­ëå ç¨á¥«, ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§­ ç¥­¨¥ R(") (¢ [14] íâ   «£¥¡à  ®¡®§­ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬
D).

�¯¨¬®àä¨§¬  «£¥¡à �q0 : A ! R ¨­¤ãæ¨àã¥â í¯¨¬®àä¨§¬ ¬®¤ã«¥© n-áâà®ª �q0 : A
n ! Rn,

ª®â®àë© ¤«ï ¯à®áâ®âë ®¡®§­ ç ¥âáï â¥¬ ¦¥ á¨¬¢®«®¬ �q0. �¯¨¬®àä¨§¬ �
q
0 : A

n ! Rn ®¯à¥¤¥«ï¥â

á«®¥­¨¥
�

F A-¬®¤ã«ï An ­  ª« ááë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î
�

An, ­ §ë¢ ¥¬®¥ ª ­®­¨ç¥áª¨¬
�

An-

á«®¥­¨¥¬.
�ãáâì U � An | ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : U ! Ak ­ §ë¢ ¥âáï A-

£« ¤ª¨¬, ¥á«¨ ª á â¥«ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ TX� : TXU �= An ! Ak �= T�(X)A
k A-«¨­¥©­® ¯à¨

¢á¥å X 2 U . �á«¨ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ' : U ! Ak ï¢«ï¥âáï ¡ §®¢ë¬ (¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¬) [19] ¯®

®â­®è¥­¨î ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã
�

An-á«®¥­¨î, â® ä®à¬ã«®©

Y i = 'i +
qX

jpj=1

1
p!
Dp'i

Dxp

�

Xp; (2)

£¤¥ i = 1; : : : ; k, p = (p1 : : : ; pn) | ¬ã«ìâ¨¨­¤¥ªá ¤«¨­ë n,  
�

Xp = (
�

X)p1 � � � (
�

X)pn , § ¤ ¥âáï A-
£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : U ! Ak. �®«¥¥ â®£®, ¢áïª®¥ A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : U ! Ak

¨¬¥¥â ¢¨¤ (2) ¤«ï ­¥ª®â®àëå ¡ §®¢ëå äã­ªæ¨© 'i : U ! A,   ¥á«¨ U | ¯à®áâ®¥ ®âªàëâ®¥

¬­®¦¥áâ¢® [19] ¤«ï ª ­®­¨ç¥áª®£®
�

An-á«®¥­¨ï, â® A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : U ! Ak ¥¤¨­-
áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® A-£« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï e� : (�q0)

�1(�q0(U)) ! Ak â ª®£®,
çâ® ' = (e�j�q0(U)) � �q0 (á¬. [20]).

�­®¦¥áâ¢® A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ (A-£« ¤ª¨å ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢) ¬¥¦¤ã ®¡« áâï¬¨ A-¬®-
¤ã«ï An ®¡à §ã¥â ¯á¥¢¤®£àã¯¯ã, ®¡®§­ ç ¥¬ãî á¨¬¢®«®¬ �(An). �áïª¨© A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬,
¯à¨­ ¤«¥¦ é¨© �(An), § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¢¨¤  (2) ¯à¨ n = k. �âàãªâãà  A-£« ¤ª®£® ¬­®-
£®®¡à §¨ï, ¬®¤¥«¨àã¥¬®£® A-¬®¤ã«¥¬ An, ­  ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ M § ¤ ¥âáï �(An)-
 â« á®¬, â. ¥.  â« á®¬ fh� : U� � M ! U 0

� � Ang�2A, ª àâë ª®â®à®£® ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï ¢
An,   ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â h��h

�1
� ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �(An). �(An)-¬­®£®®¡à §¨¥
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­ §ë¢ ¥âáï n-¬¥à­ë¬ A-£« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ [20]. �ãáâì MA

n | n-¬¥à­®¥ A-£« ¤ª®¥ ¬­®£®-
®¡à §¨¥. �§ ãà ¢­¥­¨© (2) á«¥¤ã¥â, çâ® ¢áïª¨© A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ � : U ! V ¨§ �(An) ®â®¡à -

¦ ¥â á«®¨ ª ­®­¨ç¥áª®£® á«®¥­¨ï
�

F ­  U � An ­  á«®¨
�

F ­  V � An. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á«®¥­¨¥
�

F

¨­¤ãæ¨àã¥â á«®¥­¨¥ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ MA

n , â ª¦¥ ­ §ë¢ ¥¬®¥ ª ­®­¨ç¥áª¨¬
�

An-á«®¥­¨¥¬. �«ï

®¡®§­ ç¥­¨ï íâ®£® á«®¥­¨ï ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á¨¬¢®«
�

F . �áâ¥áâ¢¥­­ ï áâàãªâãà  n-¬¥à­®£®
A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ¢®§­¨ª ¥â ­  à áá«®¥­¨¨ �¥©«ï TAMn A-áª®à®áâ¥© [14], [20], [21] ­ 
¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ £« ¤ª®¬ n-¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ Mn.

�ãáâìMA

n ¨WA

k | ¤¢  A-£« ¤ª¨å ¬­®£®®¡à §¨ï. �« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f :MA

n !WA

k ­ §ë-
¢ ¥âáï A-£« ¤ª¨¬, ¥á«¨ ¢ «®ª «ì­ëå A-ª®®à¤¨­ â å ­  ¬­®£®®¡à §¨ïå MA

n ¨ WA

k ®­® § ¤ ¥âáï
ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¢¨¤  (2). A-£« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï ¨ A-£« ¤ª¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ®¡à §ãîâ ª â¥£®à¨î,
®¡®§­ ç ¥¬ãî á¨¬¢®«®¬ A-Man.

�£à ­¨ç¥­¨ï A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  � 2 �(An) ­  á«®¨ ª ­®­¨ç¥áª®£®
�

An-á«®¥­¨ï ­  An § -
¤ îâáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¢¨¤ 

�

Y i =
qX

jpj=0

'ip
�

Xp; 'ip 2 A; 'i0 =
�

Y i
0 2

�

A; det('ij) =2
�

A: (3)

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢
�

An !
�

An ¢¨¤  (3) ®¡à §ã¥â £àã¯¯ã �¨ Dn(A), ­ §ë¢ ¥-
¬ãî A- ää¨­­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £àã¯¯®© [21]. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤ë© á«®© ª ­®­¨-

ç¥áª®£®
�

An-á«®¥­¨ï ­  MA

n ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®© áâàãªâãà®© (X;G)-¬­®£®®¡à §¨ï ¢ á¬ëá«¥

�.�¥àáâ®­  [22], [23] ¤«ï X =
�

An ¨ G = Dn(A),   á ¬® ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n ­¥á¥â ­  á¥¡¥ áâàãª-

âãàã â ­£¥­æ¨ «ì­®£® (
�

An;Dn(A))-á«®¥­¨ï (á¬. ¢ íâ®© á¢ï§¨ à ¡®âë [24] ¨ [25], ¯®á¢ïé¥­­ë¥

â¥®à¨¨ â ­£¥­æ¨ «ì­ëå (X;G)-á«®¥­¨©). � ¤ «ì­¥©è¥¬ (
�

An;Dn(A))-¬­®£®®¡à §¨ï ¡ã¤¥¬ ­ §ë-

¢ âì
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï¬¨.
(X;G)-¬­®£®®¡à §¨¥ M ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬, ¥á«¨ à §¢¥àâë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ D : fM ! X

ï¢«ï¥âáï ­ ªàëâ¨¥¬ [22], [25]. �­®£®®¡à §¨¥ MA

n ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬, ¥á«¨ á«®¨ ¥£® ª ­®­¨ç¥-

áª®£® á«®¥­¨ï
�

F ï¢«ïîâáï ¯®«­ë¬¨
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï¬¨.
�ãáâì �q0 � �q0 | ¯àï¬ ï áã¬¬  ¤¢ãå íª§¥¬¯«ïà®¢ ª ­®­¨ç¥áª®£® í¯¨¬®àä¨§¬  �q0 : A! R,

  � : R 3 x 7! (x; x) 2 R �R | ¤¨ £®­ «ì­®¥ ¢«®¦¥­¨¥. �«£¥¡à  �¥©«ï bA ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª
®¡à â­ë© ®¡à § ¤¨ £®­ «¨ �(R) � R �R ¯® ®â­®è¥­¨î ª í¯¨¬®àä¨§¬ã �q0 � �q0. �¡à § �(A)
 «£¥¡àë A ¯à¨ ¤¨ £®­ «ì­®¬ ¢«®¦¥­¨¨ � : A ! A�A á®¤¥à¦¨âáï ¢ bA. �ãáâì b� : A ! bA |
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¢«®¦¥­¨¥  «£¥¡àëA ¢ bA. �¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï â®ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì:

0 �!
�

A�
�

A
i
�! bA p

�! R �! 0: (4)

�ãáâì pk (k = 1; 2) | ¯à®¥ªæ¨ï  «£¥¡àë A�A ­  k-¥ ¯àï¬®¥ á« £ ¥¬®¥,   ik | ¢«®¦¥­¨¥ ¨¤¥ « 
�

A  «£¥¡àë A ¢
�

A �
�

A ª ª k-£® ¯àï¬®£® á« £ ¥¬®£®. �«ï ¯à®áâ®âë ª®¬¯®§¨æ¨î pk � i : bA ! A

®â®¡à ¦¥­¨ï pk ¨ ¢«®¦¥­¨ï i : bA ! A�A ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ®¤­¨¬ á¨¬¢®«®¬ pk. �­ «®£¨ç­®,

ª®¬¯®§¨æ¨î i � ik :
�

A! bA, £¤¥ i | ¢«®¦¥­¨¥ ¨§ â®ç­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (4), ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ -
ç âì á¨¬¢®«®¬ ik. �¥¬¨ ¦¥ á¨¬¢®« ¬¨ pk ¨ ik ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï

¬®¤ã«¥© pk : bAn ! An ¨ ik :
�

An ! bAn. �«®¦¥­¨¥ b� : A ! bA ¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì  «£¥¡àã
A ª ª ¯®¤ «£¥¡àã ¢ bA. � §«®¦¥­¨¥ (1) ¤«ï  «£¥¡àë bA ¨¬¥¥â ¢¨¤

bA = R�
�bA = R� (

�

A�
�

A) bX = x+
�

X +
�

X; (5)

  ã¬­®¦¥­¨¥ í«¥¬¥­â®¢ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯® ¯à ¢¨«ã

(x+
�

X +
�

X) � (y +
�

Y +
�

Y ) = xy + (x
�

Y + y
�

X +
�

X
�

Y ) + (x
�

Y + y
�

X +
�

X
�

Y ):
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�«®¦¥­¨¥ b� : A ! bA ¨­¤ãæ¨àã¥â ¢«®¦¥­¨¥ b�n : An ! bAn. �ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì An áb�n(An) � bAn. �®£¤  A-£« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : U ! Ak, § ¤ ¢ ¥¬®¥ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (2), ¬®¦­®
¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦¨âì ¤® bA-£« ¤ª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï b� : p�11 (U) � bAn ! bAk â ª®£®,
çâ® b�j b�n(U) = � (§¤¥áì U = b�n(U) � bAn). �â®¡à ¦¥­¨¥ b� ¨¬¥¥â ¢¨¤

Y i = b'i + qX
jpj=1

1
p!
Dp b'i
Dxp

�bXp;

£¤¥ b'i = b� � 'i � p1 : p
�1
1 (U)! bAI, fxi +

�bX ig 2 p�11 (U),
�bX i �

�

A�
�

A.

3. � ¤¨ ­â­ë¥
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï ¨ A-£« ¤ª¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï

�ãáâì �(
�

An) | ¯á¥¢¤®£àã¯¯  ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã ®âªàëâë¬¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢ A-

¬®¤ã«¥
�

An, ¯®à®¦¤ ¥¬ ï £àã¯¯®© �¨ Dn(A), â. ¥. ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢, ¨¬¥îé¨å «®ª «ì­® ¢¨¤
(3):

�

Y i =
qX

jpj=0

'ip
�

Xp; (6)

£¤¥ 'ip | A-§­ ç­ë¥ «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ë¥ äã­ªæ¨¨,   'i0 |
�

A-§­ ç­ë¥ «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ë¥

äã­ªæ¨¨. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î (á¬. x 2)
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥ | íâ® £« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, á­ ¡¦¥­­®¥

¬ ªá¨¬ «ì­ë¬  â« á®¬, ª àâë ª®â®à®£® ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï ¢
�

An,   äã­ªæ¨¨ áª«¥©ª¨ ¯à¨­ ¤-

«¥¦ â ¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �(
�

An).
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï ¯à¨ n = 0; 1; 2; : : : ®¡à §ãîâ ª â¥£®à¨î
�

A-Man,

¬®àä¨§¬ ¬¨ ¢ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ®â®¡à ¦¥­¨ï, «®ª «ì­® (¢ ª àâ å
�

An- â« á®¢) ¨¬¥îé¨¥ ãà ¢-
­¥­¨ï ¢¨¤  (6).

� á«ãç ¥  «£¥¡àë ¤ã «ì­ëå ç¨á¥« R(") ¯á¥¢¤®£àã¯¯  �(
�

R(")n) ï¢«ï¥âáï ¯á¥¢¤®£àã¯¯®©  ä-
ä¨­­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©

_yi = 'ij _x
j + 'i0;

  ª â¥£®à¨ï
�

R(")-Man ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ª â¥£®à¨î  ää¨­­ëå ¬­®£®®¡à §¨©. �ää¨­­®¥ ¬­®-
£®®¡à §¨¥ Mn ­ §ë¢ ¥âáï à ¤¨ ­â­ë¬ [18], ¥á«¨ ¥£®  ää¨­­ ï áâàãªâãà  à¥¤ãæ¨àã¥âáï ª «¨-
­¥©­®©, â. ¥. ¥á«¨ ¬ ªá¨¬ «ì­ë©  â« á  ää¨­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ­  Mn ®¡« ¤ ¥â ¯®¤ â« á®¬ á
«¨­¥©­ë¬¨ (®¤­®à®¤­ë¬¨) ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ ª®®à¤¨­ â.

�àã¯¯  �¨ Dn(A) ï¢«ï¥âáï ¯®«ã¯àï¬ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ Dn(A) = Gq
n�

�

Dn(A) ¤¨ää¥à¥­æ¨-

 «ì­®© £àã¯¯ë Gq
n ¨ ­¥ª®â®à®£® ­®à¬ «ì­®£® ¤¥«¨â¥«ï

�

Dn(A) [26]. �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï £àã¯¯ 
Gq
n, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¢¨¤  (6) á 'ip 2 R, 'i0 = 0, ï¢«ï¥âáï

¯®¤£àã¯¯®© ¢ Dn(A). A-£« ¤ª¨© à®áâ®ª � : (An; 0)! (An;
�

Y 0) ï¢«ï¥âáï A-¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ à®áâ-
ª  ' = �j(Rn; 0). �â­®áï í«¥¬¥­âã g 2 Dn(A), ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¬ã à®áâª®¬ ', í«¥¬¥­â g = �(g) 2 Gq

n,
®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© à®áâª®¬ ' = �q0 � ' : (Rn; 0)! (Rn; 0), ¯®«ãç¨¬ í¯¨¬®àä¨§¬ £àã¯¯ �¨

� : Dn(A)! Gq
n: (7)

�¤à® íâ®£® í¯¨¬®àä¨§¬  ker � =
�

Dn(A) á®áâ®¨â ¨§ í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë Dn(A), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå

à®áâª ¬¨ ' : (Rn; 0)! (An;
�

Y 0), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ ãá«®¢¨î �q0 � ' = id : (Rn; 0)! (Rn; 0).

�®¤£àã¯¯  Gq
n � Dn(A) ¯®à®¦¤ ¥â ¯®¤¯á¥¢¤®£àã¯¯ã �(

�

An)rad � �(
�

An), á®áâ®ïéãî ¨§ ¤¨ä-

ä¥¬®àä¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã ®âªàëâë¬¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢
�

An, «®ª «ì­® ¨¬¥îé¨¬¨ ¢¨¤ (6) á 'ip 2 R,

'i0 = 0. �«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡é ¥â ¯®­ïâ¨¥ à ¤¨ ­â­®áâ¨ ­ 
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥M
�

A

n ­ §ë¢ ¥âáï à ¤¨ ­â­ë¬, ¥á«¨ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì­®¬  â« -

á¥, § ¤ îé¥¬ ­  M
�

A

n áâàãªâãàã
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï, ­ ©¤¥âáï ¯®¤ â« á á äã­ªæ¨ï¬¨ áª«¥©ª¨,

¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬¨ ¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �(
�

An)rad.

� ª¨¬ ®¡à §®¬,
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥ à ¤¨ ­â­®, ¥á«¨ ®­® ¨§®¬®àä­® ¢ ª â¥£®à¨¨
�

A-Man ­¥ª®-

â®à®¬ã (
�

An; Gq
n)-¬­®£®®¡à §¨î.

� [15] ¡ë«  ¤®ª § ­  â¥®à¥¬ , ª®â®àãî ¢ â¥à¬¨­ å à ¤¨ ­â­®áâ¨ ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�¥®à¥¬  1. �®«­®¥ á¢ï§­®¥ à ¤¨ ­â­®¥
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥ M
�

A

n ¨§®¬®àä­® ¢ ª â¥£®à¨¨
�

A-Man ¬­®£®®¡à §¨î
�

An.

�á¥¢¤®£àã¯¯  �(An) A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã ®âªàëâë¬¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ A-¬®¤ã«ï
An ¨¬¥¥â ¯®¤¯á¥¢¤®£àã¯¯ã �(An)rad, á®áâ®ïéãî ¨§ A-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ (2) á R-§­ ç­ë¬¨
äã­ªæ¨ï¬¨ '.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. A-£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n ­ §ë¢ ¥âáï à ¤¨ ­â­ë¬, ¥á«¨ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì-
­®¬  â« á¥, § ¤ îé¥¬ ­  MA

n áâàãªâãàã A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï, ­ ©¤¥âáï ¯®¤ â« á á äã­ª-
æ¨ï¬¨ áª«¥©ª¨, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¬¨ ¯á¥¢¤®£àã¯¯¥ �(An)rad.

�à¨¬¥à®¬ à ¤¨ ­â­®£® A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ï¢«ï¥âáï à áá«®¥­¨¥ A-áª®à®áâ¥© �¥©«ï
TAMn c �(An)rad- â« á®¬, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¬  â« á®¬ ¬­®£®®¡à §¨ï Mn. �àã£¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨
¬®£ãâ á«ã¦¨âì ¬­®£®®¡à §¨ï �®¯ä  (An n f0g)=G, £¤¥ G | ¡¥áª®­¥ç­ ï æ¨ª«¨ç¥áª ï £àã¯¯ 
¯à¥®¡à §®¢ ­¨© A-¬®¤ã«ï An, ¯®à®¦¤ ¥¬ ï «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬

An 3 fX1; : : : ;Xng 7! f�1X
1; : : : ; �nX

ng 2 An;

£¤¥ �1; : : : ; �n | ­ ¡®à ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î �i > 1.
�«ï  «£¥¡àë ¤ã «ì­ëå ç¨á¥« R(") ¯®­ïâ¨¥ à ¤¨ ­â­®£® R(")-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï íª¢¨-

¢ «¥­â­® ¯®­ïâ¨î ¬­®£®®¡à §¨ï á ¨­â¥£à¨àã¥¬®© ¯®çâ¨ ª á â¥«ì­®© áâàãªâãà®©, à¥¤ãæ¨àã¥¬®©
ª ¡«¨§ª® ª á â¥«ì­®© áâàãªâãà¥ ¢ á¬ëá«¥ �.�à¨ª¥««  ¨ �.�. �« àª  [16]. � [16] ¡ë«  ¤®ª § ­ 
â¥®à¥¬ , ãâ¢¥à¦¤ îé ï, çâ® ¯®«­ ï ¡«¨§ª® ª á â¥«ì­ ï áâàãªâãà  ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ ¨§®¬®àä­ 
áâ ­¤ àâ­®© ¯®çâ¨ ª á â¥«ì­®© áâàãªâãà¥ ­¥ª®â®à®£® ª á â¥«ì­®£® à áá«®¥­¨ï. � [17] íâ  â¥®-
à¥¬  ¡ë«  ®¡®¡é¥­  ­  á«ãç © ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå p-¯®çâ¨ ª á â¥«ì­ëå áâàãªâãà,   ¨¬¥­­®, ¡ë«®
¤®ª § ­®, çâ® ¯®«­ ï ¡«¨§ª® p-ª á â¥«ì­ ï áâàãªâãà  ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ ¨§®¬®àä­  áâ ­¤ àâ-
­®© p-¯®çâ¨ ª á â¥«ì­®© áâàãªâãà¥ à áá«®¥­¨ï N 1-áª®à®áâ¥© �à¥á¬ ­ . � [15] ¢ëè¥ãª § ­­ ï
â¥®à¥¬  ¡ë«  ®¡®¡é¥­  ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®© «®ª «ì­®©  «£¥¡àë,   ¨¬¥­­®, ¡ë«  ¤®ª § ­ 
â¥®à¥¬ , ª®â®àãî ¢ â¥à¬¨­ å à ¤¨ ­â­®áâ¨ ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�¥®à¥¬  2. �®«­®¥ à ¤¨ ­â­®¥ A-£« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n ¨§®¬®àä­® ¢ ª â¥£®à¨¨

A-Man à áá«®¥­¨î A-áª®à®áâ¥© TAMn ­¥ª®â®à®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï Mn.

4. �à¥¯ïâáâ¢¨ï ª à ¤¨ ­â­®áâ¨
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï

� ­­ë© à §¤¥« à ¡®âë ¯®á¢ïé¥­ ¯®áâà®¥­¨î ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨å ª« áá®¢, ï¢«ïîé¨åáï ¯à¥-

¯ïâáâ¢¨ï¬¨ ª à ¤¨ ­â­®áâ¨
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï M
�

A

n . � á«ãç ¥ ¯®«­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï M
�

A

n íâ¨

ª« ááë ï¢«ïîâáï ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï¬¨ ¤«ï ¨§®¬®àä­®áâ¨ M
�

A

n (¢ ª â¥£®à¨¨
�

An-¬­®£®®¡à §¨©) A-

¬®¤ã«î
�

An. �«ï
�

R(")n-¬­®£®®¡à §¨ï M
�

R(")
n ¯®áâà®¥­­ë¥ ª« ááë á®¢¯ ¤ îâ á ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï¬¨ ª

à ¤¨ ­â­®áâ¨  ää¨­­ëå ¬­®£®®¡à §¨©, ¯®áâà®¥­­ë¬¨ ¢ [18].
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� áá¬®âà¨¬
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥ M
�

A

n á (
�

An;Dn(A))- â« á®¬ fh� : U� � M
�

A

n ! U 0
� �

�

Ang�2A.
�®®à¤¨­ â­ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï h� � h

�1
� ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤ (á¬. (6)):

�

X i
� =

qX
jpj=0

aip(�; �)
�

Xp
�; (8)

£¤¥ aip ¨ a
i
0 | «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ë¥ äã­ªæ¨¨ á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ A ¨

�

A á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � ¬­®£®-

®¡à §¨¥¬ M
�

A

n ¥áâ¥áâ¢¥­­®  áá®æ¨¨àãîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­ëå à áá«®¥­¨ï á®

áâ ­¤ àâ­ë¬ á«®¥¬
�

An ¨ áâàãªâãà­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨ Dn(A) ¨ Gq
n á®®â¢¥âáâ¢¥­­®:

1) � : OM
�

A

n ! M
�

A

n á  â« á®¬ fH� : ��1(U�) ! U 0
� �

�

Ang�2A, äã­ªæ¨¨ ¯¥à¥å®¤  ª®â®à®£®
H� �H

�1
� ¨¬¥îâ ¢¨¤

f
�

X i
�;

�

X i
�g 7!

�
�

X i
� =

qX
jpj=0

a(�; �)ip
�

Xp
�;

�

X i
� =

qX
jpj=0

a(�; �)ip
�

Xp
�

�
; (9)

¨

2) e� : eOM �

A

n ! M
�

A

n á  â« á®¬ f eH� : e��1(U�) ! U 0
� �

�

Ang�2A, äã­ªæ¨¨ ¯¥à¥å®¤  ª®â®à®£®eH� � eH�1
� ¨¬¥îâ ¢¨¤

f
�

X i
�;

�

X i
�g 7!

�
�

X i
� =

qX
jpj=0

a(�; �)ip
�

Xp
�;

�

X i
� =

qX
jpj=0

a(�; �)ip
�

Xp
�

�
; (10)

£¤¥ aip = �q0(a
i
p).

� áá«®¥­¨ï OM
�

A

n ¨ eOM �

A

n ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ª ­®­¨ç¥áª¨¬ á®¯à¨ª á îé¨¬áï

¨ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ à ¤¨ ­â­ë¬ à áá«®¥­¨ï¬¨
�

An-¬­®£®®¡à §¨ï M
�

A

n .

�¬¥îâáï ª ­®­¨ç¥áª¨¥ á¥ç¥­¨ï � : M
�

A

n ! OM
�

A

n ¨ e� : M
�

A

n ! eOM �

A

n íâ¨å à áá«®¥­¨©, ª®-

â®àë¥ ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å § ¤ îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ãà ¢­¥­¨ï¬¨
�

X i
� =

�

X i
� ¨

�

X i
� = 0. �

¯®á«¥¤ãîé¥¬ ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì ¬­®£®®¡à §¨¥ M
�

A

n á ®¡à §®¬ �(M
�

A

n ) � OM
�

A

n á¥ç¥­¨ï �.

�à ¢­¥­¨ï d
�

X i
� = 0 ®¯à¥¤¥«ïîâ «®ª «ì­® ¯«®áª¨¥ á¢ï§­®áâ¨ � ¨ e� ¢ à áá«®¥­¨ïå OM

�

A

n

¨ eOM �

A

n á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �â¨ á¢ï§­®áâ¨ ¯®à®¦¤ îâ ª ­®­¨ç¥áª¨¥ á«®¥­¨ï ­  ¬­®£®®¡à §¨ïå

OM
�

A

n ¨ eOM �

A

n . �á«¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ M
�

A

n ¯®«­®¥, â® ¥£® ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ­ ªàë¢ îé¥¥ ¯à®áâà ­-

áâ¢® fM �

A

n ¨§®¬®àä­®
�

An. � íâ®¬ á«ãç ¥ à áá«®¥­¨¥ OM
�

A

n ¨§®¬®àä­® äã­¤ ¬¥­â «ì­®¬ã £àã¯-

¯®¨¤ã �(M
�

A

n ) ¬­®£®®¡à §¨ï M
�

A

n á ¯à®¥ªæ¨¥© �0, ®â­®áïé¥© £®¬®â®¯¨ç¥áª®¬ã ª« ááã [
] ¯ãâ¨


 : [0; 1] ! M
�

A

n ¥£® ­ ç «ì­ãî â®çªã 
(0), ¨ á¢ï§­®áâì � ï¢«ï¥âáï á¢ï§­®áâìî, ¯®à®¦¤ ¥¬®©

á¢ï§­®áâìî �ãà¥¢¨ç  [27] ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ 
(M
�

A

n ) ¯ãâ¥© ¬­®£®®¡à §¨ï M
�

A

n : à¥§ã«ìâ â®¬ ¯ à «-

«¥«ì­®£® ¯¥à¥­¥á¥­¨ï í«¥¬¥­â  [
] ¢¤®«ì ªà¨¢®© � : [0; 1]!M
�

A

n á ­ ç «®¬ �(0) = 
(0) ï¢«ï¥âáï

í«¥¬¥­â [��1 � 
]. � íâ®© ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ á¥ç¥­¨¥ � ®â­®á¨â â®çª¥ x 2M
�

A

n £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© ª« áá
¯®áâ®ï­­®£® ¯ãâ¨ 
(t) � x.

�ãáâì E ï¢«ï¥âáï
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥¬, ¨§®¬®àä­ë¬
�

An, ¨ h : E !
�

An | £«®¡ «ì­ ï ª à-
â  ­  E. �¯à¥¤¥«¨¬ £àã¯¯ã Dn(E) A- ää¨­­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¬­®£®®¡à §¨ï E á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬: ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬ ' : E ! E ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Dn(A), ¥á«¨ h�1 �' �h ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Dn(A).

� ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯ 
�

Dn(E), á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ­®à¬ «ì­®¬ã ¤¥«¨â¥«î
�

Dn(A). �«¥¬¥­âë ¨§
�

Dn(E) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì
�

Dn-¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨. �ª § ­­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥
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§ ¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à  £«®¡ «ì­®© ª àâë h. �¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®« ¬¨
�

D(OM
�

A

n ) ¨
�

D( eOM �

A

n ) à áá«®¥­¨ï
�

Dn-¯à¥®¡à §®¢ ­¨© á«®¥¢ à áá«®¥­¨© OM
�

A

n ¨ eOM �

A

n á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � ­®­¨ç¥áª¨¥ «®ª «ì­®

¯«®áª¨¥ á¢ï§­®áâ¨ ¢ OM
�

A

n ¨ eOM �

A

n ¨­¤ãæ¨àãîâ «®ª «ì­® ¯«®áª¨¥ á¢ï§­®áâ¨ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¨¥ á«®¥­¨ï ­ 
�

D(OM
�

A

n ) ¨
�

D( eOM �

A

n ). �ãçª¨ à®áâª®¢ ¯«®áª¨å á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨©
�

D(OM
�

A

n ) ¨
�

D( eOM �

A

n ) ®¡®§­ ç¨¬ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á¨¬¢®« ¬¨
�

D ¨
�eD. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï

â ª¦¥ ¯ãç®ª à®áâª®¢ «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ëå äã­ªæ¨© ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ M
�

A

n á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢
£àã¯¯¥ Dn(A). �«ï ¯à®áâ®âë íâ®â ¯ãç®ª ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï â¥¬ ¦¥ á¨¬¢®«®¬ Dn(A).

�ãáâì U = fU�g�2B | ¯®ªàëâ¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ïM
�

A

n ®¡« áâï¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï
�

An-ª àâ (U�; h�).
�â­®áï ª ¦¤®© ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯ à¥ �; � 2 B â ª®©, çâ® U� \ U� 6= ;, «®ª «ì­® ¯®áâ®-
ï­­ãî äã­ªæ¨î ��� : U� \ U� ! Dn(A), á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî A- ää¨­­®¬ã ¯à¥®¡à §®¢ ­¨î
h� � h

�1
� á ãà ¢­¥­¨ï¬¨ (8), ¯®«ãç¨¬ ª®æ¨ª« �U , ª®â®àë© ®¯à¥¤¥«ï¥â ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨© ª« áá

[�]U 2 H1(U ; Dn(A)) [28]. �­ «®£¨ç­®, ®â­®áï ¯ à¥ �; � 2 B «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ãî äã­ªæ¨îe��� = � � ���, £¤¥ � : Dn(A)! Gq
n | ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© í¯¨¬®àä¨§¬ (7) (äã­ªæ¨ï e��� á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

A- ää¨­­®¬ã ¯à¥®¡à §®¢ ­¨î, § ¤ ¢ ¥¬®¬ã ¢â®à®© £àã¯¯®© ãà ¢­¥­¨© (10)), ¯®«ãç¨¬ ª®£®¬®-

«®£¨ç¥áª¨© ª« áá [e�]U 2 H1(U ;Dn(A)). �â¨ ª« ááë [�]U ¨ [e�]U ­¥ § ¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à  �

An-ª®®à¤¨­ â

­  ®¡« áâïå ¯®ªàëâ¨ï U . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï
�

h� = g� � h�, £¤¥ g� : U� ! Dn(A)

| «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ë¥ äã­ªæ¨¨, § ¤ îâ ¤àã£¨¥
�

An-ª®®à¤¨­ âë ­  ®¡« áâïå ¯®ªàëâ¨ï U , â®
¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï ���� = g� � ��� � g

�1
� ¨ e���� = eg� � e��� � eg�1� , £¤¥ eg� = � � g�. �â­¥á¥¬

ª ¦¤®© ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯ à¥ �; � 2 B â ª®©, çâ® U� \ U� 6= ;, á¥ç¥­¨ï '�� ¨ e'�� à áá«®¥­¨©
�

D(OM) ¨
�

D( eOM) ­ ¤ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ U� \ U�, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á®®â­®è¥­¨ï¬¨

'��(x) = H�1
�;x � ��� �

e��� �H�;x = H�1
�;x �

e��� �H�;x (11)

¨

e'��(x) = eH�1
�;x �

e��� � ��� � eH�;x = eH�1
�;x � ��� �

eH�;x; (12)

£¤¥ x 2 U� \ U�, H�;x = H�j(��1(x) : ��1(x)) !
�

An, eH�;x = eH�j(e��1(x) : e��1(x)) ! �

An.
�¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® '�� � '�
 � '
� = id, e'�� � e'�
 � e'
� = id. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç -

¥¬ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨¥ ª« ááë ['] 2 H1(M
�

A

n ;
�

D) ¨ [ e'] 2 H1(M
�

A

n ;
�eD). �â¨ ª« ááë â ª¦¥ ­¥ § -

¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à 
�

An-ª®®à¤¨­ â. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï  â« á  f(U�;
�

h� = g� � h�)g�2B ¨¬¥¥¬
�

H�;x = g� �H�;x,
�

H�1
�;x = H�1

�;x � g
�1
� , ®âªã¤  '���(x) = �� � '��(x) � �

�1
� , e'���(x) = e�� � '��(x) � e��1� ,

£¤¥ �� = H�1
�;x � g

�1
� � eg� �H�;x, e�� = eH�1

�;x � eg�1� � g� � eH�;x.
�ãáâì V = fV�0g�02B0 | ¨§¬¥«ìç¥­¨¥ ¯®ªàëâ¨ï U , t : B0 ! B | ®â®¡à ¦¥­¨¥ â ª®¥, çâ® V�0 �

Ut(�0),   tUV : H1(U ;
�

D) ! H1(V;
�

D) ¨ etUV : H1(U ;
�eD) ! H1(V;

�eD) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï

¢ ª®£®¬®«®£¨ïå [28]. �á¯®«ì§ãï  â« á f(V�0 ; ht(�0)jV�0)g�02B0 , ¯®áâà®¨¬ ª« ááë [']V 2 H1(V;
�

D)

¨ [ e']V 2 H1(V;
�eD). �ç¥¢¨¤­®, tUV([']U ) = [']V , etUV([ e']U) = [ e']V . �¥à¥å®¤ï ª ¯àï¬ë¬ ¯à¥¤¥« ¬,

¯®«ãç ¥¬ ª« ááë ['] 2 H1(M
�

A

n ;
�

D) ¨ [ e'] 2 H1(M
�

A

n ;
�eD).

�¥®à¥¬  3. �ãáâì M
�

A

n |
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(i) ¬­®£®®¡à §¨¥ M
�

A

n à ¤¨ ­â­®;

(ii) [�] = [e�] 2 H1(M
�

A

n ;Dn(A));

(iii) ['] = 1 2 H1(M
�

A

n ;
�

D);
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(iv) [ e'] = 1 2 H1(M
�

A

n ;
�eD).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (ii)) (i). �á«¨ ª« ááë [�] ¨ [e�] á®¢¯ ¤ îâ, â® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ( �An;Dn(A))-

 â« á  f(U�; h�)g�2B ­  M
�

A

n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨¥ e��� = g� � ��� � g
�1
� , ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

g� � h� � h
�1
� � g�1� = e���. � ª¨¬ ®¡à §®¬, f(U�; eh� = g� � h�)g�2B ï¢«ï¥âáï (

�

An; Gq
n)- â« á®¬ ­ 

M
�

A

n .

(iii) ) (i). �á«¨ ['] = 1, â® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®ªàëâ¨ï fU�g�2B ¬­®£®®¡à §¨ï M
�

A

n ª®®à¤¨­ â-
­ë¬¨ ®ªà¥áâ­®áâï¬¨ ª®æ¨ª« f'��g ª®£®¬®«®£¨ç¥­ 1. �ãáâì f��g�2B | 0-ª®æ¥¯ì ­  ¯®ªàëâ¨¨

fU�g�2B á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¯ãçª¥
�

D â ª ï, çâ® '�� = �� � �
�1
� . �®£¤  ¨§ (11) á«¥¤ã¥â, çâ®

H�1
�;x �

e��� �H�;x = �� � �
�1
� ¨ H�;x � �� � �

�1
� �H�1

�;x = e���. �â®¦¤¥áâ¢«ïïM �

A

n á �(M
�

A

n ) � OM
�

A

n , à á-

á¬®âà¨¬ ­  íâ®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨  â« á feh� : U� !
�

Ang�2B , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:eh�(x) = H�;x(��(x)). �ç¥¢¨¤­®, íâ®â  â« á § ¤ ¥â ­  M
�

A

n áâàãªâãàã (
�

An; Gq
n)-¬­®£®®¡à §¨ï.

(iv)) (i). � ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ã­ªâ¥, ¨¬¥¥¬ e'�� = ����
�1
� . �®£¤  ¨§ (12) ¯®«ãç ¥¬ eH�;x����

��1� � eH�1
�;x = ���, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® á®®â­®è¥­¨ï

�

H�(X) = (h�(x); eH�;x(��(X)), £¤¥ X 2 ��1(x),

®¯à¥¤¥«ïîâ  â« á ­  eOM �

A

n á äã­ªæ¨ï¬¨ ¯¥à¥å®¤ 
�

H� �
�

H�1
� ¢¨¤  (9). �â®¡à ¦¥­¨ï

�

H�1
� � H�

®¯à¥¤¥«ïîâ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì à áá«®¥­¨©  : OM
�

A

n ! eOM �

A

n , ¨ ­ ¡®à ª àâ feh� : U� !
�

Ang�2B,

®¯à¥¤¥«¥­­ëå á®®â­®è¥­¨ï¬¨ eh�(x) = eH�;x( (x)), ï¢«ï¥âáï (
�

An; Gq
n)- â« á®¬ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨

M
�

A

n .
�ç¥¢¨¤­®, ¨§ (i) á«¥¤ãîâ (ii), (iii) ¨ (iv).

�¥®à¥¬  4. �ãáâì M
�

A

n | ¯®«­®¥ á¢ï§­®¥
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨-

¢ «¥­â­ë:
(i) ¬­®£®®¡à §¨¥ M

�

A

n ¨§®¬®àä­®
�

An;

(ii) H1(M
�

A

n ;Dn(A)) = 1;

(iii) H1(M
�

A

n ;
�

D) = 1;

(iv) H1(M
�

A

n ;
�eD) = 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (ii)) (i). �® â¥®à¥¬¥ 1 ¯®«­®¥ á¢ï§­®¥ à ¤¨ ­â­®¥
�

An-¬­®£®®¡à §¨¥ ¨§®-

¬®àä­®
�

An. �®áª®«ìªã H1(M
�

A

n ;Dn(A)) = 1, â® M
�

A

n ¨§®¬®àä­® à ¤¨ ­â­®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î,

¯®íâ®¬ã M
�

A

n ¨§®¬®àä­®
�

An.
�­ «®£¨ç­® ¯®«ãç ¥¬ ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (iii) ) (i) ¨ (iv) ) (i).
(i) ) (ii). �âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ U = fU�g�2B £« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï Wk ­ §ë¢ ¥âáï å®à®-

è¨¬ ([29], á. 52), ¥á«¨ ¢á¥ ­¥¯ãáâë¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï U�1 \ � � � \ U�p ¤¨ää¥®¬®àä­ë Rn. �®à®è¨¥
¯®ªàëâ¨ï ®¡à §ãîâ ª®ä¨­ «ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ®âªàëâëå ¯®ªàëâ¨© £« ¤ª®£®
¬­®£®®¡à §¨ï Wk, â. ¥. ¢ ª ¦¤®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï Wk ¬®¦­® ¢¯¨á âì ­¥ª®â®à®¥

å®à®è¥¥ ¯®ªàëâ¨¥. �«ï ¬­®£®®¡à §¨ï
�

An ¬®¦­® ¢ë¡¨à âì å®à®è¨¥ ¯®ªàëâ¨ï, á®áâ®ïé¨¥ ¨§

®âªàëâëå ª®®à¤¨­ â­ëå ªã¡®¢. �ãáâì [�] 2 H1(
�

An;Dn(A)). �«ï ­¥ª®â®à®£® å®à®è¥£® ¯®ªàë-

â¨ï ¬­®£®®¡à §¨ï
�

An ®âªàëâë¬¨ ª®®à¤¨­ â­ë¬¨ ªã¡ ¬¨ U = fU�g�2B ª« áá [�] ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
ª« áá®¬ [�]U 2 H1(U ;Dn(A)). �ãáâì f���g| ­¥ª®â®àë© ª®æ¨ª«, ¯®à®¦¤ îé¨© ª« áá [�]U . �ã­ª-
æ¨¨ ��� ¯®áâ®ï­­ë, ®â®¦¤¥áâ¢¨¬ ¨å á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ £àã¯¯ë Dn(A). �ë¡¥à¥¬
®¡« áâì U�0 ¨ ¯®«®¦¨¬ ��0 : U�0 ! e 2 Dn(A). � â¥¬ ¤«ï ª ¦¤®£® � 2 B ¢ë¡¥à¥¬ x� 2 U� ¨ ¯ãâì


 : [0; 1] !
�

An, á®¥¤¨­ïîé¨© x�0 ¨ x�. �ãáâì ®¡« áâ¨ U�0 ; U�1 ; : : : ; U�n = U� ¯®ªàë¢ îâ ®¡à §
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([0; 1]) ¨ U�k \ U�k+1 6= ;. �®«®¦¨¬ g� = ���n�1 � ��n�1�n�2 � � � � � ��1�0 ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®áâ®ï­­ë¥
®â®¡à ¦¥­¨ï �� : U� ! g� 2 Dn(A). �á­®, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ �� ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯ãâ¨ 
 ¨
®¡« áâ¥© U�1 ; : : : ; U�n�1 ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨¥ �� = ��� � ��. � ª¨¬ ®¡à §®¬, [�]U = 1 ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì­®, [�] = 1.

�­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®«ãç îâáï ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (i) ) (iii) ¨ (i) ) (iv).

5. �à¥¯ïâáâ¢¨ï ª à ¤¨ ­â­®áâ¨ A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï

� áá¬ âà¨¢ ¥¬ A-£« ¤ª®¥ n-¬¥à­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n á An- â« á®¬ fh� : U� �MA ! U 0
� �

Ang�2A. �à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â h� � h
�1
� ¨¬¥îâ ¢¨¤

fX i
�g 7!

�
X i

� = 'i�� +
qX

jpj=1

1
p!

Dp'i��
Dxp�

�

Xp
�

�
;

£¤¥ 'i�� | ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¥ A-§­ ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¯® ®â­®è¥­¨î ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã
�

An-á«®¥­¨î ­ 
An. � ¬­®£®®¡à §¨¥¬MA

n ¥áâ¥áâ¢¥­­®  áá®æ¨¨àãîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  à áá«®¥­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ 

á® áâ ­¤ àâ­ë¬ á«®¥¬
�

An ¨ áâàãªâãà­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨ Dn(A) ¨ Gq
n á®®â¢¥âáâ¢¥­­®:

1) ª ­®­¨ç¥áª®¥ á®¯à¨ª á îé¥¥áï
�

An-à áá«®¥­¨¥ � : OVMA

n !MA

n á  â« á®¬ fH� : ��1(U�)!

U 0
� �

�

Ang�2A ¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ¯¥à¥å®¤  H� �H
�1
� , ¨¬¥îé¨¬¨ ¢¨¤

fX i
� ;

�

X i
�g 7!

�
X i

� = 'i�� +
qX

jpj=1

1
p!

Dp'i��
Dxp�

�

Xp
�;

�

X i
� =

�
'i�� +

qX
jpj=1

1
p!

Dp'i��
Dxp�

�

Xp
�

�
; (13)

2) à áá«®¥­¨¥ e� : eOVMA

n ! MA

n á  â« á®¬ f eH� : e��1(U�) ! U 0
� �

�

Ang�2A ¨ äã­ªæ¨ï¬¨
¯¥à¥å®¤  eH� � eH�1

� , ¨¬¥îé¨¬¨ ¢¨¤

fX i
� ;

�

X i
�g 7!

�
X i

� = 'i�� +
qX

jpj=1

1
p!

Dp'i��
Dxp�

�

Xp
�;

�

X i
� =

qX
jpj=1

1
p!

Dp �'i��
Dxp�

�

Xp
�

�
; (14)

£¤¥ äã­ªæ¨¨ 'i�� ¨
�
'i�� ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ª®¬¯®­¥­âë äã­ªæ¨© 'i�� , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à §«®-

¦¥­¨î A = R�
�

A.
� áá«®¥­¨¥ eOVMA

n ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ª ­®­¨ç¥áª¨¬ à ¤¨ ­â­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ A-£« ¤ª®£® ¬­®-
£®®¡à §¨ï MA

n , ®­® ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¨§®¬®àä­® à áá«®¥­¨î TAtrM
A

n âà ­á¢¥àá «ì­ëå A-áª®à®áâ¥©

¤«ï ª ­®­¨ç¥áª®£®
�

An-á«®¥­¨ï ­  MA

n .
�¬¥îâáï ª ­®­¨ç¥áª¨¥ á¥ç¥­¨ï � : MA

n ! OVMA

n ¨ e� : MA

n ! eOVMA

n , ¢ «®ª «ì­ëå ª®®à-

¤¨­ â å ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ãà ¢­¥­¨ï¬¨
�

X i
� =

�

X i
� ¨

�

X i
� = 0. � ¯®á«¥¤ãîé¥¬ ¡ã¤¥â

ã¤®¡­® ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n á ®¡à §®¬ �(MA

n ) � OVMA

n á¥ç¥­¨ï �.
�¬¥îâáï ª ­®­¨ç¥áª¨¥ «®ª «ì­® ¯«®áª¨¥ ç áâ¨ç­ë¥ [30] á¢ï§­®áâ¨ � ¨ e� ¢ à áá«®¥­¨ïå

OVMA

n ¨ eOVMA

n á ¯ à ««¥«ì­ë¬ ¯¥à¥­¥á¥­¨¥¬ ¢¤®«ì á«®¥¢ ª ­®­¨ç¥áª¨å
�

An-á«®¥­¨©, ®¯à¥-

¤¥«ï¥¬ë¬ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ d
�

X i
� = 0 ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå. �â¨ á¢ï§­®áâ¨ ¯®à®¦¤ îâ á«®¥­¨ï ­  ¬­®-

£®®¡à §¨ïå OVMA

n ¨ eOVMA

n , ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¯®¤­ïâë¬¨ á«®¥­¨ï¬¨ [30], [19] ¯® ®â­®è¥­¨î

ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã
�

An-á«®¥­¨î ­  MA

n . � ª¨¬ ®¡à §®¬, OVMA

n ¨ eOVMA

n ï¢«ïîâáï á«®¥­ë¬¨
à áá«®¥­¨ï¬¨ [30], [19]. �®¤­ïâë¥ á«®¥­¨ï, ¯®à®¦¤ ¥¬ë¥ á¢ï§­®áâï¬¨ � ¨ e�, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì

¯®¤­ïâë¬¨
�

An-á«®¥­¨ï¬¨.
�§ ãà ¢­¥­¨© (13) ¨ (14) á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§ à áá«®¥­¨© OVMA

n ¨ eOVMA

n ­¥á¥â ­  á¥¡¥
áâàãªâãàã n-¬¥à­®£® £« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ­ ¤ «®ª «ì­®©  «£¥¡à®© bA, ¯®«ãç ¥¬®© ¨§  «£¥-

¡àë A ã¤¢®¥­¨¥¬ ¨¤¥ « 
�

A (á¬. (5)). �â® ¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì ­ ¤ ¬­®£®®¡à §¨¥¬ MA

n ¯ãçª¨
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à®áâª®¢ bA-£« ¤ª¨å ¯®á«®©­ëå �

Dn-¯à¥®¡à §®¢ ­¨© à áá«®¥­¨© OVMA

n ¨ eOVMA

n . �¡®§­ ç¨¬ íâ¨
¯ãçª¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, á¨¬¢®« ¬¨ S ¨ eS. � «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å á¥ç¥­¨ï ¯ãçª®¢ S ¨ eS § -
¤ îâáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ :

fX i;
�

X ig 7!

�
Y i = X i;

�

Y i =
�

X i +
�
'i +

qX
jpj=1

1
p!
Dp �
'i

Dxp

�

Xp

�
; (15)

£¤¥
�
'i | £« ¤ª¨¥

�

A-§­ ç­ë¥ äã­ªæ¨¨, «®ª «ì­® § ¢¨áïé¨¥ â®«ìª® ®â ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ª®®à¤¨­ â
xj .

�â¬¥â¨¬, çâ® ¯ãç®ª eS ¨§®¬®àä¥­ ¯ãçªã à®áâª®¢ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ëå ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¯®¤­ïâ®¬ã
�

An-á«®¥­¨î á¥ç¥­¨© à áá«®¥­¨ï âà ­á¢¥àá «ì­ëå A-áª®à®áâ¥© TAtrM
A

n .
� áá¬®âà¨¬ ¯®ªàëâ¨¥ U = fU�g�2B ¬­®£®®¡à §¨ï MA

n ®¡« áâï¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï An-ª àâ ¨
ª ¦¤®© ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯ à¥ �; � 2 B â ª®©, çâ® U� \ U� 6= ;, ®â­¥á¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ «®ª «ì­ë¥
Dn(A)-¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï à áá«®¥­¨© OVMA

n ¨ eOVMA

n á®®â¢¥âáâ¢¥­­®:

'�� = H�1
� � eH� � eH�1

� �H�; e'�� = eH�1
� �H� �H

�1
� � eH�: (16)

�®áª®«ìªã '�� = H�1
� � (H� �H

�1
� ) � ( eH� � eH�1

� ) �H� ¨ e'�� = eH�1
� � ( eH� � eH�1

� ) � (H� �H
�1
� ) � eH�,

  ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï (H� � H
�1
� ) � ( eH� � eH�1

� ) ¨ ( eH� � eH�1
� ) � (H� � H

�1
� ) ¨¬¥îâ ¢¨¤ (15), â® '��

¨ e'�� ï¢«ïîâáï á¥ç¥­¨ï¬¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯ãçª®¢ S ¨ eS ­ ¤ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥¬ U� \ U�. � ª ¨ ¢
¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥, ¯®«ãç ¥¬ ¤¢  ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨å ª« áá  [']U 2 H1(U ;S) ¨ [ e']U 2 H1(U ; eS),
ª®â®àë¥ ­¥ § ¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à An-ª®®à¤¨­ â ­  ®¡« áâïå fU�g�2B . �¥à¥å®¤ï ª ¯àï¬ë¬ ¯à¥¤¥« ¬,
¯®«ãç¨¬, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ª« ááë ['] 2 H1(MA

n ;S) ¨ [ e'] 2 H1(MA

n ;
eS).

�¥®à¥¬  5. �«ï n-¬¥à­®£® A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï MA

n á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â-

­ë:
(i) ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n à ¤¨ ­â­®;
(ii) ['] = 1 2 H1(MA

n ;S);
(iii) [ e'] = 1 2 H1(MA

n ;
eS);

(iv) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ á¥ç¥­¨¥ á«®¥­®£® à áá«®¥­¨ï OVMA

n .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (ii) ) (i). �á«¨ ['] = 1, â® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®ªàëâ¨ï fU�g�2B ¬­®£®-
®¡à §¨ï MA

n ª®®à¤¨­ â­ë¬¨ ®¡« áâï¬¨ ª®æ¨ª«, ¯®à®¦¤ ¥¬ë© ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ f'��g, ª®£®-
¬®«®£¨ç¥­ 1. �ãáâì f��g�2B | 0-ª®æ¥¯ì ­  ¯®ªàëâ¨¨ fU�g�2B á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¢ ¯ãçª¥ S
â ª ï, çâ® '�� = �� � �

�1
� . �â®¦¤¥áâ¢«ïï MA

n á �(MA

n ) � OVMA

n , ¨§ (16) ¯®«ãç¨¬, çâ®  â« á
fH� � �� : �(U�)! Ang�2B ®¯à¥¤¥«ï¥â à ¤¨ ­â­ãî áâàãªâãàã ­  MA

n .
(iii) ) (i). �­ «®£¨ç­® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã ¯ã­ªâã ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨¬¥¥¬ e'�� = �� � �

�1
� . �®£¤  ¨§

(16)  ­ «®£¨ç­® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ¯ã­ªâã â¥®à¥¬ë 3 á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï H�1
� � eH� � ��

®¯à¥¤¥«ïîâ ª®àà¥ªâ­® bA-£« ¤ªãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì à áá«®¥­¨©  : eOVMA

n ! OVMA

n ¨ ­ ¡®à
An-ª àâ f eH� � �

�1
� � eH�1

� �H�j�(U�)! Ang�2B ¥áâì �0(An)- â« á ­  MA

n .
�á­®, çâ® ¨§ (i) á«¥¤ãîâ (ii) ¨ (iii).
(iv) , (i). �§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ááã¦¤¥­¨© á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï â®£® çâ®¡ë ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n

¡ë«® à ¤¨ ­â­ë¬, ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ «  bA-£« ¤ª ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì
 : eOVMA

n ! OVMA

n à áá«®¥­¨© ­ ¤ MA

n . �á«¨ â ª ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì áãé¥áâ¢ã¥â, ®â®¡à -
¦¥­¨¥ �� =  � e� ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¬ á¥ç¥­¨¥¬ à áá«®¥­¨ï OVMA

n . �¡à â­®, ¯à®¥ª-
â¨àã¥¬®¥ á¥ç¥­¨¥ �� : MA

n ! OVMA

n ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© bA-£« ¤ª¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬
 : eOVMA

n ! OVMA

n â ª®©, çâ®  � e� = ��. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ­ ¤ ª®®à¤¨­ â­®© ®ªà¥áâ­®-

áâìî U , ï¢«ïîé¥©áï ¯à®áâë¬ ®âªàëâë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¤«ï ª ­®­¨ç¥áª®£®
�

An-á«®¥­¨ï ­  MA

n ,
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á¥ç¥­¨¥ �� § ¤ ¥âáï ãà ¢­¥­¨ï¬¨ fxi;
�

X ig 7! fxi;
�

X i;
�

X i = �i(xj)g, â®  ­ ¤ U ¨¬¥¥â ¢¨¤

fxi;
�

X i;
�

X ig 7!

�
xi;

�

X i; �i(xj) +
qX

jpj=1

1
p!
Dp�j

Dxp

�

Xp

�
: �

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ­ «¨ç¨¥ ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®£® á¥ç¥­¨ï ®ª §ë¢ ¥â áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¢«¨ï­¨¥
­  áâà®¥­¨¥ (X;G)-á«®¥­¨ï ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥. � ª ¢ [24] ¡ë«® ¤®ª § ­®, çâ® ¥á«¨ ª ­®­¨ç¥-
áª®¥ à áá«®¥­¨¥ ¯®«­®£® (X;G)-á«®¥­¨ï ¤®¯ãáª ¥â ¯à®¥ªâ¨àã¥¬®¥ á¥ç¥­¨¥, â® íâ® (X;G)-á«®¥­¨¥
®¡à §®¢ ­® á«®ï¬¨ «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­®£® à áá«®¥­¨ï.

�¥®à¥¬  6. �«ï ¯®«­®£® A-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï MA

n á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(i) MA

n A-¤¨ää¥®¬®àä­® à áá«®¥­¨î A-áª®à®áâ¥© TAMn ­¥ª®â®à®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® ¬­®-

£®®¡à §¨ï Mn;
(ii) H1(MA

n ;S) = 1;
(iii) H1(MA

n ;
eS) = 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (ii), (iii)) (i). �® â¥®à¥¬¥ 5 ª ¦¤®¥ ¨§ ãá«®¢¨© (ii) ¨ (iii) ¢«¥ç¥â ¨§®¬®àä-
­®áâì ¬­®£®®¡à §¨ï MA

n ­¥ª®â®à®¬ã à ¤¨ ­â­®¬ã ¬­®£®®¡à §¨î. �®áª®«ìªã ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n

ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬, â® ¯® â¥®à¥¬¥ 2 ®­® A-¤¨ää¥®¬®àä­® à áá«®¥­¨î A-áª®à®áâ¥© TAWn ­¥ª®-
â®à®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® ¬­®£®®¡à §¨ï Wn.

(i)) (ii), (iii). � á«ãç ¥MA

n = TAWn ¯ãçª¨ S ¨ eS á®¢¯ ¤ îâ. �ãáâì [�] 2 H1(TAWA

n ;S). � á-
á¬®âà¨¬ ­  ¬­®£®®¡à §¨¨ Wn ­¥ª®â®àë©  â« á f(Va; ha)ga2A â ª®©, çâ® ¯®ªàëâ¨¥ V = fVaga2A
ï¢«ï¥âáï å®à®è¨¬ (á¬. [29], á. 52). �â®â  â« á ¯®à®¦¤ ¥â An- â« á f(V A

a ; h
A

a )ga2A ­  à áá«®¥­¨¨
TAWn, £¤¥ V Aa = TAVa = (�q0)

�1(Va), �
q
0 : T

AWn ! Wn | ¯à®¥ªæ¨ï à áá«®¥­¨ï A-áª®à®áâ¥©,  
hAa : V A

a ! An | A-¯à®¤®«¦¥­¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ha. �à¥®¡à §®¢ ­¨ï ª®®à¤¨­ â hAb � (h
A

a )
�1 ï¢«ï-

îâáï A-¯à®¤®«¦¥­¨ï¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ª®®à¤¨­ â hb � (ha)�1. �« áá [�] ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª« áá®¬
[�]U 2 H1(U ;S) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®ªàëâ¨ï U = fU�g�2B ¬­®£®®¡à §¨ï TAWn, ¢¯¨á ­­®£® ¢ ¯®-
ªàëâ¨¥ VA = fV Aa ga2A. �ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ U� � V Aa(�) ¨ t : B 3 � 7! t(�) = a(�) 2 A |
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨­¤¥ªá­ëå ¬­®¦¥áâ¢. � áá¬®âà¨¬ ª®æ¨ª« f���g ­  ¯®ªàëâ¨¨ U ,

§ ¤ îé¨© ª« áá [�]U . �® íâ®¬ã ª®æ¨ª«ã ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì à áá«®¥­¨¥
�
� :

�

OV TAWn ! TAWn á®

áâ ­¤ àâ­ë¬ á«®¥¬
�

An ¨ áâàãªâãà­®© £àã¯¯®©Dn(A), ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥  â« á®¬
�

H� : U��
�

An ! bAn

á äã­ªæ¨ï¬¨ ¯¥à¥å®¤ 
�

H� �
�

H�1
� = H� � ��� �H

�1
� ; (17)

£¤¥ fH� : U� �
�

An ! bAng�2B |  â« á ª ­®­¨ç¥áª®£® á®¯à¨ª á îé¥£®áï à áá«®¥­¨ï OV TAWn á
äã­ªæ¨ï¬¨ ¯¥à¥å®¤  H� �H

�1
� , ¨¬¥îé¨¬¨ ¢¨¤ (13) ¤«ï  â« á  fhAa(�) : U� ! Ang�2B ­  TAWn.

�ã­ªæ¨¨ áª«¥©ª¨
�

H� �
�

H�1
� ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë ®â­®á¨â¥«ì­® ª ­®­¨ç¥áª®£®

�

An-á«®¥­¨ï ­  TAWn ¨

®¯à¥¤¥«ïîâ ­ 
�

OV TAWn áâàãªâãàã ¯®«­®£® bA-£« ¤ª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï. �ª¢®§­ ï ¯à®¥ªæ¨ï
b�q0 : �

OV TAWn

�

�
�! TAWn

�
q

0�!Wn

ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­® âà¨¢¨ «ì­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ á ®¤­®á¢ï§­ë¬¨ á«®ï¬¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯® â¥®-
à¥¬¥ 3 ¨§ [31] ¨¬¥¥âáï bA-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬

� :
�

OV TAWn ! T bAWn
�= OV TAWn;

¯¥à¥áâ ­®¢®ç­ë© á ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥¬ ­  Wn. �ãáâì �� = �j
�
��1(U�) :

�
��1(U�) ! T bAWn | ®£à -

­¨ç¥­¨¥ bA-¤¨ää¥®¬®àä¨§¬  �. �«ï ­¥¯ãáâ®£® ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï U� \ U�, ãç¨âë¢ ï (17) ¨ â®, çâ®
�� = �� ­ 

�
��1(U� \ U�), ¯®«ãç ¥¬

��� = H�1
� �

�

H� �
�

H�1
� �H� = (H�1

� �
�

H� � �
�1
� ) � (�� �

�

H�1
� �H�) = �� � �

�1
� ;
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£¤¥

�� = (H�1
� �

�

H� � �
�1
� ) : OV TAWnj�

�1(U�)! OV TAWnj�
�1(U�)

| á¥ç¥­¨¥ ¯ãçª  S ­ ¤ U�. � ª¨¬ ®¡à §®¬, [���] = 1 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, [�] = 1.

� á«ãç ¥  «£¥¡à ¢ëá®âë q = 1, â. ¥.  «£¥¡à R(N; 1) áà¥§ ­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ 1, ¯ãçª¨ S
¨ eS ï¢«ïîâáï  ¡¥«¥¢ë¬¨, ¨ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ¤«ï à ¤¨ ­â­®áâ¨ ¬­®£®®¡à §¨© ­ ¤R(N; 1) ¬®£ãâ ¡ëâì
¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢ â¥à¬¨­ å (á«®¥­ëå) dF -ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨å ª« áá®¢ ¬¥â®¤®¬,  ­ «®£¨ç­ë¬ ¯à¨-
¬¥­¥­­®¬ã ¢ [18] ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨  ää¨­­ëå à áá«®¥­¨©. � ¨¬¥­­®, ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨ïMR(N;1)

n á¢ï§-
­®áâì � ¢ OVMR(N;1)

n ï¢«ï¥âáï  ää¨­­®© ç áâ¨ç­®© [30] á¢ï§­®áâìî, ª®¢ à¨ ­â­ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï
r� ¢ á¢ï§­®áâ¨ � ï¢«ï¥âáï 1-ä®à¬®© á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ á¥ç¥­¨ïå à áá«®¥­¨ï eOVMR(N;1)

n , ¨ ¯à¥¯ïâ-
áâ¢¨¥ ª à ¤¨ ­â­®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ª ª ª« áá [r�] 2 H1;0

F (MR(N;1)
n ; eOVMR(N;1)

n ), £¤¥
H1;0

F (MR(N;1)
n ; eOVMR(N;1)

n ) | £àã¯¯  dF -ª®£®¬®«®£¨© ¤«ï ª ­®­¨ç¥áª®£® á«®¥­¨ï (á¬. [19]) ä®à¬
á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ á¥ç¥­¨ïå à áá«®¥­¨ï eOVMR(N;1)

n , ¨¬¥îé¥£® ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ë¥ äã­ªæ¨¨ ¯¥à¥å®¤ .
�á«¨ à ¤¨ ­â­®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ MA

n ­¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬, â® ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®¥ ¬­®¦¥áâ¢®
H1(MA

n ;S) ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¬. � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ ¬­®£®®¡à §¨¥ �®¯ä 
MR(")

1 = (R(") n f0g)=G, £¤¥ G | ¡¥áª®­¥ç­ ï æ¨ª«¨ç¥áª ï £àã¯¯ , ¯®à®¦¤ ¥¬ ï «¨­¥©­ë¬
®¯¥à â®à®¬ R(") n f0g 3 X 7! 2X 2 R(") n f0g. �ãáâì X = x1 + "x2 | à §«®¦¥­¨¥ í«¥¬¥­â 
 «£¥¡àë R(") ¯® ¡ §¨áã f1; "g. � ­®­¨ç¥áª®¥ á«®¥­¨¥ ­  MR(")

1 ¯®à®¦¤ ¥âáï á«®¥­¨¥¬ R(") ­ 
¯àï¬ë¥ x1 = const. � áá¬®âà¨¬ ®âªàëâë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

U1 =
�
X = x1 + "x2 2 R("); 9

4
< (x1)2 + (x2)2 < 9

	
;

U2 =
�
X = x1 + "x2 2 R("); 1 < (x1)2 + (x2)2 < 4

	
:

� ­®­¨ç¥áª ï ¯à®¥ªæ¨ï � : R(") n f0g ! M
R(")
1 ®â®¡à ¦ ¥â ¨å ­  ®âªàëâë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

Va = �(Ua), a = 1; 2, ¢ MR(")
1 , ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ ¯®ªàëâ¨¥ ¬­®£®®¡à §¨ï MR(")

1 . �â®¡à ¦¥­¨ï
ha = (�jUa)�1 : Va ! Ua ®¯à¥¤¥«ïîâ R(")- â« á ­  M

R(")
1 . �ãç®ª S ¢ á«ãç ¥ ¬­®£®®¡à §¨ïMR(")

1

¨§®¬®àä¥­ ¯ãçªã ¯à®¥ªâ¨àã¥¬ëå á«®¥¢ëå ¢¥ªâ®à­ëå ¯®«¥©. �¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ S 0 ®£à ­¨ç¥-
­¨¥ íâ®£® ¯ãçª  ­  á«®©

S1 = fX = "x2 2
�

R("); x2 > 0g=G:

�ãáâì � : H1(MR(")
1 ;S) ! H1(S1;S 0) | ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¯®à®¦¤ ¥¬®¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ ª®æ¨ª«®¢

­  S1. � áá¬®âà¨¬ ­  ¯®ªàëâ¨¨ fVaga=1;2 ¬­®£®®¡à §¨ï M
R(")
1 ª« áá [v] ¨§ H1(MR(")

1 ;S), ®¯à¥-
¤¥«ï¥¬ë© ¢ «®ª «ì­®© ª àâ¥ (V1; h1) á«¥¤ãîé¨¬ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®«¥¬ v ­  V1 \ V2: v(X) = 0 ­ 
�(fX 2 V1, 9

4
< (x1)2 + (x2)2 < 4g), v(X) = 1 ­  �(fX 2 V1, 4 < (x1)2 + (x2)2 < 9g). �®áª®«ìªã

�[v] 6= 0, â® H1(MR(")
1 ;S) 6= 0.
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