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 Введение

В 1859 году Риман, выступив со своей работой «О числе простых чисел, 

не превышающих данной величины», упомянул одну гипотезу. 

«Хотелось бы, конечно, иметь строгое доказательство этого факта, но 

после нескольких недолгих бесплодных попыток я отложил поиск такого 

доказательства, поскольку этого не требуется для непосредственных целей 

моего исследования». 

Факт гласит, что все нетривиальные нули Дзета-функции Римана имеют 

вещественную часть, равную ½, соответственные тривиальные нули – четные

отрицательные числа.
Дзета-функция Римана имеет простейший вид:
               

ζ (s )=∑
s=0

∞

n− s , n=σ+it , σ , t∈R .                                      (1)

Верная для чрезвычайно большого числа первых чисел, этот факт остался

недоказанным и более того вызывает сомнения некоторым математиков.
К вопросу о вычислении нулей дзета-функции Римана меня подтолкнуло 

чтение книги [1]. Так же при подготовки работы были осмотрены многие 

другие научные работы.



 Глава 1.Некоторые сведения о гипотезе и дзета-функции Римана

Как уже говорилось во введении, Риман пытался в своей работе посчитать

количество простых чисел. Обладая одинаково прекрасными воображением, 

чутьем и интуицией, многие его работы опередили время на многие года 

вперед. Введенная им дзета-функция заняло видное место в истории 

математики как величайшая тайна и в то же время неожиданно находило свое

место в квантовой теории (Montgomery's pair correlation conjecture), немного 

более обобщенная дзета-функция Гурвица встречается в теории фракталов и 

динамических систем,  применяется в математической статистике, возникает 

в законе Ципфа, в физике элементарных частиц возникает в формуле 

Швингера, дающей точный результат для показателя рождения пар в 

уравнении Дирака для стационарного электромагнитного поля.

Поэтому может показаться интересной связь дзета-функции с простыми 

числами

ζ (s )=∏
p (1−

1
ps )

−1

.

Так же будут полезны формулы

                         (2)

(3)

Хоть и сам доклад Римана был о количестве простых чисел, тем не менее 

мы будем рассматривать только саму гипотезу и дзета-функцию главным 

образом.

ζ (s )=2
−s

π
s−1

sin( sπ2 )Γ (1−s ) ζ (1−s ) ,

ζ (s )(1−
1

2s )=∑n=1

∞ (−1 )n

ns
.



На сегодняшний день существуют видные математики, которые несмотря 

на все большее кажущееся волшебство и безошибочность гипотезы для 

первых порядка ста миллионов нулей считают её ошибочной.
Меня всегда волновал вопрос, какими же методами вычисляют точность 

нулей? Как можно быть уверенным, что нуль имеет вещественную часть, 

равную 
1
2 , и с какой точностью можно вычислить комплексную прямую, 

попытаться разобраться в этих методах и оценить погрешность. Учитывая 

сложность работы для всей комплексной плоскости, я решил себя ограничить

вещественной прямой.
Существуют множество методов, описать которые невозможно, я 

попробую  изложить некоторые.



Глава 2.Некоторые методы вычисления дзета-функции Римана

2.1. «Наивный способ».

Формулу (3), которая является одним из свойств дзеты-функции Римана, 
позволяет посчитать её простым способом. Формула хороша тем, что в этом 
виде дзета-функция сходится намного быстрее.

Достоинством этой формулы — простая реализация, возможность 
применения на большом интервале. Недостатки —  непонятная сходимость, 
долгое время работы.

Реализована программа на языке python, которая позволит найти сумму 
ряда.

Например, zeta1(1.2) выведет нам следующее:

In [111]: zeta1(1.2)

After 1000000 iterations , zeta=    5.591582197469346

Out[111]: 5.591582197469346

Для zeta1(2.0) :

In [112]: zeta1(2.)

After 110266 iterations , zeta=    1.644934066765948

Out[112]: 1.6449340667659482

Согласно информации в открытой энциклопедии Wikipedia:

мы видим, что программа вполне хорошо приближает. Вычислим это 

средствами самого python:



In [119]: pi

Out[119]: 3.141592653589793

In [120]: pi**2/6

Out[120]: 1.6449340668482264

Ошибка только в 11ом знаке:

In [125]: zeta1(2.)-(pi**2)/6

After 110266 iterations , zeta=    1.644934066765948

Out[125]: -8.22781842657605e-11

Попробуем, например построить график для 100 точек на отрезке [1.1;4] и
убедимся, что это будет долго. Для этого используем библиотеку matplotlib. 

Введем множество X из 100 равноудаленных точек

In [252]: x=linspace(1.1, 4, 100)

Измерим, как долго программа будет работать:

time arr(y,x)

After 1000000 iterations , zeta=   10.584446589486120

...

After 335 iterations , zeta=    1.084370066396731

CPU times: user 2min 23s, sys: 1.38 s, total: 2min 24s

Wall time: 6min 11s

Чтобы вывести график функции введем следующее:

In [257]: plot(x,y)



Результатом будет следующая картина:

Всего лишь для 100 точек программа работала 6 минут.

§3.2. Формула Эйлера-Маклорена

Формула суммирования Эйлера - Маклорена — формула позволяет 
выражать дискретные суммы значений функции через интегралы от функции.
В частности, многие асимптотические разложения сумм получаются именно 
через эту формулу[3,4].

Формулу получили независимо Леонард Эйлер в 1732 году и Колин 
Маклорен примерно в 1735 году.

Формула имеет вид:

∑
a≤k< b

f (k )=∫
a

b

f (x)dx+∑
k=1

m B k

k !
f (k−1)

(x)+Rm



здесь a ,m — натуральное,  Bk — числа Бернулли,  f (x)  — достаточно 

гладкая функция, чтобы иметь производные . f ' (x) ,…, f (m )
(x) В случае, когда

Rm  мало, получаем хорошее приближение для суммы.

Для вычисления  дзеты-функции Римана можно использовать частную 

сумму ряда (1), а к остатку применить формулу Эйлера-Маклорена.  Метод 

теоретически обоснован для  s>2n−1 , где n – число членов формулы. При

s<1,5  формула дает большую погрешность. Выражая ζ (s )  через

ζ (1−s) , мы сможем вычислять значения при s<0.5. Возможно представить 

рациональное чебышевское приближение, дающее точность в 20 знаков  без 

экспонент для 0,5<s<11  и с одной экспонентой для 11<s<55.

Используем следующие аппроксимативные формулы

ζ (s)≈ Rlm(s )/(s−1) ,                  0,5≤s≤5,

ζ (s)−1≈ Rlm(s) ,                        5≤s≤11,

ζ (s)−1≈2−s+1/ s Rlm(1/ s) ,          11≤s≤25 ,25≤s≤55,

  где Rlm  – рациональные функции степени l  в числителе и m в 

знаменателе.

Достоинства этого способа — хорошая сходимость, сходимость на довольно

большом действительном отрезке. Недостатки — сложная реализация.

Более подробные вычисления и таблицы можно найти в [3].

§3.3. Быстрое вычисление Карацубой 

Быстрые алгоритмы берут свои корни в реализации Анатолием Карацубой

«умножения Карацуба», которое умножало 2 n-значных числа со сложностью 

алгоритма О(n*logn), вместо введеных в рамки гипотезы Колмогоровым 

О(n2). Это породило новую ветвь в вычислительной математике вплоть до 

обобщения до парадигмы «Разделяй и властвуй».[6]



Екатерина Карацуба применила этот метод для вычисления 

трансцендентных функций и создала метод БВЕ (Быстрого Вычисления Е-

функций, по Зигелю "E -функции" - класс функций,"похожих на 

экспоненциальную". К ним принадлежат такие высшие трансцендентные 

функции как гипергеометрические, сферические, цилиндрические функции и 

т. д.). В настоящее время только метод БВЕ даёт возможность быстро 

вычислять значения функций из класса высших трансцендентных функций и,

например, такие константы, как константы Эйлера, Каталана. 

Дополнительным преимуществом метода БВЕ также является возможность 

распараллеливания основанных на БВЕ алгоритмов. 

Теорема. Пусть y= f (x )  - простейшая трансцендентная функция, т.е. 

экспоненциальная функция или тригонометрическая функция, или 

элементарная алгебраическая функция, или их суперпозиция, или обратная 

им функция или суперпозиция обратных функций. Тогда

Здесь s f (n)  есть сложность вычисления (битовая) функции f (x)  с 

точностью до n  знаков, M (n)  --- сложность умножения двух n-значных 

чисел.

Преимущества — очень быстро, допускается естественное 

распараллеливание. Недостатки — пока что реализована только для целых 

чисел, концептуально абсолютно новый подход, сложная реализация.

Более подробные вычисление можно найти в [5]

sf (n)=O(M (n) log2n).



Заключение

Каждый рассмотренный метод имеет свои преимущества и свою 

область применений. В любой другой вычислительной задаче они не 

теряют свою актуальность и полученные алгоритмы применимы, часто 

сохраняя замеченные преимущества и недостатки.

Задача нахождения способа приближения дзеты-функции Римана в 

целом решена, однако в будущем можно реализовать и другие 

алгоритмы, возможно уже и на всей комплексной плоскости. Возможно 

составление программы, которая сама для каждой точки будет выбирать 

лучший алгоритм.
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Приложение.

Реализованная программа для вычисления сумма ряда

def zeta1(x):

  s=0. # initial sum

  tol=1.e-10 #the least relation of a new term

  for i in range(1000000):

    t=float(i)

    delta=(-1)**(i) / (t+1)**x

    s+=delta

    if abs(delta/s)<tol :

      break #breaking the loop

  s=s/ (1-2**(1-x))

  print "After %s iterations , zeta= %20.15f" %(i+1,s)

  return s

def arr(y,x): #function for graphing

  for i in range(100):

    t=x[i]

    y[i-1]=zeta1(t) 

Также нам понадобятся библиотеки

In [9]: from numpy import *

In [10]: from pylab import *

In [11]: interactive(True)

Введенные множества X и Y:

n [12]: x=linspace(1.1, 4, 100)



In [13]: x

Out[13]: 

array([ 1.1       ,  1.12929293,  1.15858586,  1.18787879,  1.21717172,

        1.24646465,  1.27575758,  1.30505051,  1.33434343,  1.36363636,

        1.39292929,  1.42222222,  1.45151515,  1.48080808,  1.51010101,

        1.53939394,  1.56868687,  1.5979798 ,  1.62727273,  1.65656566,

        1.68585859,  1.71515152,  1.74444444,  1.77373737,  1.8030303 ,

        1.83232323,  1.86161616,  1.89090909,  1.92020202,  1.94949495,

        1.97878788,  2.00808081,  2.03737374,  2.06666667,  2.0959596 ,

        2.12525253,  2.15454545,  2.18383838,  2.21313131,  2.24242424,

        2.27171717,  2.3010101 ,  2.33030303,  2.35959596,  2.38888889,

        2.41818182,  2.44747475,  2.47676768,  2.50606061,  2.53535354,

        2.56464646,  2.59393939,  2.62323232,  2.65252525,  2.68181818,

        2.71111111,  2.74040404,  2.76969697,  2.7989899 ,  2.82828283,

        2.85757576,  2.88686869,  2.91616162,  2.94545455,  2.97474747,

        3.0040404 ,  3.03333333,  3.06262626,  3.09191919,  3.12121212,

        3.15050505,  3.17979798,  3.20909091,  3.23838384,  3.26767677,

        3.2969697 ,  3.32626263,  3.35555556,  3.38484848,  3.41414141,

        3.44343434,  3.47272727,  3.5020202 ,  3.53131313,  3.56060606,

        3.58989899,  3.61919192,  3.64848485,  3.67777778,  3.70707071,

        3.73636364,  3.76565657,  3.79494949,  3.82424242,  3.85353535,

        3.88282828,  3.91212121,  3.94141414,  3.97070707,  4.        ])

In [17]: y=zeros(100)

IIn [32]: time arr(y,x)

After 1000000 iterations , zeta=   10.584446589486120

After 1000000 iterations , zeta=    8.320922553072753

After 1000000 iterations , zeta=    6.894372016909833

After 1000000 iterations , zeta=    5.913303379085419

After 1000000 iterations , zeta=    5.197448382036323

After 1000000 iterations , zeta=    4.652240046904592

After 1000000 iterations , zeta=    4.223293681871299



After 1000000 iterations , zeta=    3.877114063995921

After 1000000 iterations , zeta=    3.591944464719580

After 1000000 iterations , zeta=    3.353038646180816

After 1000000 iterations , zeta=    3.150047697099422

After 1000000 iterations , zeta=    2.975494645026436

After 1000000 iterations , zeta=    2.823842843641342

After 1000000 iterations , zeta=    2.690904907507580

After 1000000 iterations , zeta=    2.573455300972092

After 1000000 iterations , zeta=    2.468969162122602

After 1000000 iterations , zeta=    2.375441845435457

After 1000000 iterations , zeta=    2.291261504245705

After 1000000 iterations , zeta=    2.215117374738038

After 1000000 iterations , zeta=    2.145932611599879

After 984131 iterations , zeta=    2.082814335357767

After 775528 iterations , zeta=    2.025015954990995

After 616079 iterations , zeta=    1.971908389067965

After 493169 iterations , zeta=    1.922957819282342

After 397661 iterations , zeta=    1.877708317651771

After 322877 iterations , zeta=    1.835768139420918

After 263892 iterations , zeta=    1.796798812845560

After 217043 iterations , zeta=    1.760506382208130

After 179585 iterations , zeta=    1.726634320881114

After 149446 iterations , zeta=    1.694957759315566

After 125047 iterations , zeta=    1.665278748100822

After 105181 iterations , zeta=    1.637422345427114

After 88915 iterations , zeta=    1.611233370382666

After 75526 iterations , zeta=    1.586573688793837

After 64448 iterations , zeta=    1.563319935980151

After 55237 iterations , zeta=    1.541361593713031

After 47544 iterations , zeta=    1.520599360471904

After 41088 iterations , zeta=    1.500943765145999



After 35647 iterations , zeta=    1.482313979006708

After 31042 iterations , zeta=    1.464636796965205

After 27129 iterations , zeta=    1.447845761070562

After 23792 iterations , zeta=    1.431880398935143

After 20935 iterations , zeta=    1.416685567020865

After 18479 iterations , zeta=    1.402210874624968

After 16363 iterations , zeta=    1.388410184223902

After 14531 iterations , zeta=    1.375241171640233

After 12942 iterations , zeta=    1.362664940249376

After 11558 iterations , zeta=    1.350645681639924

After 10350 iterations , zeta=    1.339150374569638

After 9292 iterations , zeta=    1.328148519656991

After 8363 iterations , zeta=    1.317611903380646

After 7545 iterations , zeta=    1.307514387577213

After 6822 iterations , zeta=    1.297831722864435

After 6183 iterations , zeta=    1.288541381431918

After 5616 iterations , zeta=    1.279622405905963

After 5111 iterations , zeta=    1.271055276833329

After 4662 iterations , zeta=    1.262821789750866

After 4260 iterations , zeta=    1.254904948226773

After 3900 iterations , zeta=    1.247288864223865

After 3577 iterations , zeta=    1.239958670063443

After 3287 iterations , zeta=    1.232900437407066

After 3025 iterations , zeta=    1.226101105094698

After 2790 iterations , zeta=    1.219548412303555

After 2576 iterations , zeta=    1.213230838921006

After 2383 iterations , zeta=    1.207137550052797

After 2207 iterations , zeta=    1.201258345961746

After 2048 iterations , zeta=    1.195583616810134

After 1903 iterations , zeta=    1.190104300928666

After 1770 iterations , zeta=    1.184811845295503



After 1650 iterations , zeta=    1.179698172049405

After 1539 iterations , zeta=    1.174755645015625

After 1438 iterations , zeta=    1.169977040034448

After 1345 iterations , zeta=    1.165355518809808

After 1259 iterations , zeta=    1.160884602097150

After 1181 iterations , zeta=    1.156558147761883

After 1108 iterations , zeta=    1.152370328633353

After 1041 iterations , zeta=    1.148315613365722

After 980 iterations , zeta=    1.144388746825230

After 923 iterations , zeta=    1.140584734810376

After 870 iterations , zeta=    1.136898826462752

After 821 iterations , zeta=    1.133326501457800

After 775 iterations , zeta=    1.129863454714984

After 733 iterations , zeta=    1.126505585006190

After 694 iterations , zeta=    1.123248982520599

After 657 iterations , zeta=    1.120089918582818

After 623 iterations , zeta=    1.117024834326444

After 591 iterations , zeta=    1.114050332285900

After 562 iterations , zeta=    1.111163166833374

After 534 iterations , zeta=    1.108360236422019

After 508 iterations , zeta=    1.105638575151572

After 483 iterations , zeta=    1.102995346046906

After 461 iterations , zeta=    1.100427833697639

After 439 iterations , zeta=    1.097933438534657

After 419 iterations , zeta=    1.095509670401177

After 400 iterations , zeta=    1.093154142939092

After 382 iterations , zeta=    1.090864568745015

After 366 iterations , zeta=    1.088638753761965

After 350 iterations , zeta=    1.086474593049086

After 335 iterations , zeta=    1.084370066396731

After 321 iterations , zeta=    1.082323233764623



CPU times: user 2min 25s, sys: 976 ms, total: 2min 26s

Wall time: 6min 47s

In [33]: y

Out[33]: 

array([ 10.58444659,   8.32092255,   6.89437202,   5.91330338,

         5.19744838,   4.65224005,   4.22329368,   3.87711406,

         3.59194446,   3.35303865,   3.1500477 ,   2.97549465,

         2.82384284,   2.69090491,   2.5734553 ,   2.46896916,

         2.37544185,   2.2912615 ,   2.21511737,   2.14593261,

         2.08281434,   2.02501595,   1.97190839,   1.92295782,

         1.87770832,   1.83576814,   1.79679881,   1.76050638,

         1.72663432,   1.69495776,   1.66527875,   1.63742235,

         1.61123337,   1.58657369,   1.56331994,   1.54136159,

         1.52059936,   1.50094377,   1.48231398,   1.4646368 ,

         1.44784576,   1.4318804 ,   1.41668557,   1.40221087,

         1.38841018,   1.37524117,   1.36266494,   1.35064568,

         1.33915037,   1.32814852,   1.3176119 ,   1.30751439,

         1.29783172,   1.28854138,   1.27962241,   1.27105528,

         1.26282179,   1.25490495,   1.24728886,   1.23995867,

         1.23290044,   1.22610111,   1.21954841,   1.21323084,

         1.20713755,   1.20125835,   1.19558362,   1.1901043 ,

         1.18481185,   1.17969817,   1.17475565,   1.16997704,

         1.16535552,   1.1608846 ,   1.15655815,   1.15237033,

         1.14831561,   1.14438875,   1.14058473,   1.13689883,

         1.1333265 ,   1.12986345,   1.12650559,   1.12324898,

         1.12008992,   1.11702483,   1.11405033,   1.11116317,

         1.10836024,   1.10563858,   1.10299535,   1.10042783,

         1.09793344,   1.09550967,   1.09315414,   1.09086457,

         1.08863875,   1.08647459,   1.08437007,   1.08232323])
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