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� ¤ ®© à ¡®â¥ ¤®ª §   ¨«ì¯®â¥â®áâì ª®¥ç®¬¥à®© í£¥«¥¢®©  «£¥¡àë «¨¥¢áª®£® â¨-
¯  ¨ ãáâ ®¢«¥® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª àâ ®¢áª¨å ¯®¤ «£¥¡à ¢ ª®¥ç®¬¥àëå  â¨ª®¬¬ãâ â¨¢ëå
 «£¥¡à å «¨¥¢áª®£® â¨¯  á ã¯®àï¤®ç¥®© £à ¤ã¨à®¢ª®©.

�« áá  «£¥¡à «¨¥¢áª®£® â¨¯  ¡ë« ¢¢¥¤¥ ¢ à ¡®â¥ [1], ¢ ª®â®à®© ¨§ãç «¨áì â®¦¤¥áâ¢  íâ¨å
 «£¥¡à (á¬. â ª¦¥ [2]).

�à¨¢¥¤¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ íâ¨å  «£¥¡à. �ãáâì G |  ¡¥«¥¢  £àã¯¯ . �ã¤¥¬
£®¢®à¨âì, çâ® L | G-£à ¤ã¨à®¢  ï  «£¥¡à   ¤ ¯®«¥¬ k, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ª®¥ç®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® P ¢ £àã¯¯¥ G, çâ® L = �

�2P
L�, £¤¥ L� | ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ k, ¯à¨ç¥¬

L�L� � L�+�, �; �; � + � 2 G ¨ L = 0, ¥á«¨  =2 P . G-£à ¤ã¨à®¢ ãî  «£¥¡àã L  §®¢¥¬
 «£¥¡à®© «¨¥¢áª®£® â¨¯ , ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå �; �;  2 P áãé¥áâ¢ãîâ í«¥¬¥âë �; � 2 K â ª¨¥, çâ®
¤«ï «î¡ëå ®¤®à®¤ëå í«¥¬¥â®¢ e� 2 L�, e� 2 L�, e 2 L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥

e�(e�e) = �(e�e�)e + �(e�e)e� ; (1)

¯à¨ç¥¬ � 6= 0. �ç¥¢¨¤®, ¯à¨ � = 1, � = 0 ¯®«ãç¨¬  áá®æ¨ â¨¢ãî  «£¥¡àã,   ¯à¨ � = 1, � = �1
|  «£¥¡àã �¨. � ª ®â¬¥ç¥® ¢ [2], ª« áá  «£¥¡à «¨¥¢áª®£® â¨¯  ¢ª«îç ¥â áã¯¥à «£¥¡àë �¨ á
Z2-£à ¤ã¨à®¢ª®©, æ¢¥âë¥ áã¯¥à «£¥¡àë �¨ ¨ ª¢ â®¢ë¥  «£¥¡àë �¨.

�à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ¤¢  ¯à¨¬¥à , á¢ï§ ë¥ á  «£¥¡à ¬¨ ª àâ ®¢áª®£® â¨¯ . �ãáâì L | á¢®¡®¤-
ë© Z-¬®¤ã«ì á ¡ §¨á®¬ e�1; e0; : : : ; ep�2. �à¥¢à â¨¬ ¥£® ¢  «£¥¡àã, ¯®« £ ï

eiej =

(
(j � i)ei+j ; �1 � i+ j � p� 2;

0 ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥:

�¥á«®¦® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® Q 

Z

L ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© «¨¥¢áª®£® â¨¯  (å®âï ¨ ¥ ¡ã¤¥â  «£¥¡à®©

�¨), ¯à¨ç¥¬ Fp 

Z

L =W1 |  «£¥¡à  �¨ââ , ®¯à¥¤¥«¥ ï  ¤ ¯à®áâë¬ ¯®«¥¬ Fp.

�â®à®© ¯à¨¬¥à á¢ï§  á £ ¬¨«ìâ®®¢®©  «£¥¡à®© H1 à £  ®¤¨, ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬®© ®¡ëç® á
ä ªâ®à-ª®«ìæ®¬ ª®«ìæ  ¬®£®ç«¥®¢ ®â ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥ëå Fp[x; y], ä ªâ®à¨§®¢ ë¬ ¯® ¨¤¥ «ã,
¯®à®¦¤¥®¬ã í«¥¬¥â ¬¨ xp, yp. �à¨ç¥¬ ã¬®¦¥¨¥ § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© [f; g] = f 0xg

0

y � f 0yg
0

x,
f; g 2 H1.

� áá¬®âà¨¬ á¢®¡®¤ë© Z-¬®¤ã«ì L á ¡ §¨á®¬ eij , �1 � i; j � p� 1. �à¥¢à â¨¬ ¥£® ¢  «£¥¡àã
 ¤ Z, ¯®« £ ï

eij � ekm =

8>><>>:
�����i+ 1 j + 1

k + 1 m+ 1

����� ei+k; j+m; �1 � i+ k; j +m � p� 1;

0 ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥:

�®£¤  Q 

Z

L ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© «¨¥¢áª®£® â¨¯ , ¥á«¨ Q 

Z

L à áá¬ âà¨¢ âì ª ª Z�Z-£à ¤ã¨à®-

¢ ãî  «£¥¡àã,   ¯à®áâà áâ¢  £à ¤ã¨à®¢ª¨ ¢¨¤  Qeij , �1 � i; j � p�1, ®¤®¬¥àë¥. � ¬¥â¨¬,
çâ® Fp 


Z

L �= H1.

�«ï G-£à ¤ã¨à®¢ ®©  «£¥¡àë ¢¢¥¤¥¬ ¯®ïâ¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï «¨¥¢áª®£® â¨¯ .
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �ãáâì L = �
�2P

L� | G-£à ¤ã¨à®¢  ï  «£¥¡à   ¤ k, M = �
�2P

M� | ¢¥ª-

â®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®  ¤ k, ï¢«ïîé¥¥áï ¯àï¬®© áã¬¬®© ¯®¤¯à®áâà áâ¢ M�. �¨¥©®¥ ®â®¡à -
¦¥¨¥ � ¨§ L ¢ Endk(M) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ «¨¥¢áª®£® â¨¯ , ¥á«¨M��(L�) �M�+�,
�; �; � + � 2 G, M = 0, ª®£¤   =2 P ¨ ¤«ï «î¡ëå ®¤®à®¤ëå í«¥¬¥â®¢ v� 2 M�, e� 2 L�,
e 2 L áãé¥áâ¢ãîâ ª®áâ âë �; � 2 k â ª¨¥, çâ®

v��(e�e) = �(v��(e�))�(e) + �(v��(e))�(e�); (2)

¯à¨ç¥¬ � 6= 0.

�à®áâà áâ¢® M ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì L-¬®¤ã«¥¬ «¨¥¢áª®£® â¨¯ ,   á®®â®è¥¨¥ (2) § ¯¨áë¢ âì
¢ ¢¨¤¥

v�(e�e) = �(v�e�)e + �(v�e)e�:

�á«¨ L |  «£¥¡à  «¨¥¢áª®£® â¨¯ , â® ¯à¨ M = L ¨ �(l) = Rl, l 2 L, Rl | ®¯¥à â®à ¯à ¢®£®
ã¬®¦¥¨ï, ¯®«ãç¨¬ ¯à¨¬¥à ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï «¨¥¢áª®£® â¨¯ .

�¬¥¥â ¬¥áâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ï¢«ïîé¥¥áï   «®£®¬ â¥®à¥¬ë �£¥«ï (¢ ä®à¬¥ �¦¥ª®¡á® ).

�¥®à¥¬  1. �ãáâì M | L-¬®¤ã«ì «¨¥¢áª®£® â¨¯  ª®¥ç®¬¥à®© G-£à ¤ã¨à®¢ ®©  «£¥-

¡àë L = �
�2P

L�. �á«¨ ¤«ï «î¡®£® x 2 L� ®¯¥à â®à �(x) ¨«ì¯®â¥â¥ (£¤¥ � | ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥,

®â¢¥ç îé¥¥ ¬®¤ã«î M), â®  áá®æ¨ â¨¢ ï  «£¥¡à  A(�(L)), ¯®à®¦¤¥ ï ®¯¥à â®à ¬¨ �(x),
x 2 L, ¨«ì¯®â¥â .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì U = �
�2P

U�, U� = L� \ U , | G-£à ¤ã¨à®¢ ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®

¢ L ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨, ¤«ï ª®â®à®£®  áá®æ¨ â¨¢ ï ¯®¤ «£¥¡à  A(�(U)) ¢ Endk(M)
¨«ì¯®â¥â . � ª ª ª ¤«ï «î¡®£® ®¤®à®¤®£® í«¥¬¥â  x 2 L�  «£¥¡à A(�(kx)) ¨«ì¯®â¥â ,
â® U 6= 0.

�á«¨ n | áâ¥¯¥ì ¨«ì¯®â¥â®áâ¨  «£¥¡àë A(�(L)), â® ¤«ï «î¡®£® z 2 L� ¨ «î¡ëå
u�j 2 U�j , j = 1; : : : ; 2n� 1, �(: : : (zu�1)u�2 : : : u�2n�1) = 0.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡ëå ®¤®à®¤ëå í«¥¬¥â®¢ y 2 M�, z 2 L�, xj 2 Lj , j = 1; : : : ; k,
¨¬¥¥â ¬¥áâ® ä®à¬ã« 

y�(: : : (zu1) : : : uk) = y
kX
i=0

X
�2Sk

��;i�(u�(1)) : : : �(u�(i))�(z)�(u�(i+1)
) : : : �(u�(k)); (3)

£¤¥ ��;i 2 k, Sk | £àã¯¯  ¯®¤áâ ®¢®ª k-© áâ¥¯¥¨, �(u�(0)) = 1. �à¨ k = 1 ä®à¬ã«  (3) ¯à¥¢à -
é ¥âáï ¢ ä®à¬ã«ã (2). �ëç¨á«¨¬

y�(: : : (zu1) : : : uk+1
) = �y�(: : : (zu1) : : : uk)�(uk+1

) + �y�(uk+1
)�(: : : (zu1) : : : zk) =

= �y
kX
i=0

X
�2Sk

��;i�(u�(1)) : : : �(u�(i))�(z)�(u�(i+1)
) : : : �(u�(k))�(uk+1

) +

+ �y�(uk+1
)

kX
i=0

X
�2Sk

�0�;i�(u�(1)) : : : �(u�(i))�(z)�(u�(i+1)
) : : : �(u�(k)) =

= y
k+1X
i=0

X
�2Sk+1

�00�;i�(u�(1)) : : : �(u�(i))�(z)�(u�(i+1)
) : : : �(u�(k+1)

):

�à¨¬¥ïï ä®à¬ã«ã (3) ¤«ï k = 2n� 1, ¯®«ãç¨¬ y�(: : : (zu1) : : : u2n�1) = 0 ¯à¨ y 2 M�, z 2 L�,
ui 2 Ui , i = 1; : : : ; 2n� 1. � á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ � ¨ y ¯®«ãç ¥¬ �(: : : (zu1) : : : u2n�1) = 0.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® U 6= L. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ®¤®à®¤ë© í«¥¬¥â z 2 L, z =2 U , çâ®
�(zu) 2 �(U) = f�(u), u 2 Ug ¤«ï «î¡®£® ®¤®à®¤®£® í«¥¬¥â  u 2 U . �à®¢¥à¨¬, çâ®  áá®-
æ¨ â¨¢ ï  «£¥¡à  A(�(U1)), ¯®à®¦¤¥ ï ®¯¥à â®à ¬¨ �(u1) 2 �(U1), £¤¥ U1 = kz � U , ¨«ì-
¯®â¥â . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, «î¡®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ y�(a1) : : : �(as), £¤¥ ª ¦¤®¥ ai (®¤®à®¤®¥) «¨¡®
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¯à¨ ¤«¥¦¨â U , «¨¡® à ¢® z, ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨©
y�(u1) : : : �(uq )�

t(z), uj 2 Uj , ¢ á¨«ã á®®â®è¥¨ï

v�(z)�(u) = �v�(u)�(z) + �v�(zu);

�; � 2 k, v, z, u | ®¤®à®¤ë¥ í«¥¬¥âë ¨§ M ¨ L. �®á«¥¤¥¥ á®®â®è¥¨¥ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ (2)
¤¥«¥¨¥¬   �.

� á¨«ã ¢ë¡®à  z ¨¬¥¥¬ �(zu) = �(eu) ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®¤®à®¤®£® í«¥¬¥â  eu 2 U . �®íâ®¬ã,
¥á«¨ s � (N + 1)m, £¤¥ N | ¯®ª § â¥«ì ¨«ì¯®â¥â®áâ¨  «£¥¡àë A(�(U)), m | ¯®ª § â¥«ì
¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ®¯¥à â®à  �(z), â® «¨¡® t � m, «¨¡® q � N , â. ¥. �(a1) : : : �(as) = 0 ¯à¨ ai 2 U1.
�®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¬ ªá¨¬ «ì®áâìî à §¬¥à®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  U . � ç¨â, U = L, â. ¥.
A(�(L)) ¨«ì¯®â¥â .

�§ ¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë «¥£ª® ¯®«ãç ¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¤®á«®¢® ¯®¢â®àïîé¥¥ ª« áá¨ç¥-
áªãî â¥®à¥¬ã �£¥«ï.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì � | ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ «¨¥¢áª®£® â¨¯  ª®¥ç®¬¥à®© G-£à ¤ã¨à®¢ ®©
 «£¥¡àë L = �

�2P
L� ¢ ª®¥ç®¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ M = �

�2P
M�. �á«¨ ¤«ï «î¡®£® x 2 L�

®¯¥à â®à �(x) ¨«ì¯®â¥â¥, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á ¢ M , ¢ ª®â®à®¬ ¢á¥ ®¯¥à â®àë �(x), x 2 L,
®¤®¢à¥¬¥® ¯à¨¢®¤ïâáï ª ¢¥àå¥¬ã áâà®£® âà¥ã£®«ì®¬ã ¢¨¤ã.

�ãáâì â¥¯¥àì L|  «£¥¡à  «¨¥¢áª®£® â¨¯ . �®§ì¬¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ L-¬®¤ã«ï «¨¥¢áª®£® â¨¯  á ¬ã
 «£¥¡àã L,   ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï � | «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥, áâ ¢ïé¥¥ ª ¦¤®¬ã x 2 L
®¯¥à â®à ¯à ¢®£® ã¬®¦¥¨ï Rx. �®£¤  ¨§ â¥®à¥¬ë 1 ¢ëâ¥ª ¥â ¨«ì¯®â¥â®áâì  áá®æ¨ â¨¢®©
 «£¥¡àë A(R(L)), £¤¥ R(L) = fRx, x 2 Lg. �âáî¤  á«¥¤ã¥â ¯à ¢ ï ¨«ì¯®â¥â®áâì  «£¥¡àë L.
�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, ¨á¯®«ì§ãï ä®à¬ã«ã (1) ¨ ¨¤ãªæ¨î ¯® ª®«¨ç¥áâ¢ã ¬®¦¨â¥«¥©, çâ® «î¡®¥
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ®¤®à®¤ëå í«¥¬¥â®¢, ¨¬¥îé¥¥ n ¬®¦¨â¥«¥©, ï¢«ï¥âáï «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¥©
á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¨§ ¯®«ï k ¯à ¢®®à¬¨à®¢ ëå ¬®®¬®¢ ¢¨¤  (: : : (ai1ai2) : : : ain), £¤¥ ¢á¥ aik
â ª¦¥ ®¤®à®¤ë.

�â¨ § ¬¥ç ¨ï ¯®§¢®«ïîâ áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¥é¥ ®¤® á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ â¥®à¥¬ë 1.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì L = �
�2P

L� | ª®¥ç®¬¥à ï  «£¥¡à  «¨¥¢áª®£® â¨¯ . �á«¨ ¤«ï «î¡®£®

x 2 L� ®¯¥à â®à Rx ¨«ì¯®â¥â¥, â® L ¨«ì¯®â¥â .

� ¬¥â¨¬, çâ®  «£¥¡à  L  §ë¢ ¥âáï ¨«ì¯®â¥â®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥  âãà «ì®¥ ç¨-
á«® n, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ «î¡ëå n í«¥¬¥â®¢ ¨§ L ¯à¨ «î¡®© à ááâ ®¢ª¥ áª®¡®ª à ¢® ã«î.

�á«¨ ãá¨«¨âì ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë, ¯®âà¥¡®¢ ¢ ¨«ì¯®â¥â®áâì ®¯¥à â®à®¢ Rx ¤«ï «î¡®£® í«¥-
¬¥â  x 2 L, â® ¯®«ãç¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥,   «®£¨ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã à¥§ã«ìâ âã ¨§ â¥®à¨¨
 «£¥¡à �¨.

�¥®à¥¬  4. �®¥ç®¬¥à ï  «£¥¡à  «¨¥¢áª®£® â¨¯  L ¨«ì¯®â¥â  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-

£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  x 2 L ®¯¥à â®à Rx ¨«ì¯®â¥â¥.

�á¯®«ì§ãï ¯®«ãç¥ë© à¥§ã«ìâ â, ¤®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª àâ ®¢áª¨å ¯®¤ «£¥¡à (¤ ¦¥
®¤®à®¤ëå) ¢  «£¥¡à å «¨¥¢áª®£® â¨¯ .

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �®¤ «£¥¡à  H ¢  «£¥¡à¥ B  §ë¢ ¥âáï ¯à ¢®© ª àâ ®¢áª®© ¯®¤ «£¥¡à®©,
¥á«¨ H ¯à ¢®¨«ì¯®â¥â  ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ ¯à ¢ë¬ ®à¬ «¨§ â®à®¬ NB(H) = fb 2 B,
bh 2 H 8h 2 Hg.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �à ¢®© ã«ì-ª®¬¯®¥â®© ¬®¦¥áâ¢ H ¢  «£¥¡à¥ B  §ë¢ ¥âáï ¯à®áâà -
áâ¢® B0(H) = fx 2 B j 8h 2 H 9n = n(x; h) 2 N xRn

h = 0g.
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�á«¨ B |  «£¥¡à  «¨¥¢áª®£® â¨¯ ,   H = �
�2P

H�, H� = H \ B�, � 2 P , | ®¤®à®¤®¥

¯à®áâà áâ¢®, â® ¨§ ä®à¬ã«ë

(xy)Rn
h =

nX
i=0

�i(xRi
h)(yR

n�i
h ); (4)

£¤¥ x, y, h | ®¤®à®¤ë¥ í«¥¬¥âë ¨§ B, «¥£ª® á«¥¤ã¥â, çâ® B0(H) | ®¤®à®¤ ï ¯®¤ «£¥¡à .
�®à¬ã«  (4) «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n. �à¨ n = 1 íâ® ¤àã£ ï ä®à¬  § ¯¨á¨ ä®à¬ã«ë
(1).

�á«¨, ªà®¬¥ â®£®, B |  â¨ª®¬¬ãâ â¨¢ ï  «£¥¡à , â® ¯à ¢ë© ®à¬ «¨§ â®à áâ ®¢¨âáï
¯à®áâ® ®à¬ «¨§ â®à®¬, ¨ ¥á«¨ H | ®¤®à®¤®¥ ¯à®áâà áâ¢®, â® NB(H) | ®¤®à®¤ ï ¯®¤ «-
£¥¡à . � ª®¥æ, ¥á«¨ H | ¯®¤ «£¥¡à , â® H � NB(H).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �à ¢ ï ®¤®à®¤ ï ª àâ ®¢áª ï ¯®¤ «£¥¡à  H ª®¥ç®¬¥à®©  «£¥¡àë B
«¨¥¢áª®£® â¨¯  á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¥© ã«ì-ª®¬¯®¥â®© B0(H).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª H ¯à ¢®¨«ì¯®â¥â , â® H � B0(H). �á«¨ B0 = B0(H) � H, â®
à áá¬®âà¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥  «£¥¡àë H ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B0=H ®¯¥à â®à ¬¨ Rh : (b0+H)! (b0h+H). �§
®¯à¥¤¥«¥¨ï ã«ì-ª®¬¯®¥âë á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤ë© ®¯¥à â®à Rh ¨«ì¯®â¥â¥,   ¯à®áâà áâ¢®
B0=H ï¢«ï¥âáï H-¬®¤ã«¥¬ «¨¥¢áª®£® â¨¯ . � á¨«ã â¥®à¥¬ë 1  áá®æ¨ â¨¢ ï  «£¥¡à  A(H),
¯®à®¦¤¥ ï ®¯¥à â®à ¬¨ Rh, ¨«ì¯®â¥â . �®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â b0 2 B0=H, b0 6= 0, â ª®©, çâ®
b0Rh = 0 8h 2 H. �«¥¤®¢ â¥«ì®, b0 =2 H, ® b0 2 NB(H), â. ¥. NB(H) � H, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
®¯à¥¤¥«¥¨î ª àâ ®¢áª®© ¯®¤ «£¥¡àë.

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â ª¨¥  «£¥¡àë «¨¥¢áª®£® â¨¯ , ã ª®â®àëå £àã¯¯  G,
ãç áâ¢ãîé ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ £à ¤ã¨à®¢ª¨, ¢¯®«¥ ã¯®àï¤®ç¥ , â. ¥.   G ¢¢¥¤¥® ®â®è¥¨¥
¯®àï¤ª  <, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

1) ¤«ï «î¡ëå �; � 2 G «¨¡® � < �, «¨¡® � = �, «¨¡® � < �, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ ¢®§¬®¦®áâ¨
¨áª«îç îâ ¤àã£ ¤àã£ ;

2) ¥á«¨ � < �, â® �+  < � +  ¤«ï ¢áïª®£®  2 G;
3) � < � ¨ � <  ¢«¥ç¥â � < .

� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à®¢ â ª¨å  «£¥¡à ¬®¦® ãª § âì Q-ä®à¬ë  «£¥¡à W1 ¨ H1, ¯à¨¢¥¤¥ë¥
¢ëè¥.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. �ãáâì B = �
�2P

B� | G-£à ¤ã¨à®¢  ï  «£¥¡à . �«¥¬¥â a 2 B�  §ë¢ -
¥âáï ®¤®à®¤ë¬ à¥£ã«ïàë¬ í«¥¬¥â®¬, ¥á«¨ ªà â®áâì ã«¥¢®£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ª®àï
®¯¥à â®à  Ra ¬¨¨¬ «ì  áà¥¤¨ ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ ¨§ B�.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì L | ª®¥ç®¬¥à ï  â¨ª®¬¬ãâ â¨¢ ï  «£¥¡à  «¨¥¢áª®£® â¨¯   ¤

¡¥áª®¥çë¬ ¯®«¥¬ k á ¢¯®«¥ ã¯®àï¤®ç¥®© £àã¯¯®© G. �á«¨ L0 6= 0 ¨ a | ®¤®à®¤ë© à¥£ã-

«ïàë© í«¥¬¥â ¨§ L0, â® L0(a) ï¢«ï¥âáï ª àâ ®¢áª®© ¯®¤ «£¥¡à®© ¢ L.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡¥¤¨¬áï ¢ ¨«ì¯®â¥â®áâ¨  «£¥¡àë L0(a). �®áª®«ìªã G| ¢¯®«¥ ã¯®-
àï¤®ç¥ ï £àã¯¯ , â® ¤«ï «î¡ëå �; � 2 G, � 6= 0, áãé¥áâ¢ã¥â k â ª®¥, çâ® L�+k� = 0 (¢ á¨«ã
ª®¥ç®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  P ). �®íâ®¬ã ¤«ï «î¡®£® ®¤®à®¤®£® í«¥¬¥â  b ¨§ L0

�(a) = L0(a) \ L�,
®¯¥à â®à Rb ¨«ì¯®â¥â¥.

�à®¢¥à¨¬ ¨«ì¯®â¥â®áâì Rb, ª®£¤  b 2 L0
0(a). �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  b 2 L0(a) ¬ âà¨æ 

«¨¥©®£® ®¯¥à â®à  Rb ¢ ¡ §¨á¥, á®£« á®¢ ®¬ á à §«®¦¥¨¥¬ L = L0(a) � M , £¤¥ M |
¥ª®â®à®¥ ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, ¨¬¥¥â ¢¨¤�

B1 B3

0 B2

�
:
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�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ fb(�) = j�E � Rbj å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ®¯¥à â®à  Rb. �®£¤ 
fb(�) = f

(1)
b (�)f (2)� (�), f (1)b (�) = j�E1�B1j, f

(2)
b (�) = j�E2�B2j, £¤¥ Ei | ¥¤¨¨çë¥ ¬ âà¨æë, ®â¢¥-

ç îé¨¥ ¡«®ª ¬ Bi, i = 1; 2. �ãáâì r = dimk L
0(a). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â b 2 L0

0(a) â ª®©,
çâ® Rb

��
L0(a)

= B1 | ¥¨«ì¯®â¥âë© ®¯¥à â®à. �®£¤  f (1)b (�) = �tg1(t), t < r, � - g1(�). �®á«®¢®
¯®¢â®àïï à ááã¦¤¥¨ï ¨§ [3], ¯®«ãç¨¬, ¨á¯®«ì§ãï ¡¥áª®¥ç®áâì ¯®«ï k, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª¨å
�; � 2 k, çâ® f�a+�b = �tg3(�), � - g3(�), â. ¥. ®¯¥à â®à R�a+�b, �a+�b 2 L0

0(a), ¨¬¥¥â ªà â®áâì ã-
«¥¢®£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ª®àï ¬¥ìè¥, ç¥¬ ®¯¥à â®à Ra. �â® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â à¥£ã«ïà®áâ¨ a.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® ®¤®à®¤®£® í«¥¬¥â  b 2 L0(a) ®¯¥à â®à Rb ¨«ì¯®â¥â¥. �® â¥-
®à¥¬¥ 3  «£¥¡à  L0(a) ¨«ì¯®â¥â . �«¥¤®¢ â¥«ì®, L0(a) � L0(L0(a)) = fx 2 L j 8y 2 Lo(a)
9n xRn

y = 0g. �® â ª ª ª L0(L0(a)) � L0(a), â® L0(a) á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¥© ã«ì-ª®¬¯®¥â®©
L0(L0(a)). �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®à¬ «¨§ â®à  ¨ ã«ì-ª®¬¯®¥âë ¤«ï «î¡®© ¨«ì¯®â¥â®© ¯®¤ «-
£¥¡àë T «¥£ª® ¯®«ãç¨âì, çâ® NL(T ) � L0(T ). �â ª, L0(a) = NL(L0(a)).
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