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1. �¢¥¤¥­¨¥

� ¤ ç¨ ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ §­ ç¨â¥«ì­ë© â¥®à¥â¨ç¥áª¨© ¨ ¯à ª-
â¨ç¥áª¨© ¨­â¥à¥á. � ­¨¬ á¢®¤ïâáï ª®íää¨æ¨¥­â­ë¥ ®¡à â­ë¥ § ¤ ç¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨
(­ ¯à., [1]) ¨ § ¤ ç¨ ã¯à ¢«¥­¨ï ®¡« áâìî [2]{[4]. �«®¦­®áâì § ¤ ç ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å
¢® ¬­®£®¬ ®¡ãá«®¢«¥­  ¨å ¢®§¬®¦­®© ­¥à §à¥è¨¬®áâìî ([5]; [6], á. 47{48; [7]). �®âï ¨áá«¥¤®¢ ­¨î
§ ¤ ç ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å ¤«ï ãà ¢­¥­¨© í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯  ¯®á¢ïé¥­® §­ ç¨â¥«ì-
­®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® à ¡®â (­ ¯à., [8]{[16]), á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ íâ¨å § ¤ ç ­¥ ¯®§¢®«ïîâ ¢
¯®«­®© áâ¥¯¥­¨ ®áãé¥áâ¢¨âì ¨å  ­ «¨§ á ¯®§¨æ¨© ®¡é¥© â¥®à¨¨ íªáâà¥¬ã¬ .

� ª ¨§¢¥áâ­®, â®çª  ¬¨­¨¬ã¬  u £« ¤ª®£® äã­ªæ¨®­ «  I ­  ¢ë¯ãª«®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ U
¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  V ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢ à¨ æ¨®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã hI 0(u); v � ui � 0 ¤«ï ¢á¥å
v 2 U , £¤¥ I 0(u) | ¯à®¨§¢®¤­ ï � â® äã­ªæ¨®­ «  I ¢ â®çª¥ u,   h�; hi | §­ ç¥­¨¥ «¨­¥©­®-
£® ­¥¯à¥àë¢­®£® äã­ªæ¨®­ «  � ¢ â®çª¥ h. �ëç¨á«¥­¨¥ ¯à®¨§¢®¤­®© §¤¥áì ­ â «ª¨¢ ¥âáï ­ 
¤¢¥ ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë¥ âàã¤­®áâ¨. �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ­ å®¦¤¥­¨¥ §­ ç¥­¨ï I(u+�h),
£¤¥ � | ­¥ª®â®à®¥ ç¨á«®,   ­ ¯à ¢«¥­¨¥ h| ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â ¯à®áâà ­áâ¢  V . �á®¡¥­­®-
áâìî § ¤ ç á ã¯à ¢«¥­¨¥¬ ¢ £« ¢­®© ç áâ¨ ®¯¥à â®à  ï¢«ï¥âáï â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ãà ¢­¥­¨¥
á®áâ®ï­¨ï ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥ ­¥ ­  ¢á¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ã¯à ¢«¥­¨©. �âáãâáâ¢¨¥ à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢-
­¥­¨ï ­  ¯à®¨§¢®«ì­®¬ ã¯à ¢«¥­¨¨ ¢¨¤  u + �h ¯à¥¯ïâáâ¢ã¥â ­ å®¦¤¥­¨î ¯à®¨§¢®¤­®©. �«ï
¯à¥®¤®«¥­¨ï íâ®© âàã¤­®áâ¨ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¢ ¢ à¨ æ¨®­­®¬ ­¥à ¢¥­áâ¢¥ ¢¬¥áâ® ¯à®¨§¢®¤­®© � â®
¨á¯®«ì§®¢ âì ¡®«¥¥ á« ¡®¥ ¯®­ïâ¨¥ ¯à®¨§¢®¤­®© ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã.

�â®à ï âàã¤­®áâì ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ¯à®¨§¢®¤­®© ¬¨­¨¬¨§¨àã¥¬®£® äã­ªæ¨®­ «  á¢ï§ ­  á
¥£® § ¢¨á¨¬®áâìî ®â äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï á¨áâ¥¬ë, § ¢¨áïé¥©, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®â ã¯à ¢«¥­¨ï.
� å®¦¤¥­¨¥ ¯à®¨§¢®¤­®© äã­ªæ¨®­ «  á®£« á­® â¥®à¥¬¥ ® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¨ á«®¦­®© äã­ª-
æ¨¨ ¢ ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å âà¥¡ã¥â ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ ¯® � â® äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï ¯®
ã¯à ¢«¥­¨î, ­® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ íâ  § ¢¨á¨¬®áâì, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥-
¬®©. �«ï ¯à¥®¤®«¥­¨ï íâ®© âàã¤­®áâ¨ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¡®«¥¥ á« ¡ë¬ ¯®­ïâ¨¥¬
à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ®¯¥à â®à  [15], [17], [18]. �¤­ ª® ¢ ãá«®¢¨ïå à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢­¥­¨ï
á®áâ®ï­¨ï ­¥ ­  ¢á¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ã¯à ¢«¥­¨© ­ å®¦¤¥­¨¥ à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© § ¢¨á¨-
¬®áâ¨ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï ®â ã¯à ¢«¥­¨ï ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­ë¬. �¥« ¥¬ë© à¥§ã«ìâ â
¯®«ãç ¥âáï á ¯®¬®éìî ª®¬¡¨­¨à®¢ ­­®£® ¯®­ïâ¨ï à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã
¬­®¦¥áâ¢ã.

2. �®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨

� ®âªàëâ®© ®£à ­¨ç¥­­®© n-¬¥à­®© ®¡« áâ¨ 
 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ãà ¢­¥­¨¥

�div(vry) + jyj�y = f (1)

á ®¤­®à®¤­ë¬ £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ (§ ¤ ç  �¨à¨å«¥), £¤¥ v | ã¯à ¢«¥­¨¥, y | äã­ªæ¨ï á®áâ®-
ï­¨ï, f | ¨§¢¥áâ­ ï äã­ªæ¨ï, � > 0. �¯à¥¤¥«¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢  V = H1

0
(
), Y = H1

0
(
)

T
Lq(
),
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Z = H�1(
) + Lq0(
), £¤¥ q = � + 2, 1=q + 1=q0 = 1. �¯à ¢«¥­¨¥ ¢ë¡¨à ¥âáï ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ 
U = fv 2 V j 0 < a � v(x) � b, x 2 
g. �®«ì§ãïáì â¥®à¨¥© ¬®­®â®­­ëå ®¯¥à â®à®¢ ([19], á. 182{
185), ãáâ ­®¢¨¬, çâ® ¯à¨ f 2 Z ¤«ï «î¡®£® v 2 U ãà ¢­¥­¨¥ (1) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥
y = y(v) ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢  Y .

�¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨®­ «

I(v) = J(v) +K[y(v)] =
�

2
kvk2 +

1
2
ky(v) � ydk

2;

£¤¥ � > 0, yd 2 H1

0
(
) | ¨§¢¥áâ­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë,   ­®à¬ë á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¯à®áâà ­áâ¢ã V . � -

§®¢¥¬ § ¤ ç¥© � ®âëáª ­¨¥ â ª®£® í«¥¬¥­â  ¬­®¦¥áâ¢  U , ­  ª®â®à®¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¬¨­¨¬ã¬
äã­ªæ¨®­ «  I ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥.

�¥®à¥¬  1. � ¤ ç  P à §à¥è¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã ª®íàæ¨â¨¢­®áâ¨ äã­ªæ¨®­ «  I ¬¨­¨¬¨§¨àãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì fvkg ¤«ï § ¤ ç¨ P ®£à ­¨ç¥­ . �®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© � ­ å {�« ®£«ã, ¨§¢«¥ç¥¬ ¨§ ­¥¥ â -
ªãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì á á®åà ­¥­¨¥¬ ¯à¥¦­¥£® ®¡®§­ ç¥­¨ï, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì
vk ! v á« ¡® ¢ V . � á¨«ã á« ¡®© § ¬ª­ãâ®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  U ãáâ ­®¢¨¬ ¢ª«îç¥­¨¥ v 2 U . �¬­®-
¦ ï à ¢¥­áâ¢® (1) ¯à¨ v = vk ­  äã­ªæ¨î y(vk) ¨ ¨­â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯® ®¡« áâ¨ 
 á ãç¥â®¬
ä®à¬ã«ë �à¨­  ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­®áâ¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©, ãáâ ­®¢¨¬ ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fy(vk)g ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Y , ®âªã¤  ¯®á«¥ ¨§¢«¥ç¥­¨ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
á«¥¤ã¥â, çâ® y(vk) ! y á« ¡® ¢ Y ,   §­ ç¨â, ry(vk) ! ry á« ¡® ¢ L2(
)n. �à¨¬¥­ïï â¥®à¥¬ã
�¥««¨å {�®­¤à è®¢ , ãáâ ­®¢¨¬, çâ® vk ! v á¨«ì­® ¢ L2(
) ¨ ¯. ¢. ­  
. �«ï «î¡®© äã­ª-
æ¨¨ � 2 L2(
) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª  jvk(x) � v(x)j j�(x)j � 2bj�(x)j, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â ¢ª«îç¥­¨¥
(vk � v)� 2 L2(
). �®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© �¥¡¥£ , ãáâ ­®¢¨¬ áå®¤¨¬®áâì vk�! v� á¨«ì­® ¢ L2(
)
¤«ï ¢á¥å � 2 L2(
). �®£¤ , ã¬­®¦ ï à ¢¥­áâ¢® (1) ­  ¯à®¨§¢®«ì­ãî äã­ªæ¨î � 2 V , ¯®á«¥
¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¯® ®¡« áâ¨ 
 ¨ ¯¥à¥å®¤  ª ¯à¥¤¥«ã ãáâ ­®¢¨¬, çâ® y = y(v),   §­ ç¨â, ®â®¡à -
¦¥­¨¥ v ! y(v) á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®. �ç¨âë¢ ï á« ¡ãî ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­®áâì á­¨§ã ª¢ ¤à â®¢ ­®à¬
¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥, ¯à¨å®¤¨¬ ª á®®â­®è¥­¨î I(v) � inf lim

k!1
I(vk), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

ã¯à ¢«¥­¨¥ v ®¯â¨¬ «ì­®.

�à¨ ¬¥­¥¥ à¥£ã«ïà­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ã¯à ¢«¥­¨© ãáâ ­®¢¨âì á« ¡ãî ­¥¯à¥àë¢­®áâì ®â®¡à -
¦¥­¨ï v ! y(v) ­¥ ã¤ ¥âáï ([10], á. 95). � íâ¨å ãá«®¢¨ïå § ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï ¬®¦¥â
®ª § âìáï ­¥à §à¥è¨¬®© [5]{[7]. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¨§¢¥áâ­ëå à ¡®â å ¯® ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ á¨áâ¥¬, ®¯¨-
áë¢ ¥¬ëå í««¨¯â¨ç¥áª¨¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ á ã¯à ¢«¥­¨¥¬ ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å, à áá¬ âà¨¢ îâáï «¨-
¡® «¨­¥©­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï [3], [5]{[12], «¨¡® ­¥«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï
äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï ¯® ã¯à ¢«¥­¨î [4], [13], [14], [16], «¨¡® ­¥«¨­¥©­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¡¥§ ®£à ­¨ç¥-
­¨© ­  ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï ¯® ã¯à ¢«¥­¨î, ­® á ã¯à ¢«¥­¨¥¬ ¢ ¬« ¤è¨å
ç«¥­ å ®¯¥à â®à  [15].

3. �à®¨§¢®¤­ ï ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã

�áâ ­®¢¨¬ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç¨ P , á®áâ®ïé¥© ¢ ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨
äã­ªæ¨®­ «  I ­  ¢ë¯ãª«®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ U ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  V . �á«¨ ¤ ­­ë© äã­ªæ¨-
®­ « ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ¯® � â®, â® à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ u ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢ à¨ æ¨®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã
([10], á. 18)

hI 0(u); v � ui � 0 8v 2 U: (2)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¤®áâ¨¦¥­¨ï ¦¥« ¥¬®© æ¥«¨ ¤®áâ â®ç­® ­ ©â¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯à®¨§¢®¤-
­ãî � â®, ¥á«¨ ®­  áãé¥áâ¢ã¥â. �«ï íâ®£® âà¥¡ã¥âáï ¢ëç¨á«¨âì à §­®áâì I(u+ �h)� I(u), £¤¥ �
| ­¥ª®â®à®¥ ç¨á«®,   h| ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â ¯à®áâà ­áâ¢  V . � íâ®¬ á«ãç ¥ äã­ªæ¨ï u+�h
¬®¦¥â ¯à¨­¨¬ âì ®âà¨æ â¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï. �áâ ­®¢¨âì à §à¥è¨¬®áâì ãà ¢­¥­¨ï (1) ¤«ï â ª®£®
ã¯à ¢«¥­¨ï ­¥ ã¤ ¥âáï ¢¢¨¤ã ®âáãâáâ¢¨ï  ¯à¨®à­®© ®æ¥­ª¨ à¥è¥­¨ï ªà ¥¢®© § ¤ ç¨, ¢á«¥¤áâ¢¨¥
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ç¥£® ­¥â ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á®®â­®è¥­¨ï (2). �®¦­®, ª®­¥ç­®, ¯¥à¥©â¨ ®â ¯à®¨§¢®¤­®©
� â® ª ¡®«¥¥ á« ¡®¬ã ¯®­ïâ¨î ¯à®¨§¢®¤­®© ¯® ­ ¯à ¢«¥­¨î ¨ ¢ë¡¨à âì ­ ¯à ¢«¥­¨ï h â ª, çâ®-
¡ë ­¥ ¢ë©â¨ §  ¯à¥¤¥«ë ®¡« áâ¨ à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢­¥­¨ï (1). �¤­ ª® ¯®«ãç ¥¬ë© ¢ à¥§ã«ìâ â¥
 ­ «®£ ãá«®¢¨ï (2) ®ª ¦¥âáï ­¥«¨­¥©­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® ¢ àì¨àã¥¬®© äã­ªæ¨¨, çâ® áãé¥áâ¢¥­­®
ãá«®¦­ï¥â ¯à ªâ¨ç¥áª®¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨. � íâ®© á¢ï§¨ ¯à¥¤« £ ¥âáï â -
ª®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ¯à®¨§¢®¤­®© � â®, ª®â®à®¥ ®ª § «®áì ¡ë «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬, ­® ­¥ âà¥¡®¢ «®
¡ë ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¥£® ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢ëå®¤  §  ¯à¥¤¥«ë § ¤ ­­®£® ¬­®¦¥áâ¢ .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¯¥à â®à L, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­  ¢ë¯ãª«®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ U ¡ ­ å®¢  ¯à®-
áâà ­áâ¢  V á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Y , ­ §®¢¥¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬ ¯® ¬­®-

¦¥áâ¢ã U ¢ â®çª¥ u 2 U , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© «¨­¥©­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë© ®¯¥à â®à D : V ! Y ,
çâ® ¯à¨ � ! 0 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì fL[u + �(v � u)] � Lug=� ! D(v � u) ¢ Y ¤«ï «î¡®£®
v 2 U .

�ç¥¢¨¤­®, ¯à¨ U = V ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã U á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç­®© ¯à®¨§¢®¤­®© � â®.
�á«¨ U ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ V , ¯®«ãç ¥¬ ¨§¢¥áâ­ãî ¯à®¨§¢®¤­ãî ¯® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ã
[20].

�¥®à¥¬  2. �á«¨ äã­ªæ¨®­ « I ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤­ãî I 0(u) ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã U ¢

â®çª¥ u 2 U , â® ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¥£® ¬¨­¨¬ã¬  ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢ ¤ ­­®© â®çª¥

¡ã¤¥â ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® (2).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ u | â®çª  ¬¨­¨¬ã¬  äã­ªæ¨®­ «  I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U , â® á¯à ¢¥¤«¨¢®
­¥à ¢¥­áâ¢® I[u + �(v � u)] � I(u) � 0 ¤«ï ¢á¥å v 2 U , � 2 (0; 1). � §¤¥«¨¢ íâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® ­ 
� ¨ ¯¥à¥©¤ï ¢ ­¥¬ ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ � ! 0 á ãç¥â®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1, ¯®«ãç ¥¬ á®®â­®è¥­¨¥ (2).
�â ª, ¬®¦­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á®®â­®è¥­¨¥¬ (2) ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï § ¤ ç¨ P , ¥á«¨ ¢å®¤ïé ï ¢
­¥£® ¯à®¨§¢®¤­ ï, ¯®­¨¬ ¥¬ ï ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1, áãé¥áâ¢ã¥â.

4. �à®¡«¥¬  ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï ¯® ã¯à ¢«¥­¨î

�¥«ì ¤ ­­®© áâ âì¨ á®áâ®¨â ­¥ â®«ìª® ¢ ¯®«ãç¥­¨¨ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨
¤«ï § ¤ ç¨ P , ­® ¨ ¢ ¢ë¢®¤¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¨§ ­¥ª®â®à®© ®¡é¥© áå¥¬ë à¥è¥-
­¨ï ­¥«¨­¥©­ëå ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ëå § ¤ ç ¢ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å, çâ® ®âáãâáâ¢ã¥â
¢ ¨§¢¥áâ­ëå ¬¥â®¤ å ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï § ¤ ç ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®íää¨æ¨¥­â å [1]{[16]. �ãáâì § ¤ ­ë
¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢  V , Y , Z, ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® U ¯à®áâà ­áâ¢  V ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã-
¥¬ë¥ ¯® �à¥è¥ ®¯¥à â®à A : V � Y ! Z ¨ äã­ªæ¨®­ « J : V � Y ! Z. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ç¥à¥§
A0
1
(v; y), A0

2
(v; y) ®¡®§­ ç îâáï ç áâ­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ®¯¥à â®à  A ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®çª å.

�­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¡ã¤ãâ ®¡®§­ ç¥­ë ç áâ­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ äã­ªæ¨®­ «  J . �à¥¤¯®« £ ¥â-
áï, çâ® ¤«ï «î¡®£® v 2 U áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï â®çª  y(v) 2 Y , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãà ¢­¥­¨î
A[v; y(v)] = 0. � ¤ ç  Q á®áâ®¨â ¢ ®âëáª ­¨¨ â ª®£® ã¯à ¢«¥­¨ï v 2 U , ­  ª®â®à®¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï
¬¨­¨¬ã¬ äã­ªæ¨®­ «  I(v) = J [v; y(v)] ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ U . �«ï ¯à¨¢¥¤¥­¨ï § ¤ ç¨ P ª ¢¨¤ã Q
¤®áâ â®ç­® ¢ ª ç¥áâ¢¥ A(v; y) ¢ë¡à âì «¥¢ãî ç áâì à ¢¥­áâ¢  (1) ¬¨­ãá f ,   ¢ ª ç¥áâ¢¥ J(v; y)
| á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ §­ ç¥­¨¥ ªà¨â¥à¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç¨ P .

�¥®à¥¬  3. �á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ v ! y(v) ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬® ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã U ¢ â®çª¥

u 2 U ¨ áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥­¨¥ p 2 Z 0 á®¯àï¦¥­­®£® ãà ¢­¥­¨ï

A0
2
(u; y)�p = J 0

2
(u; y); (3)

£¤¥ y = y(u), â® ¤«ï â®£® çâ®¡ë íâ  â®çª  ¡ë«  à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ Q, ­¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë
¢ë¯®«­ï«®áì á®®â­®è¥­¨¥

hJ 0
1
(u; y) +A0

1
(u; y)�p; v � ui � 0 8v 2 U: (4)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ v ! y(v) ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤­ãî y0(u) ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã U ¢
â®çª¥ u, â® á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë ® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¨ á«®¦­®© äã­ªæ¨¨ ([21], á. 637) ­ ©¤¥¬
á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯à®¨§¢®¤­ãî äã­ªæ¨®­ «  I ¨§ à ¢¥­áâ¢ 

hI 0(u); v � ui = hJ 0
1
(u; y); v � ui+ hJ 0

2
(u; y); y0(u)(v � u)i 8v 2 U:

�®­ïâ­®, çâ® ¢ [21] ¢¬¥áâ® ¯à®¨§¢®¤­®© ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã £®¢®à¨âáï ® ¯à®¨§¢®¤­®© � -
â®. �¤­ ª® ¢á¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãª § ­­®© â¥®à¥¬ë ®áâ ¥âáï ¢ á¨«¥, ¥á«¨ ¢ë¡¨à âì ­ ¯à ¢«¥­¨ï
¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ¯à®¨§¢®¤­®© ­¥ ¨§ ¢á¥£® ¯à®áâà ­áâ¢ ,   «¨èì ¨§ ¥£® ¢ë¯ãª«®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ .
�­ «®£¨ç­® ¨§ ãà ¢­¥­¨ï A[v; y(v)] = 0 ­  ã¯à ¢«¥­¨ïå u + �(v � u) ¨ u á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®
A0
1
(u; y)(v � u) + A0

2
(u; y)[y0(u)(v � u)] = 0. �®£¤  ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ � ¨§ á®¯àï¦¥­­®£® ¯à®-

áâà ­áâ¢  Z 0 á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

hA0
1
(u; y)��; v � ui+ hA0

2
(u; y)��; y0(u)(v � u)i = 0:

�á«¨ â¥¯¥àì ¢ ª ç¥áâ¢¥ � ¢ë¡à âì à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (3), â® á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

hI 0(u); v � ui = hJ 0
1
(u; y)� p; v � ui 8v 2 U;

¨ ãá«®¢¨¥ (4) á«¥¤ã¥â ¨§ ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  (2).

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  A0
2
(u; y) ®¡« ¤ ¥â ­¥¯à¥àë¢­ë¬ ®¡à â­ë¬ ®¯¥à â®à®¬,

ãà ¢­¥­¨¥ (3) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¢ á¨«ã ®¤­®¢à¥¬¥­­®© ®¡à â¨¬®áâ¨ ¢§ ¨¬­® á®¯àï-
¦¥­­ëå ®¯¥à â®à®¢ ([21], á. 456),   ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï v ! y(v) á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®-
à¥¬ë ® ­¥ï¢­®© äã­ªæ¨¨ ([21], á. 662). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à ªâ¨ç¥áª®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 3 ¤«ï
§ ¤ ç¨ P á¢®¤¨âáï ª ¯à®¢¥àª¥ ®¤­®§­ ç­®© à §à¥è¨¬®áâ¨ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å
«¨­¥ à¨§®¢ ­­®£® ãà ¢­¥­¨ï A0

2
(u; y)' = z. �à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª ãà ¢­¥­¨î (1) ¨¬¥¥¬ ®¤­®à®¤­ãî

§ ¤ çã �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï

�div(ur') + (�+ 1)jyj�' = z: (5)

�¥¬¬  1. �à¨ n = 2 ¨«¨ � � 4=(n�2) ¤«ï n � 3 ãà ¢­¥­¨¥ (5) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥

' 2 Y ¤«ï «î¡®£® z 2 Z.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬­®¦ ï à ¢¥­áâ¢® (5) ­  äã­ªæ¨î ' ¨ ¨­â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯® ®¡« áâ¨

 á ãç¥â®¬ ä®à¬ã«ë �à¨­  ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  U , ¯®«ãç ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®

ak'k2 + (�+ 1)
Z



jyj�'2dx �

Z



z' dx:

�à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© «¥¬¬ë ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �®¡®«¥¢  á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥¯à¥àë¢­®¥ ¢«®¦¥-
­¨¥ H1

0
(
) � Lq(
), ®âªã¤  á«¥¤ãîâ à ¢¥­áâ¢  Y = H1

0
(
), Z = H�1(
). �®£¤  ¨§ ¯®á«¥¤­¥£®

­¥à ¢¥­áâ¢  ¢ë¢®¤¨âáï  ¯à¨®à­ ï ®æ¥­ª  à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (5) ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Y ¤«ï «î-
¡®£® z 2 Z. �«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï áâ ­¤ àâ­®© â¥®à¨¥©
«¨­¥©­ëå í««¨¯â¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© (­ ¯à., [10], á. 53).

�¥®à¥¬  4. �à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© «¥¬¬ë 1 à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ P ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢ à¨ æ¨-

®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã

Z



(�u�ryrp)(v � u)dx � 0 8v 2 U; (6)

£¤¥ p | à¥è¥­¨¥ ®¤­®à®¤­®© § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï

�div(urp) + (�+ 1)jyj�p = �yd ��y: (7)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥­¨ï «¥¬¬ë 1 £ à ­â¨àãîâ ¯à¨¬¥­¨¬®áâì â¥®à¥¬ë ® ­¥ï¢­®©
äã­ªæ¨¨ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï v ! y(v),   §­ ç¨â, ¢®§¬®¦-
­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï â¥®à¥¬ë 3 ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï § ¤ ç¨ P . �®­ïâ­®, çâ® áâ ­¤ àâ­ ï â¥®à¥¬  ®
­¥ï¢­®© äã­ªæ¨¨ ä®à¬ã«¨àã¥âáï ­¥ ¢ â¥à¬¨­ å ¯à®¨§¢®¤­ëå ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã. �¤­ ª®
¢á¥ ª®­áâàãªæ¨¨ íâ®© â¥®à¥¬ë ®áâ îâáï ¢ á¨«¥, ¥á«¨ ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ¯à®¨§¢®¤­®© ¨áá«¥¤ã¥¬®£®
®â®¡à ¦¥­¨ï ¨á¯®«ì§®¢ âì «¨èì ­ ¯à ¢«¥­¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ § ¤ ­­®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã. �â ª,
®áâ ¥âáï ­ ©â¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¨ ¯®¤áâ ¢¨âì à¥§ã«ìâ â ¢ á®®â­®è¥­¨ï (3) ¨ (4).
�«ï «î¡ëå äã­ªæ¨© v 2 V; ' 2 Y ¨¬¥¥¬

A0
1
(u; y)v = �div(vry); A0

2
(u; y)' = �div(ur') + (�+ 1)jyj�';

hJ 0
1
(u; y); vi = (�u; v); hJ 0

2
(u; y); 'i = (y � yd; ');

£¤¥ áª «ïà­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¯à®áâà ­áâ¢ã V . � à¥§ã«ìâ â¥ ­ å®¤¨¬ §­ ç¥­¨ï
J 0
1
(u; y) = ��u, J 0

2
(u; y) = �yd ��y,   á®¯àï¦¥­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ (3) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ (7). �à¨ íâ®¬

¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® (4) § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥Z



�u(v � u)dx+
Z



div[(v � u)ry]p dx � 0 8v 2 U;

®âªã¤  á«¥¤ã¥â á®®â­®è¥­¨¥ (6).

�â ª, ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «ëå §­ ç¥­¨ïå à §¬¥à­®áâ¨ ®¡« áâ¨ ¨ ¯®ª § â¥«ï ­¥«¨­¥©­®áâ¨
ãà ¢­¥­¨ï, â. ¥. ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¢«®¦¥­¨ï H1

0
(
) � Lq(
) ¬®¦­® ãáâ ­®¢¨âì ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï

®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç¨ P á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë 3, ª®â®à ï ¢®áå®¤¨â ª â¥®à¥¬¥ 2. �®ª § ­­®¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥ ¢ëå®¤¨â §  à ¬ª¨ áâ ­¤ àâ­®© â¥®à¨¨ ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï ­¥«¨­¥©­ë¬¨
¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ¨ ¬®£«® ¡ë ¡ëâì ¯®«ãç¥­® ¬¥â®¤ ¬¨, ®¯¨á ­­ë¬¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢
[4], [10], [13], [14], [16], á § ¬¥­®© ¯à®¨§¢®¤­®© � â® ­  ¯à®¨§¢®¤­ãî ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã.
�á¯®¬­¨¬, ®¤­ ª®, çâ® à §à¥è¨¬®áâì § ¤ ç¨ á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 1 à¥ «¨§ã¥âáï ¨ ¡¥§ ãª § ­­®£®
¢«®¦¥­¨ï. �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á  ­ «¨§ § ¤ ç¨ P ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å
§­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà®¢ � ¨ n.

�¥¬¬  2. �ãáâì ¯ à ¬¥âàë � ¨ n áâ®«ì ¢¥«¨ª¨, çâ® ¢«®¦¥­¨¥ H1

0
(
) � Lq(
) ­¥ ¨¬¥¥â

¬¥áâ . �®£¤  ­ ©¤ãâáï â ª¨¥ äã­ªæ¨¨ u 2 U , y 2 Y , f 2 Z, z 2 Z, çâ® y = y(u),   ãà ¢­¥­¨¥
(5) ­¥à §à¥è¨¬® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Y .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ äã­ªæ¨¨ u 2 U , y 2 Y
T
C(
). �¯à¥¤¥«¨¢ f0 =

�div(vry) + jyj�y, ãáâ ­®¢¨¬, çâ® y = y(u) ¯à¨ f = f0. � á¨«ã ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ äã­ªæ¨¨ y ¤«ï
«î¡®£® ' 2 Y «¥¢ ï ç áâì à ¢¥­áâ¢  (5) ¡ã¤¥â ¯à¨­ ¤«¥¦ âì ¯à®áâà ­áâ¢ã H�1(
), ®â«¨ç­®¬ã
®â Z ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© «¥¬¬ë. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® z 2 Z nH�1(
) ãà ¢­¥­¨¥ (5) ­¥ ¬®¦¥â
¨¬¥âì à¥è¥­¨ï ¨§ ª« áá  Y .

�¥¬¬  2 £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¢ ¨§ãç ¥¬®¬ á«ãç ¥ ®¯¥à â®à A0
2
(u; y) ­¥®¡à â¨¬, çâ® ¯à¥¯ïâ-

áâ¢ã¥â ¯à¨¬¥­¥­¨î â¥®à¥¬ë ® ­¥ï¢­®© äã­ªæ¨¨ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ ®â®-
¡à ¦¥­¨ï v ! y(v). �®§¬®¦­®, çâ® ¯®á«¥¤­¥¥ á¢®©áâ¢® ¡ã¤¥â ãáâ ­®¢«¥­® ¢ ®¡å®¤ ãª § ­­®©
â¥®à¥¬ë.

�¥¬¬  3. �à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© «¥¬¬ë 2 ®â®¡à ¦¥­¨¥ v ! y(v) ­¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®
¯® ¬­®¦¥áâ¢ã U ¢ â®çª¥ u.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯à®¨§¢®¤­ ï y0(u) áãé¥áâ¢ã¥â. �®£¤ 
á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

�divf[u+ �(v � u)]ry(u+ �(v � u))g + jy(u+ �(v � u))j�y(u+ �(v � u)) + div(ury)� jyj�y = 0:

� §¤¥«¨¢ ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ­  � ¨ ¯¥à¥©¤ï ¢ ­¥¬ ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ � ! 0 á ãç¥â®¬ ¯à¨­ïâ®£®
¤®¯ãé¥­¨ï, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

�div[ury0(u)(v � u)] + (�+ 1)jyj�y0(u)(v � u) = div[(v � u)ry]: (8)
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�ã­ªæ¨î y ¬®¦­® ¯®¤®¡à âì â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ®­  ¯à¨­ ¤«¥¦ «  ¯à®áâà ­áâ¢ã W 2

q0(
).
�®£¤  ¤«ï «î¡®£® v 2 U äã­ªæ¨ï z0, à ¢­ ï ¢ëà ¦¥­¨î ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥­áâ¢  (8), ®ª §ë-
¢ ¥âáï í«¥¬¥­â®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  Lq0(
). �à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà®¢ � ¨ n
¬®¦­® ¤®¡¨âìáï ®âáãâáâ¢¨ï ¢«®¦¥­¨ï W 1

q0(
) � L2(
). �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ­ ©¤¥âáï â ª®¥ §­ ç¥-
­¨¥ v 2 U , çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© äã­ªæ¨ï z0 ­¥ ¡ã¤¥â ¯à¨­ ¤«¥¦ âì ¯à®áâà ­áâ¢ã H�1(
),  
§­ ç¨â, ®ª §ë¢ ¥âáï í«¥¬¥­â®¬ ¬­®¦¥áâ¢  Z nH�1(
). �© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (5),
à ¢­®¥ y0(u)(v � u) ¢ á¨«ã à ¢¥­áâ¢  (8) ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ ¯à®áâà ­áâ¢ã Y , ç¥£® ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì
á®£« á­® «¥¬¬¥ 2. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï
(1) ¯® á¢®¡®¤­®¬ã ç«¥­ã ­¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ .

�â ª, ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå à §¬¥à­®áâ¨ ®¡« áâ¨ ¨ ¯®ª § â¥«ï ­¥«¨­¥©­®áâ¨
ãà ¢­¥­¨ï ¢¢¨¤ã ®âáãâáâ¢¨ï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï á¨áâ¥¬ë ¯® ã¯à ¢«¥­¨î
­¥â ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© 2 ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ­¥®¡å®¤¨¬ëå ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì-
­®áâ¨, ª ª íâ® ¤¥« «®áì ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 3. � íâ¨å ãá«®¢¨ïå ¦¥« ¥¬ë© à¥§ã«ìâ â
­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­ ¨ ­  ®á­®¢¥ ¨§¢¥áâ­ëå ¬¥â®¤®¢ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï § ¤ ç ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ª®-
íää¨æ¨¥­â å, ®¯¨á ­­ëå ¢ æ¨â¨àã¥¬ëå à ­¥¥ à ¡®â å. �à ¢¤ , à §à¥è¨¬®áâì § ¤ ç¨ P ¡ë« 
ãáâ ­®¢«¥­  ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨© ­  ¯ à ¬¥âàë � ¨ n (á¬. â¥®à¥¬ã 1), ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ¢®§­¨ª ¥â
¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¦¥« ­¨¥ ¯®«ãç¨âì ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥.

�  ¢¥à®ïâ­ãî ¢®§¬®¦­®áâì ¤®áâ¨¦¥­¨ï íâ®© æ¥«¨ ãª §ë¢ îâ á«¥¤ãîé¨¥ á®®¡à ¦¥­¨ï.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® § ä¨ªá¨à®¢ ­® ­¥ª®â®à®¥ §­ ç¥­¨¥ à §¬¥à­®áâ¨ ®¡« áâ¨ (¡®«ìè¥ ¤¢ãå) ¨
§­ ç¥­¨¥ ¯®ª § â¥«ï ­¥«¨­¥©­®áâ¨ ¯®áâ¥¯¥­­® ã¢¥«¨ç¨¢ ¥âáï. � ­® ¨«¨ ¯®§¤­® ­ áâã¯¨â â ª®©
¬®¬¥­â, ª®£¤  ¢«®¦¥­¨¥ H1

0
(
) � Lq(
) ¯¥à¥áâ ­¥â ¢ë¯®«­ïâìáï ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯®áâ¥¯¥­­®£® áã-

¦¥­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  Lq(
) á à®áâ®¬ q. �®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥
ç¥à¥§ íâ® ªà¨â¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥ ¯ à ¬¥âà  � á¢®©áâ¢  ãà ¢­¥­¨ï (1) ¬¥­ïîâáï áª çª®¬: ¬ «®¥
¨§¬¥­¥­¨¥ íâ®£® ¯ à ¬¥âà  á®¯à®¢®¦¤ ¥âáï ¯®â¥à¥© ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï
¯® ª®íää¨æ¨¥­âã v. �®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨ á¢®©áâ¢  ãà ¢­¥­¨ï á ¨§¬¥-
­¥­¨¥¬ ¯®ª § â¥«ï ­¥«¨­¥©­®áâ¨ ¬¥­ïîâáï ­¥ â ª à¥§ª®, ­® ¤«ï ®¡­ àã¦¥­¨ï íâ®£® íää¥ªâ 
 ¯¯ à â ª« áá¨ç¥áª¨å ¯à®¨§¢®¤­ëå ®ª §ë¢ ¥âáï á«¨èª®¬ £àã¡ë¬.

�âáãâáâ¢¨¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï ¯® ã¯à ¢«¥­¨î ¡ë«® ãáâ ­®¢«¥­® ¢
[18] ¤«ï á¨áâ¥¬ë, ®¯¨áë¢ ¥¬®© ­¥«¨­¥©­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬ í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯  á ã¯à ¢«¥­¨¥¬ ¢
á¢®¡®¤­®¬ ç«¥­¥ ãà ¢­¥­¨ï. �¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï â ª®© § ¤ ç¨ ¡ë«¨ ¯®-
«ãç¥­ë á ¯®¬®éìî ¯®­ïâ¨ï à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ®¯¥à â®à  [17]. �­ «®£¨ç­ ï ¬¥â®¤¨ª 
¨á¯®«ì§®¢ « áì â ª¦¥ ¢ [15] ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤ ç¨ ¤«ï ­¥«¨­¥©­®£® í««¨-
¯â¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï á ã¯à ¢«¥­¨¥¬, ¢å®¤ïé¨¬ ¢ ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï, ­® ­¥
¯à¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ëå (¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï ¯® ã¯à -
¢«¥­¨î). �¤­ ª® ­ «¨ç¨¥ ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ £« ¢­®© ç áâ¨ ®¯¥à â®à  ãà ¢­¥­¨ï (1) ­¥ ¯®§¢®«ï¥â
¢ëç¨á«¨âì à áè¨à¥­­ãî ¯à®¨§¢®¤­ãî, ¯®áª®«ìªã ¢ ¯®á«¥¤­¥© (ª ª ¨ ¢ ¯à®¨§¢®¤­®© � â®) ¢ -
àì¨à®¢ ­¨¥ ­ ¯à ¢«¥­¨© ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯® ¢á¥¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã (â®ç­¥¥, ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ã, á¬.
­¨¦¥),   ­¥ ¯® ¥£® á®¡áâ¢¥­­®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥­¨©. �«ï ¯à¥®¤®«¥­¨ï íâ¨å
âàã¤­®áâ¥© ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ª®¬¡¨­¨à®¢ ­­ë¬ ¯®­ïâ¨¥¬, á®ç¥â îé¨¬ ¢ á¥¡¥ ®á®-
¡¥­­®áâ¨ ¯à®¨§¢®¤­®© ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã ¨ à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®©.

5. � áè¨à¥­­ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã

�¯¥à â®à L : V ! Y , á¢ï§ë¢ îé¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ , ­ §ë¢ ¥âáï
(V1; V2; Y1; Y2)-à áè¨à¥­­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬ [17] (¨«¨ ¯à®áâ® à áè¨à¥­­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬)
¢ â®çª¥ u 2 V , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢  V1, V2, Y1, Y2, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥
­¥¯à¥àë¢­ë¬ ¢«®¦¥­¨ï¬ V1 � V2 � V , Y � Y2 � Y1, ¨ â ª®© «¨­¥©­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë© ®¯¥à â®à
D : V2 ! Y2, çâ® ¯à¨ � ! 0 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì [L(u+�h)�Lu]=� ! Dh ¢ Y1 ¤«ï ¢á¥å h 2 V1.
�á«¨ à¥çì ¨¤¥â ® äã­ªæ¨®­ « å, â® Y1 = Y = R, â. ¥. à áè¨à¥­­ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï äã­ªæ¨®­ « 
®â«¨ç ¥âáï ®â ª« áá¨ç¥áª®© «¨èì á¢®¥© ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �ç¥¢¨¤­®, ¯à¨ V1 = V; Y1 = Y
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¯à¨å®¤¨¬ ª ª« áá¨ç¥áª®© ¯à®¨§¢®¤­®© � â®, ­® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢®§¬®¦­® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à á-
è¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ®¯¥à â®à  ¨ ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ ¯à®¨§¢®¤­®© � â® [19]. �¤­ ª® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥
à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (1) ®â ã¯à ¢«¥­¨ï ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥
­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­ë¬, ¯®áª®«ìªã ¢­¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢ë¡®à  ¯à®áâà ­áâ¢  V1 ¯à¨ ­¥-
ª®â®àëå ­ ¯à ¢«¥­¨ïå h 2 V1 â®çª  u+�h ¬®¦¥â ¯à¨­¨¬ âì ®âà¨æ â¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï, ª®â®àë¥
­¥ ¤®¯ãáâ¨¬ë. � íâ®© á¢ï§¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯®­ïâ¨¥¬, á®ç¥â îé¨¬ ¢ á¥¡¥ á¢®©áâ¢ 
à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ¨ ¯à®¨§¢®¤­®© ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �¯¥à â®à L : V ! Y ­ §®¢¥¬ (V1; Y1; V2; Y2)-à áè¨à¥­­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥-

¬ë¬ ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ã U ¯à®áâà ­áâ¢  V ¢ â®çª¥ u 2 U , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥
¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢  V1, V2, Y1, Y2, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ­¥¯à¥àë¢­ë¬ ¢«®¦¥­¨ï¬ V1 � V2 � V ,
Y � Y2 � Y1, ¨ â ª®© «¨­¥©­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë© ®¯¥à â®à D : V2 ! Y2, çâ® ¯à¨ � ! 0 ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
áå®¤¨¬®áâì [L(u+ �(v � u))� Lu]=� ! D(v � u) ¢ Y1 ¤«ï ¢á¥å v 2 U \ (u+ V1).

�à¨ U = V à áè¨à¥­­ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯® U á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç­®© à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®©,
  ¯à¨ V1 = V , Y1 = Y | á ¯à®¨§¢®¤­®©, å à ªâ¥à¨§ã¥¬®© ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 1.

�¥®à¥¬  5. �á«¨ äã­ªæ¨®­ « I ¨¬¥¥â à áè¨à¥­­ãî ¯à®¨§¢®¤­ãî I 0(u) ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®-
¦¥áâ¢ã U ¢ â®çª¥ u 2 U íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ , â® ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¥£® ¬¨­¨¬ã¬  ­  íâ®¬

¬­®¦¥áâ¢¥ ¢ ¤ ­­®© â®çª¥ ¡ã¤¥â ¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

hI 0(u); v � ui � 0 8v 2 U \ (u+ V1):

�«ï ®¡®á­®¢ ­¨ï íâ®£® à¥§ã«ìâ â  ¤®áâ â®ç­® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2 ¢ë¡¨à âì ¢ àì¨-
àã¥¬ë¥ ­ ¯à ¢«¥­¨ï ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¡®«¥¥ ã§ª®£® ª« áá  äã­ªæ¨©. �­ «®£¨ç­®, § ¬¥­ïï
¢ â¥®à¥¬¥ 3 ®¡ëç­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ­  à áè¨à¥­­ë¥ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¨§¬¥­¥­¨¥¬ äã­ªæ¨®-
­ «ì­ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨î.

�¥®à¥¬  6. �ãáâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ v ! y(v) (V1; Y1; V2; Y2)-à áè¨à¥­­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬® ¯®
¬­®¦¥áâ¢ã U ¢ â®çª¥ u, äã­ªæ¨®­ « J ®¡« ¤ ¥â (V1;R; V2 ;R)-à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© J 0

1
(u; y)

¯® ¬­®¦¥áâ¢ã U ¨ (Y1;R; Y2 ;R)-à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ¢ â®çª¥ (u; y), £¤¥ y = y(u) ¨ à¥è¥­¨¥
á®¯àï¦¥­­®£® ãà ¢­¥­¨ï (3), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¢ª«îç¥­¨ï¬ A0

1
(u; y)�p 2 V 0

1
, A0

2
(u; y)�p 2 Y 0

2
, áã-

é¥áâ¢ã¥â. �«ï â®£® çâ®¡ë â®çª  u ¡ë«  à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ Q, ­¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë ¢ë¯®«­ï«®áì

á®®â­®è¥­¨¥

hJ 0
1
(u; y) +A0

1
(u; y)�p; v � ui � 0 8v 2 U \ (u+ V1): (9)

�®ª ¦¥¬ à áè¨à¥­­ãî ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (1) ¯® ã¯à ¢«¥­¨î. �¯à¥-
¤¥«¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® Y1 = H1

0
,   ¯®¤ Y2(U) ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨© ' 2 Y1, ã¤®¢«¥-

â¢®àïîé¨å ¢ª«îç¥­¨î jy(u)j�=2' 2 L2(
).

�¥¬¬  4. � «î¡®© â®çª¥ u2U ®â®¡à ¦¥­¨¥ v!y(v) ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (1) ¨¬¥¥â (V; Y1; V; Y2(u))-
à áè¨à¥­­ãî ¯à®¨§¢®¤­ãî y0(u) ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã U , ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ãá«®¢¨î

Z



�y0(u)(v � u)dx =
Z



(v � u)ryrp�dx 8v 2 U; � 2 Y2(u)
0; (10)

£¤¥ p� | à¥è¥­¨¥ ®¤­®à®¤­®© § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï

�div(urp�) + (�+ 1)jy(u)j�p� = �: (11)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© äã­ªæ¨¨ v 2 U á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

�div[v�r(y� � y)] + g(�)2(y� � y) = � div[(v � u)ry];
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£¤¥ v� = u+ �(v � u), y� = y(v�), g(�)2 = (�+ 1)jy + "(y� � y)j�, " 2 [0; 1]. �¬­®¦ ï ¯à¥¤ë¤ãé¥¥
á®®â­®è¥­¨¥ ­  ¤®áâ â®ç­® £« ¤ªãî äã­ªæ¨î �, ®¡à é îéãîáï ¢ ­ã«ì ­  £à ­¨æ¥ ®¡« áâ¨ 
,
¯®á«¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¯® 
 á ãç¥â®¬ ä®à¬ã«ë �à¨­  ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

Z



[�div(v�r�) + g(�)2�](y� � y)dx = �

Z



(u� v)ryr�dx: (12)

� áá¬®âà¨¬ ®¤­®à®¤­ãî § ¤ çã �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï

�div(v�rp) + g(�)2p = �: (13)

�¬­®¦ ï íâ® à ¢¥­áâ¢® ­  äã­ªæ¨î p ¨ ¨­â¥£à¨àãï ä®à¬ «ì­® à¥§ã«ìâ â ¯® ®¡« áâ¨ 
 á ãç¥â®¬
®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  U , ¯®«ãç ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®Z




jrpj2dx+
Z



jg(�)pj2dx �
Z



�p dx:

� ¤ ¤¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® P (�), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å äã­ªæ¨© p 2 Y1, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¢ª«îç¥­¨î
g(�)p 2 L2(
). �¢ ¤à â ­®à¬ë äã­ªæ¨¨ p ¢ íâ®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯®«®¦¨¬ à ¢­ë¬ «¥¢®© ç áâ¨
¯®á«¥¤­¥£® ­¥à ¢¥­áâ¢ . �®£¤  ¤«ï «î¡®£® � 2 P (�)0 ãà ¢­¥­¨¥ (13) ¤®¯ãáª ¥â  ¯à¨®à­ãî ®æ¥­-
ªã à¥è¥­¨ï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ P (�). �®«ì§ãïáì ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¨¥© «¨­¥©­ëå í««¨¯â¨ç¥áª¨å
ãà ¢­¥­¨© ([10], á. 53), ãáâ ­®¢¨¬, çâ® ¯à¨ ãª § ­­ëå ãá«®¢¨ïå íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­-
­®¥ à¥è¥­¨¥ p = p�(�) ¨§ ª« áá  P (�). �â¬¥â¨¬, çâ® p�(0) = p�, P (0) = Y2(u). � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, á®®â­®è¥­¨¥ (10) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«ï¥â ­¥ª®â®àë© «¨­¥©­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë© ®¯¥à â®à
y0(u) : V ! Y2(u). �¯à¥¤¥«¨¢ ¢ à ¢¥­áâ¢¥ (12) � = p�(�), ¯à¨å®¤¨¬ ª á®®â­®è¥­¨î

Z



�
y� � y

�
dx =

Z



(u� v)ryrp�(�)dx 8v 2 U; � 2 (0; 1); � 2 P (�)0:

�âáî¤  ¨ ¨§ ãá«®¢¨ï (10) á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®
Z



�[(y� � y)=� � y0(u)(v � u)]dx =
Z



(u� v)ryr[p�(�)� p�]dx 8v 2 U; � 2 (0; 1); � 2 Y 0

1
:

� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥­ªã

k(y� � y)=� � y0(u)(v � u)kY1 � sup
�2M

����
Z



(u� v)ryr[p�(�)� p�]dx
���� 8v 2 U; � 2 (0; 1); (14)

£¤¥ M | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å äã­ªæ¨© ª« áá  Y 0

1
¥¤¨­¨ç­®© ­®à¬ë.

�ãáâì â¥¯¥àì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì � ! 0. �®£¤  v� ! u ¢ V ,   §­ ç¨â, y� ! y á« ¡®
¢ Y , ¯®áª®«ìªã ®â®¡à ¦¥­¨¥ v ! y(v) á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­® (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1). �®«ì-
§ãïáì ®¯¨á ­­®© ¢ëè¥ ¬¥â®¤¨ª®©, ãáâ ­®¢¨¬ à ¢­®¬¥à­ãî ¯® � 2 M ®£à ­¨ç¥­­®áâì á¥¬¥©áâ¢
fp�(�)g ¨ fg(�)p�(�)g ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å H1

0
(
) ¨ L2(
) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �ç¨âë¢ ï á« ¡ãî áå®¤¨-

¬®áâì á¥¬¥©áâ¢  fy�g ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lq(
), ãáâ ­®¢¨¬ ¥£® ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¢ íâ®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.
� à¥§ã«ìâ â¥ § ª«îç ¥¬, çâ® fg(�)g ®£à ­¨ç¥­® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2q=�(
), çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì
à ¢­®¬¥à­ãî ¯® � 2 M ®£à ­¨ç¥­­®áâì á¥¬¥©áâ¢  fg(�)2p�(�)g ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lq0(
). �à¨¬¥-
­ïï â¥®à¥¬ã � ­ å {�« ®£«ã, ¯®á«¥ ¢ë¤¥«¥­¨ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© á á®åà ­¥­¨¥¬ ¤«ï ­¨å
¨áå®¤­®£® ®¡®§­ ç¥­¨ï, ãáâ ­®¢¨¬ áå®¤¨¬®áâì p�(�)! � á« ¡® ¢ H1

0
(
) ¨ g(�)2p�(�)! � á« ¡®

¢ Lq0(
) à ¢­®¬¥à­® ¯® � 2M . �à¨¬¥­ïï â¥®à¥¬ã �¥««¨å {�®­¤à è®¢ , ãáâ ­®¢¨¬, çâ® y� ! y
¨ p�(�)! � á¨«ì­® ¢ L2(
) ¨ ¯. ¢. ­  
, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® g(�)2p�(�)! (�+ 1)jyj�� ¯. ¢. ­  
.
�®«ì§ãïáì «¥¬¬®© 1.3 ([19], á. 25), ãáâ ­®¢¨¬, çâ® g(�)2p�(�)! (�+ 1)jyj�� á« ¡® ¢ Lq0(
).

�«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ � 2 H1

0
(
) á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

Z



����v� @�@xi � u
@�

@xi

����
2

dx = �2
Z



(v � u)2
�
@�

@xi

�2

dx � 4b2�2
Z



���� @�@xi
����
2

dx;
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®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® v�@�=@xi ! u@�=@xi á¨«ì­® ¢ L2(
). �¬­®¦ ï à ¢¥­áâ¢® (13) á p = p�(�)
­  äã­ªæ¨î � 2 Y , ¨­â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯® ®¡« áâ¨ 
 ¨ ¯¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ � ! 0,
§ ª«îç ¥¬, çâ® � = p�,   §­ ç¨â, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì p�(�)! p� á« ¡® ¢ H1

0
(
) à ¢­®¬¥à­®

¯® � 2 M . �¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã ¢ à ¢¥­áâ¢¥ (14) á ãç¥â®¬ ¢ª«îç¥­¨ï (u � v)@y=@xi 2 L2(
) ¢
á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  U , § ª«îç ¥¬, çâ® ®¯¥à â®à y0(u) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®©
à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®©.

�¥®à¥¬  7. �â¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë 4 ®áâ îâáï ¢ á¨«¥ ¤«ï ¢á¥å §­ ç¥­¨© ¯ à ¬¥âà®¢

� ¨ n.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ äã­ªæ¨®­ « J ¨ ®¯¥à â®à A ®ª §ë¢ îâáï ¤¨ää¥à¥­æ¨-
àã¥¬ë¬¨ ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥. �à¨ � = �yd � �y ãà ¢­¥­¨ï (7) ¨ (11) á®¢¯ ¤ îâ, ¯à¨ç¥¬
äã­ªæ¨®­ «ì­ëå á¢®©áâ¢ à¥è¥­¨ï á®¯àï¦¥­­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ¤«ï á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë 6. � á¨«ã à ¢¥­áâ¢  V1 = V ¢ ãá«®¢¨¨ (9) ¢ àì¨à®¢ ­¨¥ ®áã-
é¥áâ¢«ï¥âáï ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã U . �®£¤  á®®â­®è¥­¨¥ (9) ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ (4),   ¯¥à¥å®¤ ®ââã¤  ª
¢ à¨ æ¨®­­®¬ã ­¥à ¢¥­áâ¢ã (6) ¤®ª §ë¢ ¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¢ â¥®à¥¬¥ 4.

�â ª, ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ à áè¨à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ¯® ¢ë¯ãª«®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã ¯®§¢®«ï¥â ãáâ ­®-
¢¨âì ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¢áî¤ã, £¤¥ ¤¥©áâ¢ã¥â â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à¥è¥­¨ï
¨§ãç ¥¬®© ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­®© § ¤ ç¨, çâ® ­¥¢®§¬®¦­® ®áãé¥áâ¢¨âì ­  ®á­®¢¥ ¨§¢¥áâ­ëå ¬¥â®¤®¢
®¯â¨¬¨§ æ¨¨ [1]{[16]. �à¨ íâ®¬ ¯®«ãç ¥¬ë© à¥§ã«ìâ â ¤«ï ª®­ªà¥â­®© § ¤ ç¨ ï¢«ï¥âáï ¯àï-
¬ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ®¡é¥© â¥®à¥¬ë, ¯®íâ®¬ã ¢®§¬®¦­® ¯®«ãç¥­¨¥  ­ «®£¨ç­ëå
à¥§ã«ìâ â®¢ ¤«ï ¤àã£¨å íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© á
ã¯à ¢«¥­¨¥¬ ¢ £« ¢­®© ç áâ¨ ®¯¥à â®à . �®¯ãâ­® ®â¬¥â¨¬, çâ® «¥¬¬  4 ¯®§¢®«ï¥â ¯à®ïá­¨âì
¨áâ¨­­ë¥ á¢®©áâ¢  § ¢¨á¨¬®áâ¨ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (1) ®â ª®íää¨æ¨¥­â  v. �â  § ¢¨á¨¬®áâì
®ª §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© ¢ ãª § ­­®¬ á¬ëá«¥ ¢á¥£¤ . �à®áâ® á à®áâ®¬ ¯®ª § â¥«ï ­¥-
«¨­¥©­®áâ¨ ¯à¨ ¡®«ìè®© à §¬¥à­®áâ¨ ®¡« áâ¨ 
 ¯à®áâà ­áâ¢ , ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ à áè¨-
à¥­­®© ¯à®¨§¢®¤­®©, ¢á¥ á¨«ì­¥¥ ®â«¨ç îâáï ®â ¯à®áâà ­áâ¢, ¢ ª®â®àëå ¤¥©áâ¢ã¥â ¨áå®¤­ë©
®¯¥à â®à. �¥¬ á ¬ë¬ ¯à¨ ¯« ¢­®¬ ¨§¬¥­¥­¨¨ ¯ à ¬¥âà  ãà ¢­¥­¨ï á¢®©áâ¢  ¥£® à¥è¥­¨ï (¢
á¬ëá«¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â v) â ª¦¥ ¬¥­ïîâáï ¯« ¢­®, çâ® ­¥¢®§¬®¦­® ®¡­ àã¦¨âì á ¯®¬®éìî
¡®«¥¥ £àã¡®£®  ¯¯ à â  ª« áá¨ç¥áª¨å ®¯¥à â®à­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå.
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