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Ю.К.САБИТОВА

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ТЕЛЕГРАФНОГО УРАВНЕНИЯ
В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ

Аннотация. В прямоугольной области изучена первая граничная задача для телеграфного
уравнения. Установлен критерий единственности. Решение задачи построено в виде суммы
ортогонального ряда. При обосновании сходимости ряда возникает проблема малых знаме-
нателей. В связи с этим установлены оценки об отделенности от нуля знаменателей с со-
ответствующей асимптотикой, которые и позволили обосновать существование регулярного
решения и доказать его устойчивость в зависимости от граничных функций.

Ключевые слова: телеграфное уравнение, задача Дирихле, спектральный метод, критерий
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Введение

Пусть D = {(x, y) | 0 < x < l, 0 < y < T}, где l, T — заданные положительные постоян-
ные, есть прямоугольная область плоскости переменных x, y. В этой области рассмотрим
телеграфное уравнение

Lu ≡ uxx − uyy − b2u = 0, (1)
где b = const > 0. Для уравнения (1) в области D поставим первую граничную задачу.
Задача Дирихле. Найти в области D функцию u(x, y), удовлетворяющую условиям

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D); (2)
Lu ≡ 0, (x, y) ∈ D; (3)

u(0, y) = u(l, y) = 0, 0 ≤ y ≤ T ; (4)
u(x, 0) = ϕ(x), u(x, T ) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (5)

где ϕ(x), ψ(x) — заданные достаточно гладкие функции, ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0.
Как известно, задача Дирихле для уравнений гиперболического типа является некоррект-

но поставленной. Первыми работами по исследованию задачи Дирихле для уравнения стру-
ны являются работы Ж.Адамара [1], А. Губера [2], Д.Манжерона [3]. Впоследствии данная
задача привлекла внимание многих ученых [4]–[15]. Анализ результатов работ, посвящен-
ных данной тематике, можно найти в работах В.И.Арнольда [12], [13], Ю.М.Березанского
[16], В.Г.Мазьи, Т.О.Шапошниковой [17].
Приведем здесь только те работы, в которых задача Дирихле исследовалась в прямо-

угольной области. П.Буржен и Р.Даффин [4], [5] исследовали задачу Дирихле для урав-
нения uyy − uxx = 0 в прямоугольнике 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b. Они доказали с помощью
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преобразований Лапласа, что в случае иррациональности отношения b/a справедлива тео-
рема единственности в классе непрерывно дифференцируемых функций.
К.Б.Сабитовым [15] доказано, что иррациональность отношения сторон T/l прямоуголь-

ной области D является необходимым и достаточным условием единственности решения
задачи Дирихле для уравнения струны. В случаях, когда число T/l является алгебраиче-
ским или иррациональным числом с ограниченными элементами, решение задачи Дирихле
построено им в виде суммы ряда и приведено обоснование сходимости в классе регулярных
решений. Если число T/l является иррациональным числом с неограниченными элемента-
ми, то решение задачи в виде суммы ряда не существует.
В работе Б.В.Капитонова [14] показано, как на основе задачи Дирихле для уравнения (1)

исследуются двумерные модельные задачи для уравнений малых колебаний вращающейся
жидкости. В.И.Арнольд ([18], с. 131–136) указал на связь изучения вопросов неустойчивых
колебаний (резонансов колебаний в жидкости внутри тонкостенных баков ракет с собствен-
ными колебаниями) с задачей Дирихле для гиперболических уравнений.
В данной работе, используя идеи работ [15], [19], установим критерий единственности,

докажем теорему существования и устойчивости решения задачи (2)–(5) для уравнения
(1).

1. Единственность решения задачи Дирихле

В уравнении (1), разделяя переменные u(x, y) = X(x)Y (y), относительно X(x) получим

X ′′(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < l, (6)

X(0) = X(l) = 0, (7)
где µ — постоянная разделения. Решение спектральной задачи (6), (7) имеет вид

Xn(x) =

√
2
l

sinµnx, µn =
πn

l
, n = 1, 2, . . . . (8)

Система {Xn(x)}n≥1 ортонормирована, полна и образует базис в пространстве L2[0, l].
Пусть u(x, y) – решение этой задачи. Рассмотрим, следуя [20], [15], функции

un(y) =
∫ l

0
u(x, y)Xn(x)dx, 0 ≤ y ≤ T, n = 1, 2, . . . . (9)

В дальнейшем предположим, что частная производная ux(x, y) удовлетворяет условиям

lim
x→0+

ux(x, y)Xn(x) = lim
x→l−

ux(x, y)Xn(x) = 0, 0 ≤ y ≤ T. (10)

На основании (9) введем функции

uε,n(y) =
∫ l−ε

ε
u(x, y)Xn(x)dx, n = 1, 2, . . . , (11)

где ε > 0 — достаточно малое число. Дифференцируя (11) два раза по y ∈ (0, T ) с учетом
уравнения (1), получим

u′′
ε,n(y) =

∫ l−ε

ε
uyy(x, y)Xn(x)dx =

∫ l−ε

ε
uxx(x, y)Xn(x)dx − b2

∫ l−ε

ε
u(x, y)Xn(x)dx.

Проинтегрируем по частям два раза в первом интеграле правой части последнего выра-
жения, затем, переходя к пределу при ε→ 0 с учетом условий (4), (7) и (10), получим
дифференциальное уравнение

u′′
n(y) + λ2

nun(y) = 0, λ2
n = µ2

n + b2. (12)
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Общее решение уравнения (12) определяется по формуле

un(y) = an cos λny + bn sinλny, (13)

где an и bn — произвольные постоянные.
Для нахождения неизвестных постоянных an и bn воспользуемся граничными условиями

(5) и формулой (9):

un(0) =
∫ l

0
u(x, 0)Xn(x)dx =

∫ l

0
ϕ(x)Xn(x)dx = ϕn, (14)

un(T ) =
∫ l

0
u(x, T )Xn(x)dx =

∫ l

0
ψ(x)Xn(x)dx = ψn. (15)

Удовлетворив функции (13) граничным условиям (14) и (15), при условии, что при всех
n ∈ N

δ(n) = sinλnT �= 0, (16)
найдем коэффициенты

an = ϕn, bn =
ψn − ϕn cos λnT

sin λnT
. (17)

Подставляя (17) в формулу (13), найдем окончательный вид функций

un(y) = ϕn cos λny +
ψn − ϕn cos λnT

sin λnT
sin λny. (18)

Tеорема 1 (критерий единственности решения). Если существует решение задачи (2)–(5),
удовлетворяющее условиям (10), то для его единственности необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись условия (16) при всех n ∈ N.

Доказательство. Необходимость. Пусть существует единственное решение задачи (2)–(5).
Покажем, что выполняются условия (16) при всех n∈N. Предположим, что δ(p)= sin(λpT )=0
при некотором p. Тогда однородная задача (2)–(5), где ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0, имеет ненулевое
решение

up(x, y) = sin µpx sin λpy. (19)
Достаточность. Пусть ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0 на [0, l] и выполнены условия (16) при всех n ∈ N.
Тогда ϕn ≡ 0, ψn ≡ 0 при всех n ∈ N. Следовательно, согласно формуле (18) un(y) ≡ 0 при
y ∈ [0, T ] и в силу (9) ∫ l

0
u(x, y)Xn(x)dx = 0, n = 1, 2, . . . . (20)

Отсюда в силу полноты системы синусов
{√

2
l sin µnx

}
n≥1

в пространстве L2[0, l] следует,

что функция u(x, y) = 0 почти всюду на [0, l] при любом y ∈ [0, T ]. Поскольку в силу (2)
функция u(x, y) непрерывна в D, то u(x, y) ≡ 0 в D. Следовательно, задача (2)–(5) имеет
единственное решение. �

Отметим, что условия (10) определяют поведение производной ux вблизи боковых сторон
прямоугольника D, т. е. производная ux при x → 0 + 0 и x → l − 0 может обращаться в
бесконечность, но чтобы выполнялись условия (10).
Возникают следующие вопросы: 1) при каких T , l, b и n ∈ N δ(n) = 0; 2) если имеются

нули выражения δ(n), то сколько их и как они расположены; 3) если нулей счетное множе-
ство, то существуют ли положительные числа T , l, b и постоянные C0, n0 (n0 ∈ N) такие,
что при всех n > n0 выражение δ(n) отделено от нуля с соответствующей асимптотикой.
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Чтобы ответить на эти вопросы, представим δ(n) в виде

δ(n) = sin πnT̃ λ̃n, (21)

где T̃ = T/l, λ̃n =
√

1 + (b l/πn)2. В силу представления (21) выражение δ(n) = 0 относи-
тельно T̃ только в том случае, когда

T̃ =
k

nλ̃n

, k, n ∈ N. (22)

Обозначим через M={mkn=k/(nλ̃n) | k, n ∈ N} множество нулей уравнения δ(n) = 0
относительно T̃ , т. е. если T̃ = mkn при некоторых k и n, то δ(n) = 0. Поскольку T̃ —
любое положительное число, то оно, не будучи элементом множества M , может принимать
значения, сколь угодно близкие к нулям δ(n). Поэтому при больших n выражение δ(n) при
таких T̃ может стать достаточно малым, т. е. возникнет проблема “малых знаменателей” [13],
[15]. Чтобы такой ситуации не было, докажем существование чисел T̃ > 0 и положительных
постоянных C0 и n0 таких, что выражение δ(n) будет отделено от нуля с соответствующей
асимптотикой.

Лемма 1. Если выполнено одно из следующих условий: 1) T̃ является произвольным на-
туральным числом; 2) T̃ = p/q является произвольным рациональным числом, где p, q ∈ N,
(p, q) = 1, p/q /∈ N, то существуют положительные постоянные C0 и n0 (n0 ∈ N) такие,
что при всех n > n0 справедлива оценка

|δ(n)| ≥ C0

n
> 0. (23)

Доказательство. Выражение λ̃n, которое зависит от b l, при условии
b l

π
< 1 или n >

b l

π
= n1 (24)

можно представить в виде

λ̃n =
(

1 +
(

b l

πn

)2)1/2

= 1 + θn, (25)

при этом для θn справедлива оценка

3
8

(
b l

πn

)2

< θn <
1
2

(
b l

πn

)2

. (26)

Тогда соотношение (21) с учетом (25) принимает вид

δ(n) = sin
(
πn T̃ + T̃ θ̃n

)
, θ̃n = πnθn. (27)

1) Пусть T̃ = p, p ∈ N, тогда выражение (27) примет вид

|δ(n)| =
∣∣ sin (

πn p + pθ̃n

)∣∣ =
∣∣ sin (

pθ̃n

)∣∣. (28)

Поскольку последовательность θ̃n в силу оценок (26) является бесконечно малой при
n → ∞, то существует число n2 ∈ N такое, что при всех n > n2

0 < pθ̃n <
π

2
.

Тогда в силу известного неравенства

| sin x| ≥ 2
π
|x|, 0 ≤ |x| ≤ π

2
, (29)
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на основании (26), (28) при n ≥ max{n1, n2} получим

|δ(n)| >
2
π

pθ̃n ≥ 2p
π

3
8

(b l)2

πn
=

1
n
· 3b2p

4π2
≥ C̃1

n
> 0. (30)

2) Пусть T̃ = p/q, (p, q) = 1. Разделив np на q с остатком np = sq + r, s, r ∈ N0 = N∪{0},
0 ≤ r < q, представлению (27) придадим вид

δ(n) = (−1)s sin
(

πr

q
+ T̃ θ̃n

)
. (31)

Если r = 0, то данный случай рассмотрен выше. Пусть r > 0. Тогда ясно, что 1 ≤ r ≤ q− 1,
q ≥ 2. Поскольку выражение δ(n) = sin

(
πr
q + T̃ θ̃n

)
имеет конечный предел при n → ∞, то

существует натуральное число n3 такое, что при всех n > n3 из представления (31) будем
иметь

|δ(n)| ≥ 1
2

∣∣∣∣sin πr

q

∣∣∣∣ ≥ 1
2

∣∣∣∣sin π

q

∣∣∣∣ ≥ C̃2 ≥ C̃2

n
> 0. (32)

Тогда из неравенств (30) и (32) следует справедливость оценки (23) при всех n > n0 =
max{n1, n2, n3}. �

Пусть число T̃ является квадратическим иррациональным числом. В этом случае соот-
ношение (27) представим в виде

δ(n) = (−1)k sin
[
πn

(
T̃ − k/n

)
+ T̃ θ̃n

]
, (33)

где k — произвольное натуральное число.
Отметим, что для всякого n ∈ N существует k ∈ N [21] такое, что∣∣∣∣T̃ − k

n

∣∣∣∣ <
1
2n

. (34)

Число k возьмем таким, чтобы в силу неравенства (34) выполнялось неравенство∣∣∣πn
(
T̃ − k/n

)∣∣∣ < π/2. (35)

Если T̃ является алгебраическим числом степени два, т. е. является квадратическим ирра-
циональным числом, то в силу теоремы Лиувилля ([22], с. 60) существует положительное
число δ, зависящее от T̃ и такое, что при любых целых n и k, n > 0, выполняется неравен-
ство ∣∣∣T̃ − k/n

∣∣∣ ≥ δ/n2. (36)

В силу оценок (26) имеем

0 < T̃ θ̃n <
T̃

2
(b l)2

πn
=

C̃3

n
, (37)

где постоянная

C̃3 =
T̃ (b l)2

2π
<

π

2
. (38)

Тогда из (35) и (37) возможны два случая:

1) π/2 ≤ πk
(
T̃ − k/n

)
+ T̃ θ̃n < π/2 + C̃3 < π,

2) − π/2 ≤ πk
(
T̃ − k/n

)
+ T̃ θ̃n < π/2.
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В случае 1) ∣∣∣∣sin [
πn

(
T̃ − k

n

)
+ T̃ θ̃n

]∣∣∣∣ ≥ sin
(π

2
+ C̃3

)
= cos C̃3 ≥ C4

n
. (39)

В случае 2) с учетом неравенств (29) и (36) имеем∣∣∣∣sin [
πn

(
T̃ − k

n

)
+ T̃ θ̃n

]∣∣∣∣ >
2
π

∣∣∣∣πn

(
T̃ − k

n

)
+ T̃ θ̃n

∣∣∣∣ ≥
≥ 2n

∣∣∣∣T̃ − k

n

∣∣∣∣ − (
T̃ θ̃n

) 2
π
≥ 2δ

n
− 2C̃3

nπ
=

2
n

(
δ − C̃3

π

)
. (40)

Теперь потребуем, чтобы постоянные T̃ , l, b и δ удовлетворяли неравенству

δ − T̃

2

(
bl

π

)2

> 0, (41)

которое, например, при малых l или b, или T всегда имеет место.
Уточним число δ из оценки (41). По условию T̃ является алгебраическим числом степени

два. Тогда оно является корнем многочлена второй степени f(x) = a0 +a1x+a2x
2 с целыми

коэффициентами, при этом a2 > 0. Тогда

f(x) = (x − T̃ )f1(x), (42)

где f1(x) = a2(x − T̃1) = a2(x + T̃ + a1/a2) = a2x + a2T̃ + a1, при этом f1(T̃ ) > 0, т. е.
a1 + 2a2T̃ > 0. Поскольку f1(T̃ ) �= 0, то существует окрестность (T̃ − ε, T̃ + ε), ε > 0,
такая, что f1(x) > 0. Пусть n и k — любая пара натуральных чисел; если |T̃ − k/n| < ε, то
f1(k/n) > 0. Тогда из равенства (42) при x = n/k имеем

k

n
− T̃ =

f(k/n)
f1(k/n)

=
n2a0 + a1nk + a2k

2

k2f1(k/n)
. (43)

Числитель дроби (43) есть целое число, отличное от нуля. Следовательно, этот числитель
по абсолютной величине не меньше единицы. Обозначим через M верхнюю грань функции
f1(x) на интервале (T̃ − ε, T̃ + ε). Тогда из равенства (43) получим∣∣∣∣T̃ − k

n

∣∣∣∣ ≥ 1
n2M

. (44)

В случае же |T̃ − k/n| ≥ ε, поскольку n ≥ 1, имеем∣∣∣T̃ − k/n
∣∣∣ ≥ ε/n2. (45)

Тогда из оценок (44) и (45) находим оценку (36) с δ = min {ε, 1/M}. Выразим δ через
коэффициенты многочлена f(x). Выберем ε так, чтобы f1(T̃ − ε) = 2a2T̃ − a2ε + a1 ≥ 0.
Отсюда найдем условие ε ≤ 2T̃ + a1/a2 = (2T̃ a2 + a1)/a2. Положим ε = (2T̃ a2 + a1)/(a2 l̃),
l̃ ≥ 1. Далее найдем

M = f1(T̃ + ε) = 2a2T̃ + a2ε + a1 = 2a2T̃ +
2T̃ a2 + a1

l̃
+ a1 =

l̃ + 1

l̃
(2a2T̃ + a1)

и δ из условия ε = 1/M . Отсюда получим уравнение относительно l̃

a2l̃
2 − (2T̃ a2 + a1)2 l̃ − (2T̃ a2 + a1)2 = 0,
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решение которого имеет вид

l̃ =
(2T̃ a2 + a1)2 + (2T̃ a2 + a1)

√
(2T̃ a2 + a1)2 + 4a2

2a2
. (46)

Тогда число δ находится по формуле

δ =
2

2T̃ a2 + a1 +
√

(2T̃ a2 + a1)2 + 4a2

(47)

при условии, когда правая часть равенства (46) не меньше единицы. Это условие выполнено,
если

2T̃ a2 + a1 ≥
√

a2/2. (48)

Пусть, например, a2 = 1, a1 = 0, т. е. T̃ является решением уравнения x2 − d = 0, d ∈ N,√
d �∈ N, T̃ =

√
d, тогда l̃ > 2 и

δ =
1

T̃ +
√

T̃ 2 + 1
=

1√
d +

√
d + 1

.

Таким образом, на основании (39) и (40) приходим к следующему утверждению.

Лемма 2. Пусть T̃ — иррациональное алгебраическое число степени два, b l < π и вы-
полнены условия (38) и (41), где δ определяется по формуле (47) при условии (48). Тогда
существует положительная постоянная C0, зависящая от T , l, b и такая, что при всех
n ∈ N имеет место оценка

|δ(n)| > C0/n. (49)

2. Существование решения задачи Дирихле

Если выполнены оценки (23) или (49), то на основании частных решений (8) и (18) ре-
шение задачи Дирихле для уравнения (1) можно представить виде в суммы ряда Фурье

u(x, y) =
+∞∑
n=1

un(y)Xn(x). (50)

Далее покажем, что при определенных условиях относительно функций ϕ(x) и ψ(x) сумма
u(x, y) ряда (50) удовлетворяет условиям (2) и (3).

Лемма 3. Если выполнены условия леммы 1, то при всех n > n0 и y ∈ [0, T ] справедливы
оценки

|un(y)| ≤ C1n(|ϕn| + |ψn|), (51)

|u′′
n(y)| ≤ C2n

3(|ϕn| + |ψn|), (52)

Ci — здесь и далее положительные постоянные.

Справедливость оценок (51) и (52) непосредственно вытекает из формулы (18) на осно-
вании оценки (23).
С помощью (49) устанавливается

Лемма 4. Если выполнены условия леммы 2, то справедливы оценки (51) и (52), n ∈ N.
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Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда ряд (50) и ряды из производных второго по-
рядка в замкнутой области D на основании оценок (51) и (52) мажорируются числовым
рядом

C3

+∞∑
n=n0+1

n3(|ϕn| + |ψn|). (53)

Лемма 5. Пусть ϕ(x), ψ(x) ∈ C4[0, l], ϕ(i)(0) = ϕ(i)(l) = 0, ψ(i)(0) = ψ(i)(l) = 0, i = 0, 2.
Тогда справедливы следующие представления:

ϕn = ϕ(4)
n /µ4

n, ψn = ψ(4)
n /µ4

n, (54)

где

ϕ(4)
n =

√
2
l

∫ l

0
ϕ(4)(x) sin µnx dx, ψ(4)

n =

√
2
l

∫ l

0
ψ(4)(x) sin µnx dx,

+∞∑
n=1

|ϕ(4)
n |2 ≤ ‖ϕ(4)(x)‖2

L2[0,l],
+∞∑
n=1

|ψ(4)
n |2 ≤ ‖ψ(4)(x)‖2

L2[0,l]. (55)

Доказательство. Проинтегрируем по частям четыре раза в интегралах формул (14) и (15).
Затем, учитывая условия леммы, получим равенства (54). По условию леммы функции
ϕ(4)(x) и ψ(4)(x) непрерывны на [0, l], тогда из теории рядов Фурье известно, что ряды
∞∑

n=1
|ϕ(4)

n |
2
,

∞∑
n=1

|ψ(4)
n |

2
сходятся и для них справедливы неравенства Бесселя (55). �

При выполнении условий леммы 5 ряд (53) оценивается числовым рядом

C4

+∞∑
n=n0+1

1
n

(
|ϕ(4)

n | + |ψ(4)
n |

)
. (56)

На основании сходимости ряда (56) в силу признака Вейерштрасса сходятся абсолютно и
равномерно ряд (50), а также ряды из производных второго порядка в D.
Пусть для чисел T̃ из леммы 1 при некоторых n = p = n1, n2, . . . , nm, где 1 ≤ n1 <

n2 < · · · < nm ≤ n0, ni, i = 1,m, m — заданные натуральные числа, δ(p) = 0, тогда для
разрешимости задачи Дирихле для уравнения (1) необходимо и достаточно, чтобы

ϕp cos λpT = ψp, p = n1, n2, . . . , nm. (57)

В этом случае решение задачи Дирихле для уравнения (1) определяется в виде суммы ряда

u(x, y) =
( n1−1∑

n=1

+ · · · +
nm−1∑

n=nm−1+1

+
+∞∑

n=nm+1

)
un(y)Xn(x) +

∑
p

Apup(x, y), (58)

где в последней сумме p принимает значения n1, n2 . . . , nm, Ap — произвольные постоянные,
функции up(x, y) определяются по формуле

up(x, y) = (ϕp cos λpy + bp sin λpy) sin µpx,

где bp — произвольная постоянная. Если в конечных суммах в правой части (58) верхний
предел меньше нижнего, то их следует считать нулями. Таким образом, доказана

Tеорема 2. Пусть T̃ удовлетворяет условиям леммы 1 и функции ϕ(x), ψ(x) удовлетво-
ряют условиям леммы 5. Тогда если δ(n) �= 0 при n = 1, n0, то существует единственное
решение задачи Дирихле для уравнения (1) и это решение определяется рядом (50); если
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δ(n) = 0 при некоторых n = n1, n2, . . . , nm ≤ n0, то задача Дирихле для уравнения (1) раз-
решима только тогда, когда выполнены условия ортогональности (57), и решение в этом
случае определяется в виде суммы ряда (58).

Аналогично доказательству теоремы 2 на основании леммы 4 устанавливается

Tеорема 3. Пусть число T̃ удовлетворяет условиям леммы 2 и функции ϕ(x), ψ(x) удо-
влетворяют условиям леммы 5. Тогда существует единственное решение задачи Дирихле
для уравнения (1) и это решение определяется рядом (50).

Замечание. Отметим, что наличие коэффициента b в уравнении (1) играет важную роль,
так как (в отличие от уравнения струны [15]) позволяет доказать теорему единственности
и существования решения задачи Дирихле для следующих классов чисел T̃ = T/l: нату-
ральных, рациональных и иррациональных алгебраических чисел степени два.

3. Устойчивость решения задачи Дирихле

Рассмотрим следующие нормы:

‖u(x, y)‖L2[0,l] = ‖u(x, y)‖L2 =
(∫ l

0
|u(x, y)|2dx

)1/2

, 0 ≤ y ≤ T,

‖u(x, y)‖C(D) = max
D

|u(x, y)|.

Tеорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2 или 3 и δ(n) �= 0 при n = 1, n0. Тогда
для решения задачи (2)–(5) справедливы оценки

‖u(x, y)‖L2 ≤ C5(‖ϕ′(x)‖L2 + ‖ψ′(x)‖L2), (59)

‖u(x, y)‖C(D) ≤ C6(‖ϕ′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′′(x)‖C[0,l]), (60)

где постоянные C5 и C6 не зависят от граничных функций ϕ(x) и ψ(x).

Доказательство. Поскольку система (10) ортонормирована в L2[0, l], то из формулы (50)
и леммы 3 имеем

‖u(x, y)‖2
L2

=
∞∑

n=1

u2
n(y) ≤ C2

1

∞∑
n=1

n2(|ϕn| + |ψn|)2 ≤ 2C2
1

∞∑
n=1

(n2ϕ2
n + n2ψ2

n). (61)

В силу условий леммы 5 коэффициенты ϕn и ψn можно представить в виде

ϕn = ϕ(1)
n /µn, ψn = ψ(1)

n /µn,

где

ϕ(1)
n =

√
2
l

∫ l

0
ϕ′(x) cos µnx dx, ψ(1)

n =

√
2
l

∫ l

0
ψ′(x) cos µnx dx.

Тогда из неравенства (61) получим

‖u(x, y)‖2
L2

≤ 2l2C2
1

π2

∞∑
n=1

(|ϕ(1)
n |2 + |ψ(1)

n |)2 ≤ C2
5

(
‖ϕ′(x)‖2

L2
+ ‖ψ′(x)‖2

L2

)
.

Отсюда вытекает справедливость оценки (59). �
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Пусть (x, y) — произвольная точка из D. В этом случае снова используя формулу (50) и
оценку (51), будем иметь

|u(x, y)| ≤
√

2
l

∞∑
n=1

|un(y)| ≤ C1

√
2
l

∞∑
n=1

n(|ϕn| + |ψn|). (62)

На основании условий леммы 5

ϕn = −ϕ(2)
n /µ2

n, ψn = −ψ(2)
n /µ2

n; (63)
здесь

ϕ(2)
n =

∫ l

0
ϕ′′(x)Xn(x)dx, ψ(2)

n =
∫ l

0
ψ′′(x)Xn(x)dx.

Тогда из (62) с учетом представлений (63) получим

|u(x, y)| ≤ C1

(
l

π

)3/2 ∞∑
n=1

1
n

(
|ϕ(2)

n | + |ψ(2)
n |

)
. (64)

Из оценки (64) на основании неравенства Коши–Буняковского и равенства
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6

будем иметь

|u(x, y)| ≤ C1

(
l

π

)3/2 π√
6

[( ∞∑
n=1

|ϕ(2)
n |2

)1/2

+
( ∞∑

n=1

|ψ(2)
n |2

)1/2]
=

=
C1l

3/2

√
6π

(
‖ϕ′′(x)‖L2 + ‖ψ′′(x)‖L2

)
≤ C6

(
‖ϕ′′(x)‖C[0,l] + ‖ψ′′(x)‖C[0,l]

)
, (65)

так как
‖ϕ′′(x)‖L2 ≤

√
l max
0≤x≤l

|ϕ′′(x)| ≤
√

l‖ϕ′′(x)‖C[0,l], ‖ψ′′(x)‖L2 ≤
√

l‖ψ′′(x)‖C[0,l].

Тем самым из (65) следует оценка (60).
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The Dirichlet problem for telegraph equation in a rectangular domain

Abstract. We investigate the Dirichlet problem for telegraph equation in rectangular domain. We
establish a criterion of uniqueness. The solution to the problem is constructed in the form of the
sum of orthogonal series. In substantiation of convergence of the series there appears the problem
of small denominators. In connection with this we establish the estimates of separation from zero
of denominators with the corresponding asymptotics which allow to substantiate the existence of
a regular solution and prove its stability depending on boundary functions.
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