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�ãáâì � ¥áâì ¯à®áâ ï § ¬ª­ãâ ï á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï ­  ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨, à §¡¨¢ -
îé ï ¥¥ ­  ®¡« áâ¨ D+ ¨ D� 3 1. �®£¤  ¤«ï «î¡®© § ¤ ­­®© ­  � ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨ f(t)
®¯à¥¤¥«¥­ ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨

Kf (z) =
1
2�i

Z
�

f(t)dt
t� z

: (1)

�­ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â £®«®¬®àä­ãî ¢ C n � äã­ªæ¨î. �à ¤¨æ¨®­­ë© ¨­â¥à¥á ¢ë§ë¢ ¥â ¢®¯à®á ®
£à ­¨ç­ëå §­ ç¥­¨ïå íâ®© äã­ªæ¨¨. � §­ ç¨â¥«ì­®© áâ¥¯¥­¨ íâ® ®¡ãá«®¢«¥­® ¯à¨«®¦¥­¨ï¬¨
¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ªà ¥¢ëå § ¤ ç ¨ á¨­£ã«ïà­ëå ¨­â¥£à «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© [1],
[2]. � ¯à®áâ¥©è¥¬ á«ãç ¥ íâ® ¢®¯à®á ® ¢®§¬®¦­®áâ¨ ­¥¯à¥àë¢­®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï äã­ªæ¨¨ Kf (z)
­  ªà¨¢ãî � á«¥¢  (¨§ ®¡« áâ¨ D+) ¨ á¯à ¢  (¨§ D�).

�®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¨­â¥£à « (1) ¯® ªãá®ç­®-£« ¤ª®© ªà¨¢®© � ­¥¯à¥àë¢¥­ ¢ § ¬ëª ­¨ïå
D+ ¨ D�, ¥á«¨ ¥£® ¯«®â­®áâì f(t) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à 

sup
�
jf(t0)� f(t00)j
jt0 � t00j

� : t0; t00 2 �; t0 6= t00
�
� h�(f;�) <1 (2)

á «î¡ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬ � 2 (0; 1]. � ª ®â¬¥ç ¥âáï ¢ [2], íâ®â ä ªâ ¡ë« ¨§¢¥áâ¥­ ¥é¥ � à­ ªã,
�®à¥à  ¨ �®å®æª®¬ã.

�¨¦¥ ç¥à¥§ H�(�) ®¡®§­ ç¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® ��¥«ì¤¥à , â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¤ ­­ëå ­  �
äã­ªæ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (2). �à¨ � = 1 | íâ® ª« áá �¨¯è¨æ .

�¤­¨¬ ¨§ ¯¥à¢ëå ¢®¯à®á ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ¯® ­¥£« ¤ª®© ªà¨¢®© ¨áá«¥-
¤®¢ « �.�.� ¢ë¤®¢. � ç áâ­®áâ¨, ®­ ãáâ ­®¢¨« á«¥¤ãîé¨© ä ªâ.

�¥®à¥¬  �.�.� ¢ë¤®¢  [3]. �­â¥£à « â¨¯  �®è¨ (1) ¯® § ¬ª­ãâ®© á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨-

¢®© � ­¥¯à¥àë¢¥­ ¢ § ¬ëª ­¨ïå ®¡« áâ¥© D+ ¨ D�, ­  ª®â®àë¥ íâ  ªà¨¢ ï à §¡¨¢ ¥â ª®¬-

¯«¥ªá­ãî ¯«®áª®áâì, ¥á«¨ ¥£® ¯«®â­®áâì f ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã �¨¯è¨æ  H1(�).

� ¤ ­­®© áâ âì¥ â¥®à¥¬  �.�.� ¢ë¤®¢  ®¡®¡é ¥âáï ­  ­¥á¯àï¬«ï¥¬ë¥ ªà¨¢ë¥. �à¥¦¤¥ ¢á¥-
£® ãâ®ç­¨¬, ¢ ª ª®¬ á¬ëá«¥ ¯®­¨¬ ¥âáï ¨­â¥£à « (1), ¥á«¨ ªà¨¢ ï � ­¥á¯àï¬«ï¥¬ . �à¨¢¥¤¥¬
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥.

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ®¡å®¤  ªà¨¢®© � (¢áî¤ã ­¨¦¥ íâ® ­ ¯à ¢«¥­¨¥
¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨) ¨ ¢ë¡¥à¥¬ â®çªã t� 2 �, ª®â®à ï ¡ã¤¥â á«ã¦¨âì ­ ç «®¬ ¨ ª®­æ®¬
íâ®£® ®¡å®¤ . �¥¬ á ¬ë¬ § ¤ ¥¬ ­  � n t� ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ®â­®è¥­¨ï ¯®àï¤ª  z1 � z2, ¥á«¨ z1
¯à¥¤è¥áâ¢ã¥â z2 ¯à¨ â ª®¬ ®¡å®¤¥, ¨ z1 � z2, ¥á«¨ z1 � z2 ¨«¨ z1 = z2. �­®¦¥áâ¢® � n t� ¬®¦­®
¯®¯®«­¨âì ­ ¨¡®«ìè¨¬ ¨ ­ ¨¬¥­ìè¨¬ í«¥¬¥­â ¬¨ tmin ¨ tmax; ®¡  íâ¨ í«¥¬¥­â  ¬®£ãâ ¡ëâì ¢
¯®­ïâ­®¬ á¬ëá«¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥­ë á â®çª®© t�.

�®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª fzjg
j=n
j=0 ­ §®¢¥¬ à §¡¨¥­¨¥¬ �, ¥á«¨ tmin = z0 � z1 � z2 � � � � �

zn = tmax, ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã, çâ® íâ¨ â®çª¨ à §¡¨¢ îâ � ­  ¤ã£¨ 
j â ª, çâ® ­ ç «®¬ 
j ï¢«ï¥âáï

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©,
£à ­â ò 01-01-00088.
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â®çª  zj�1,   ª®­æ®¬ | â®çª  zj , j = 1; 2; : : : ; n. �á«¨ ªà®¬¥ íâ®£® § ¤ ­ë â®çª¨ fwjg
j=n
j=1 â ª¨¥,

çâ® zj�1 � wj � zj , j = 1; 2; : : : ; n, â® à §¡¨¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ¯ã­ªâ¨à®¢ ­­ë¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �ãáâì � ¥áâì ¯à®áâ ï § ¬ª­ãâ ï ªà¨¢ ï á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬¨ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬
®¡å®¤  ¨ \­ ç «®¬{ª®­æ®¬" t�, ­  ª®â®à®© § ¤ ­ë äã­ªæ¨¨ f(z) ¨ g(z). � áá¬®âà¨¬ ¢á¥¢®§-
¬®¦­ë¥ ¯ã­ªâ¨à®¢ ­­ë¥ à §¡¨¥­¨ï �, ¨ á ª ¦¤ë¬ ¨§ ­¨å á¢ï¦¥¬ áã¬¬ã �¨¬ ­ {�â¨«ìâì¥á 

S =
nP

j=1

f(wj)(g(zj)� g(zj�1)). �á«¨ ¤«ï «î¡®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ � > 0, çâ® jS � J j < " ¤«ï

«î¡®£® ¯ã­ªâ¨à®¢ ­­®£® à §¡¨¥­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î jzj � zj�1j < �, j = 1; 2; : : : ; n,
â® ç¨á«® J ¥áâì ª®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á : J =

R
�

fdg.

�¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ­¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ íâ®£® ¨­â¥£à « , ­¨ ¥£® §­ ç¥­¨¥ ­¥ § ¢¨áïâ ®â
¢ë¡®à  â®çª¨ t�.

�ãé¥áâ¢ã¥â ¯à®áâ ï á¢ï§ì íâ®£® ¨­â¥£à «  á ®¡ëç­ë¬ ¨­â¥£à «®¬ �â¨«ìâì¥á  ¯® ®âà¥§ªã
¢¥é¥áâ¢¥­­®© ®á¨. �ãáâì z = z(x) | «î¡®¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ áâà®£® ¬®­®â®­­®¥ (¢ á¬ëá«¥ ®â­®è¥-
­¨ï �) ®â®¡à ¦¥­¨¥ ®âà¥§ª  I = [0; 1] ­  ªà¨¢ãî � â ª®¥, çâ® z(0) = tmin ¨ z(1) = tmax. �ç¥¢¨¤­®,R
�

fdg =
1R
0

f(z(x))dg(z(x)), £¤¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ áâ®¨â ®¡ëç­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á  ¯® ®âà¥§ªã I.

�®­¥ç­®, ®â®¡à ¦¥­¨¥ z(x) ­¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­®, ­® ¢¥«¨ç¨­  ¨­â¥£à «  ¨ ¥£® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ­¥ § -
¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à  íâ®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï.

�¥¯¥àì ®¡à â¨¬áï ª ãá«®¢¨ï¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á  ¢ á«ãç e g(z) � z,
g(z(x)) � z(x). H ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥áâ­®¥ ãá«®¢¨¥, ¯à¥¤¯®« £ îé¥¥ ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¢ à¨ æ¨¨ äã­ª-
æ¨¨ g (­ ¯à., [4]), ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­®, ¯®áª®«ìªã ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¢ à¨ æ¨¨ ®â®¡à ¦¥-
­¨ï z(x) à ¢­®á¨«ì­  á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨ ¥£® ®¡à §  �. �¬¥áâ® ­¥£® ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï à¥§ã«ìâ â®¬ [5],
®á­®¢ ­­ë¬ ­  á«¥¤ãîé¥¬ ®¡®¡é¥­¨¨ ¯®­ïâ¨ï ¢ à¨ æ¨¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �ãáâì �(x) ¥áâì § ¤ ­­ ï ¯à¨ x � 0 ­¥¯à¥àë¢­ ï ¢®§à áâ îé ï äã­ª-
æ¨ï â ª ï, çâ® �(0) = 0. �« áá V�(�) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å § ¤ ­­ëå ­  ªà¨¢®© � äã­ªæ¨© f(z),
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î

sup
�

nX
j=1

�(jf(zj)� f(zj�1)j) � v�(f ; �) <1;

§¤¥áì â®ç­ ï ¢¥àå­ïï £à ­ì ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬ � = fzjg
j=n
j=0 . �á«¨ �(x) = xp, p � 1; â®

íâ®â ª« áá ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ Vp(�).

�¡ëç­® íâ¨ ª« ááë à áá¬ âà¨¢ îâ ­  ®âà¥§ª¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ®á¨ I, ¨á¯®«ì§ãï ¯à¨ íâ®¬ ®¡ëç-
­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¢¬¥áâ® � ¨ � ¨ ¯®« £ ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ à §¡¨¥­¨© tmin = 0, tmax = 1. �ç¥¢¨¤­®,
V1(I) ¥áâì ®¡ëç­ë© ª« áá äã­ªæ¨© ®£à ­¨ç¥­­®© ¢ à¨ æ¨¨. �« áá V2(I) ¡ë« ¢¢¥¤¥­ �.�¨­¥à®¬
[6]. � ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ª« ááë Vp(I) ¨ V�(I) ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¨­â¥£à « 
�â¨«ìâì¥á  ¢ [7] ¨ [5] á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�¥®à¥¬  �.�­£  [5]. �­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 
1R
0

fdg áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨ ãá«®¢¨ïå f 2 V�(I),

g 2 V	(I), ¥á«¨ äã­ªæ¨¨ f ¨ g ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å â®ç¥ª à §àë¢  ¨ áå®¤¨âáï àï¤ �­£ :

1X
n=1

'(1=n) (1=n) <1;

£¤¥ ' ¨  | äã­ªæ¨¨, ®¡à â­ë¥ ª � ¨ 	 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�â®¡ë ¯à¨¬¥­ïâì íâã â¥®à¥¬ã ¤«ï ®¡®á­®¢ ­¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ª®­âãà­®£® ¨­â¥£à «  �â¨«ì-
âì¥á 

R
�

fdz, ¯à¨¤ ¤¨¬ ãá«®¢¨î z(x) 2 V�(I) £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ä®à¬ã.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �ã¤¥¬ ®â­®á¨âì ªà¨¢ãî � ª ª« ááã R� ¨ ­ §ë¢ âì ¥¥ �-á¯àï¬«ï¥¬®©, ¥á«¨
¢¥«¨ç¨­ 

��(�) � sup
�

nX
j=1

�(jzj � zj�1j)

ª®­¥ç­ ; â®ç­ ï ¢¥àå­ïï £à ­ì §¤¥áì ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ à §¡¨¥­¨ï¬ � = fzjg
j=n
j=0 . �á«¨ �(x) = xp,

p � 1; â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ® p-á¯àï¬«ï¥¬®áâ¨ ¨ ¯¨á âì Rp ¨ �p ¢¬¥áâ® R� ¨ �� á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�à¨ p > 1 ª« áá Rp á®¤¥à¦¨â ­¥á¯àï¬«ï¥¬ë¥ ªà¨¢ë¥. � ¯à¨¬¥à, ¨§¢¥áâ­ ï ­¥á¯àï¬«ï¥¬ ï
\á­¥¦¨­ª " ä®­ �®å  (­ ¯à., [8]) ï¢«ï¥âáï (log3 4)-á¯àï¬«ï¥¬®©.

�¥¯¥àì ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ®¡®¡é¥­¨¥ â¥®à¥¬ë �.�.� ¢ë¤®¢  ¤«ï ­¥á¯àï¬«ï¥¬ëå ªà¨-
¢ëå.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ ªà¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï �-á¯àï¬«ï¥¬®©, £¤¥ äã­ªæ¨ï �(x) ¢ë¯ãª« ï 1, ¨ f 2
H1(�), â® ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ (1) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ­¥¯à¥àë¢¥­ ¢ § ¬ëª ­¨ïå ®¡« áâ¥© D+ ¨

D� ¯à¨ ãá«®¢¨¨

1X
n=1

'2(1=n) <1; (3)

£¤¥ ' | äã­ªæ¨ï, ®¡à â­ ï ª �.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ­ ç­¥¬ á ®¡®á­®¢ ­¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ª®­âãà­®£® ¨­â¥£à «  (1) ¯à¨ ãá«®-
¢¨ïå â¥®à¥¬ë 1. � ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, �-á¯àï¬«ï¥¬®áâì ªà¨¢®© � à ¢­®á¨«ì­  ¢ª«îç¥­¨î ®â®-
¡à ¦¥­¨ï z = z(x) : I 7! � ¢ ª« áá V�(I). �ãáâì äã­ªæ¨ï f 2 H1(�) ®â«¨ç­a ®â ¯®áâ®ï­­®©, â. ¥.
h1(f ; �) = h 6= 0: �®«®¦¨¬ f0(t) � f(t)=h. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® à §¡¨¥­¨ï fzjg

j=n
j=0 ¨¬¥¥¬

nX
j=1

�(jf0(zj)� f0(zj�1)j) �
nX

j=1

�(jzj � zj�1j) � ��(�);

â. ¥. f0 2 V�(�), f0(z(x)) 2 V�(I), ¨ v�(f0 � z; I) � ��(�). �®£¤  ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �.�­£  ¨­â¥£à «
1R
0

f0(z(x))dz(x) =
R
�

f0dz áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (3). �ç¥¢¨¤­®, â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¨­â¥£à «R
�

fdz. �à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ z 2 C n � äã­ªæ¨ï ef(t) = f(t)=(t� z) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

�¨¯è¨æ  ¢¬¥áâ¥ á f(t). �®íâ®¬ã ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ (1) â ª¦¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (3).
�¥à¥©¤¥¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ íâ®£® ¨­â¥£à «  ­  �. �à®¤®«¦¨¬ äã­ªæ¨î f

á ªà¨¢®© � ­  ¢áî ¯«®áª®áâì C ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®¯¥à â®à  ¯à®¤®«¦¥­¨ï �¨â­¨ E0 [9] ¨ ®¡®§­ ç¨¬
¯®«ãç¥­­ãî äã­ªæ¨î ç¥à¥§ fw(z). � ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ¯à®¤®«¦¥­¨ï �¨â­¨ «¨¯è¨-
æ¥¢®© äã­ªæ¨¨, ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ª®â®àëå ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [9],

 ) áã¦¥­¨¥ fw ­  � á®¢¯ ¤ ¥â á f ;
¡) fw 2 H1(C );
¢) ¢ C n � ¯à®¤®«¦¥­­ ï äã­ªæ¨ï fw ¨¬¥¥â ç áâ­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢;
£) ¯¥à¢ë¥ ç áâ­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ äã­ªæ¨¨ fw ®£à ­¨ç¥­ë.
�®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï äã­ªæ¨¨ fw á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã«  �â®ªá Z

�

fw(z)dz = �

ZZ
D+

@fw

@z
dz dz: (4)

�«ï íâ®£® ä¨ªá¨àã¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ z = z(x) : I 7! �, ® ª®â®à®¬ è«  à¥çì ¢ëè¥. �®«®¦¨¬
xj;n = j=2n, zj;n = z(xj;n), j = 0; 1; : : : ; 2n, n = 1; 2; : : : , ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯«¥ªá­®§­ ç­ãî ªãá®ç­®-
«¨­¥©­ãî äã­ªæ¨î zn(x) à ¢¥­áâ¢ ¬¨ zn(xj;n) = z(xj;n), j = 0; 1; : : : ; 2n; ­  ¨­â¥à¢ « å

�
j

2n
; j+1
2n

�
íâ  äã­ªæ¨ï «¨­¥©­ . �­  ®â®¡à ¦ ¥â I ­  § ¬ª­ãâãî «®¬ ­ãî (æ¥¯ì) �n, ¢®§¬®¦­®, á ¬®-
¯¥à¥á¥ª îéãîáï, ª®â®à ï ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¤¨­ ¨«¨ ­¥áª®«ìª® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¢. �®¢®ªã¯­®áâì

1â. ¥. �(�x + �y) � ��(x) + ��(y) ¯à¨ x; y > 0, �; � � 0, �+ � = 1.
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íâ¨å ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¢ á ¯à¨¯¨á ­­ë¬ ª ¦¤®¬ã ¨§ ­¨å §­ ª®¬ + ¨«¨ � ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®,
á«¥¢  ¨«¨ á¯à ¢  ®â �n íâ®â ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ­ å®¤¨âáï, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì D+

n . � «¥¥, ¯®«®¦¨¬
fw0 (z) � fw(z)=h1(fw; C ). �ç¥¢¨¤­®, ¤«ï íâ®© äã­ªæ¨¨ á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã«  �â®ªá Z

�n

fw0 (z)dz = �

ZZ
D+
n

@fw0
@z

dz dz; (5)

¥á«¨ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ áâ®¨â áã¬¬  ¨­â¥£à «®¢ ¢® ¢ëè¥®¯¨á ­­ë¬ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¬ á á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨¬¨ §­ ª ¬¨. �¥¢ãî ç áâì íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥ ¨­â¥£à «  �â¨«ì-

âì¥á 
1R
0

fw0 (zn(x))dzn(x). � á¨«ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ � ¨¬¥¥¬ V�(zn; I) � V�(z; I) = ��(�) (á¬. [10]; ¤®

íâ®£® ãá«®¢¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ � ¢ ¤ ­­®¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ­¥ ¨á¯®«ì§®¢ «®áì). � ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ë-
è¥, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â ®æ¥­ª  v�(fw0 � zn; I) � ��(�). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ äã­ªæ¨©
fzn(x)g ¨ ffw0 (zn(x))g à ¢­®¬¥à­® áå®¤ïâáï ¨ ¨¬¥îâ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ �-¢ à¨ æ¨¨.
�®íâ®¬ã (á¬. [10]; §¤¥áì â ª¦¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ë¯ãª«®áâì äã­ªæ¨¨ �) ¯à¥¤¥« ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-

áâ¨ ¨­â¥£à «®¢
1R
0

fw0 (zn(x))dzn(x) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢¥­
1R
0

fw0 (z(x))dz(x) =
R
�

fw0 dz. �¥£ª® ã¡¥¤¨âáï,

çâ® ¯à¥¤¥« ¨­â¥£à «  ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (5) â ª¦¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ à ¢¥­
RR
D+

@fw0
@z
dz dz. �âáî¤  á«¥¤ã¥â

á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì à ¢¥­áâ¢  (4).
�§ â®«ìª® çâ® ¯à®¢¥¤¥­­®£® à ááã¦¤¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ä®à¬ã«  �â®ªá  (4) á¯à ¢¥¤«¨¢  ­¥

â®«ìª® ¤«ï ¯à®¤®«¦¥­¨ï �¨â­¨, ­® ¨ ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ fw, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬  ){
£). �®«¥¥ â®£®, íâ  äã­ªæ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­  ­¥ ¢ C ,   ¢ «î¡®© á®¤¥à¦ é¥© D+ ®¡« áâ¨
D0; á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ãá«®¢¨¥ ¡) ¬®¦­® § ¬¥­¨âì ­  fw 2 H1(D0),   ¢ ãá«®¢¨¨ïå ¢) ¨ £) ¬®¦­®
âà¥¡®¢ âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¯¥à¢ëå ç áâ­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå «¨èì ¢ D0 n �.

�à¨¬¥­¨¬ â¥¯¥àì íâã ä®à¬ã«ã ª äã­ªæ¨¨ f(t)=(t�z). �á«¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­ ï â®çª  z «¥¦¨â ¢
D�, â® ¯®¤å®¤ïé¨¬ ¥¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨ï fw(t)=(t� z), t 2 D0, £¤¥ fw | ¯à®¤®«-
¦¥­¨¥ �¨â­¨; ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡« áâ¨ D0 §¤¥áì ¬®¦­® ¢§ïâì «î¡ãî ª®­¥ç­ãî ®¡« áâì, á®¤¥à¦ éãî
D+ ¨ ­¥ á®¤¥à¦ éãî z. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬Z

�

f(t)dt
t� z

= �

ZZ
D+

@fw

@t

dt dt

t� z
; z 2 D�:

�á«¨ z 2 D�, â® ¯à®¤®«¦¥­¨¥ fw(t)=(t�z) á«¥¤ã¥â § ­®¢® ®¯à¥¤¥«¨âì ¢ ¬ «®¬ ªàã£¥ ft : jt�zj <
"g â ª, çâ®¡ë ®­® áâ «® ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬ ¢ D+. �ãâ¨­­ë¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¤ îâ ¢
¨â®£¥ Z

�

f(t)dt
t� z

= 2�ifw(z)�
ZZ
D+

@fw

@t

dt dt

t� z
; z 2 D+:

�¡ê¥¤¨­¨¢ ¤¢¥ ¯®á«¥¤­¨¥ ä®à¬ã«ë, ¯®«ãç ¥¬

Kf (z) = �(z)fw(z)�
1
2�i

ZZ
D+

@fw

@t

dt dt

t� z
; z 2 C n �; (6)

£¤¥ �(z) | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ®¡« áâ¨ D+. �­â¥£à « ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (6) ¯®¤à®¡­®
¨§ãç¥­ (á¬., ­ ¯à., [11]). �á«¨ ¥£® ¯«®â­®áâì ®£à ­¨ç¥­ , â® ®­ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â äã­ªæ¨î, ­¥¯à¥-
àë¢­ãî ¢® ¢á¥© ¯«®áª®áâ¨. �¥¯à¥àë¢­®áâì á« £ ¥¬®£® �(z)fw(z) ¢ § ¬ëª ­¨ïå ®¡« áâ¥© D+ ¨
D� ®ç¥¢¨¤­ . �

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ªà¨¢ ï � ï¢«ï¥âáï p-á¯àï¬«ï¥¬®©, 1 � p < 2, ¨ f 2 H1(�), â® ¨­â¥£à «
â¨¯  �®è¨ (1) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ­¥¯à¥àë¢¥­ ¢ § ¬ëª ­¨ïå ®¡« áâ¥© D+ ¨ D�.

�ã­ªæ¨ï �(x) = xp, p � 1, ¢ë¯ãª« , ¨ ãá«®¢¨¥ (3) ¤«ï ­¥¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ p < 2: � ª¨¬ ®¡à §®¬,
á«¥¤áâ¢¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ â¥®à¥¬ë 1.
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P áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ ¯à®áâ®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á 
1R
0

fdg, ç¥¬ â¥®à¥¬ 

�­£ . �®à®è® ¨§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à., [4]), çâ® íâ®â ¨­â¥£à « áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ äã­ªæ¨ï g ­¥-
¯à¥àë¢­ ,   f 2 V1(I). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨­â¥£à «

R
�

fdz áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ � ¥áâì ¯à®¨§¢®«ì­ ï

¦®à¤ ­®¢  ªà¨¢ ï,   f 2 V1(�). �á«¨ ªà¨¢ ï � ­¥á¯àï¬«ï¥¬ , â® ª« áá �¨¯è¨æ  H1(�) ­¥
ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ª« áá  V1(�). � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢®§­¨ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥:

{ ¥á«¨ f 2 H1(�)\V1(�), â® ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ (1) ¯® ¯à®¨§¢®«ì­®© § ¬ª­ãâ®© ¦®à¤ ­®¢®©
ªà¨¢®© � ­¥¯à¥àë¢¥­ ¢ § ¬ëª ­¨ïå ®¡« áâ¥© D+ ¨ D�.

�¢â®àã ¯®ª  ­¥ ã¤ «®áì ¤®ª § âì íâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¢ ¯®«­®¬ ®¡ê¥¬¥, ­® ®¤¨­ à¥§ã«ìâ â ¢
íâ®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ §¤¥áì ¯à¨¢¥¤¥¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �« áá GC á®áâ®¨â ¨§ ¯à®áâëå § ¬ª­ãâëå ¦®à¤ ­®¢ëå ªà¨¢ëå, ¯à¥¤áâ -
¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ª®­¥ç­®£® ç¨á«  £à ä¨ª®¢ (¢®§¬®¦­®, ¯®¢¥à­ãâëå) ­¥¯à¥àë¢­ëå
¢¥é¥áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨©.

�ãáâì � 2 GC, â. ¥. íâ  ªà¨¢ ï ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï £à ä¨ª®¢ 
j , j = 1; 2; : : : ;m,
m = m(�), ­¥¯à¥àë¢­ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨© y = yj(x), ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¯®¢¥à­ãâ ­  ã£®«
�j , j = 1; 2; : : : ;m. �®£¤  
j = ft = (x+ iy)ei�j : aj < x < bj ; y = yj(x)g, £¤¥ [aj ; bj ] � Ij | ®âà¥§®ª
¢¥é¥áâ¢¥­­®© ®á¨, ¨ áã¦¥­¨¥ ­  
j «î¡®© § ¤ ­­®© ­  � äã­ªæ¨¨ f(t) ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì
ª ª äã­ªæ¨î ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯¥à¥¬¥­­®© x: f j
j(e

i�j (x+ iyj(x))) � fj(x), x 2 Ij .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5. � ¤ ­­ãî ­  ªà¨¢®© � 2 GC äã­ªæ¨î f(t) ¡ã¤¥¬ ®â­®á¨âì ª ª« ááã H1(�),
¥á«¨ ®­  ­¥¯à¥àë¢­  ¨ fj 2 H1(Ij) ¯à¨ j = 1; 2; : : : ;m(�).

�¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® H1(�) � H1(�) \ V1(�), ¯à¨ç¥¬ ­  ­¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© � íâ®
¢ª«îç¥­¨¥ áâà®£®¥.

�¥®à¥¬  2. �á«¨ � 2 GC ¨ f 2 H1(�), â® ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ (1) ­¥¯à¥àë¢¥­ ¢ § ¬ëª -

­¨ïå ®¡« áâ¥© D+ ¨ D�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ª®­âãà­®£® ¨­â¥£à « 
R
�

fdz ¨ ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ¯à¨

ãá«®¢¨ïå íâ®© â¥®à¥¬ë ®ç¥¢¨¤­®. �â®¡ë ¯®«ãç¨âì  ­ «®£ ä®à¬ã«ë (6), à áá¬®âà¨¬ á­ ç « 
®¡« áâì ¢¨¤  D = fz = x+ iy : a < x < b; 0 < y < y(x)g, £¤¥ y(x) | ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ­¥¯à¥àë¢­ ï
äã­ªæ¨ï. �î¡ ï § ¤ ­­ ï ­  ®âà¥§ª¥ J = [a; b] äã­ªæ¨ï f 2 H1(J) ¤®¯ãáª ¥â âà¨¢¨ «ì­®¥
¯à®¤®«¦¥­¨¥ ¢ ¯®«®áã J� = J � R � D ¤® äã­ªæ¨¨ f�(x + iy) = f(x). �ç¥¢¨¤­®, f� 2 W 1

1
, ¨

¤«ï íâ®© äã­ªæ¨¨ á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã«  �â®ªá  ¢ «î¡®© ®¡« áâ¨ D0 � J� á ªãá®ç­®-£« ¤ª®©
£à ­¨æ¥©. �ãáâì fyn(x)g ¥áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå £« ¤ª¨å äã­ªæ¨©, à ¢­®¬¥à­®
áå®¤ïé ïáï ª y(x) ­  ®âà¥§ª¥ J . �®«®¦¨¬ Dn = fz = x+ iy : a < x < b; 0 < y < yn(x)g. �®£¤ Z

@Dn

f�(z)dz = �

ZZ
Dn

@f�

@z
dz dz:

�®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨© ff�(yn(x)g à ¢­®¬¥à­® áå®¤¨âáï ª f�(y(x)), ¨¬¥ï ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¢
á®¢®ªã¯­®áâ¨ ¢ à¨ æ¨¨. � á¨«ã áâ ­¤ àâ­ëå â¥®à¥¬ ® ¯¥à¥å®¤¥ ª ¯à¥¤¥«ã ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­â¥£à « 
�â¨«ìâì¥á  (á¬., ­ ¯à., [4]) ®âáî¤  á«¥¤ã¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ä®à¬ã«ë �â®ªá Z

@D

f�(z)dz = �

ZZ
D

@f�

@z
dz dz:

� ª ¨ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1, ¨§ íâ®© ä®à¬ã«ë ¯®«ãç ¥¬

1
2�i

Z
@D

f�(t)dt
t� z

= �(z)f�(z)�
1
2�i

ZZ
D

@f�

@t

dt dt

t� z
; z 2 C n @D; (7)
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£¤¥ �(z) | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ®¡« áâ¨D,   ¨§ íâ®£® à ¢¥­áâ¢  á«¥¤ã¥â ­¥¯à¥àë¢­®áâì
¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨, áâ®ïé¥£® ¢ ¥£® «¥¢®© ç áâ¨, ¢ § ¬ëª ­¨ïå ®¡« áâ¨ D ¨ ¥¥ ¤®¯®«­¥­¨ï.
�ª« ¤ë¢ ï à ¢¥­áâ¢  ¢¨¤  (7) ¤«ï ®¡« áâ¥©, á¢ï§ ­­ëå á á®áâ ¢«ïîé¨¬¨ ªà¨¢ãî � £à ä¨ª ¬¨

j , ¯®á«¥ ¯à®áâëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¯®«ãç ¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ 1, 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¨ ¨å ãá«®¢¨ïå ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨
(1) ®¡« ¤ ¥â ¨ ­¥ª®â®àë¬¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. � ª, ¨§ ä®à¬ã« (6) ¨ (7) á«¥¤ã¥â, çâ®
à §­®áâì ¥£® £à ­¨ç­ëå §­ ç¥­¨© ­  � à ¢­  f(t), çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì íâ®â ¨­â¥£à «
¯à¨ à¥è¥­¨¨ ªà ¥¢ëå § ¤ ç ¯®¤®¡­® â®¬ã, ª ª íâ® ¤¥« ¥âáï ¢ á«ãç ¥ á¯àï¬«ï¥¬ëå ªà¨¢ëå (á¬.
[1], [2]). � «¥¥, ¨§ ®æ¥­®ª [11] á«¥¤ã¥â, çâ® íâ¨ £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª« ááã H1�"(�)
¤«ï áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®£® " > 0. �â®â ä ªâ â ª¦¥ ¬®¦¥â ®ª § âìáï ¯®«¥§­ë¬ ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨
ªà ¥¢ëå § ¤ ç ¢ ®¡« áâïå á ­¥á¯àï¬«ï¥¬ë¬¨ (¢ â®¬ ç¨á«¥ á äà ªâ «ì­ë¬¨) £à ­¨æ ¬¨.
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