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� [1] ¤®ª §   ¥à §à¥è¨¬®áâì í«¥¬¥â à®© â¥®à¨¨ ¯®«®© «¨¥©®© £àã¯¯ë GL(n;Z) æ¥-
«®ç¨á«¥ëå ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  n � 3. � [2] ¯®«ãç¥ à¥§ã«ìâ â ® ¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ã¨¢¥àá «ì®©
â¥®à¨¨ £àã¯¯ë GL(3;Z). � ª®¥æ, ¢ [3] ¯®ª § ®, çâ® ¤«ï «î¡®£® n � 3 í«¥¬¥â à ï 89-â¥®à¨ï
£àã¯¯ë GL(n;Z) ¥à §à¥è¨¬ . �â¥à¥á® ¯®íâ®¬ã ¯®áâ ¢¨âì ¢®¯à®á ®  å®¦¤¥¨¨ à §à¥è¨¬ëå
â¥®à¨© £àã¯¯ë GL(n;Z). �ë ¡ã¤¥¬ ¨§ãç âì íâ®â ¢®¯à®á ¢ à ¬ª å áå¥¬®- «ìâ¥à â¨¢®© ¨¥à à-
å¨¨ [4]{[6], ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã ¯®«ãç¥¨¥ ¨ä®à¬ æ¨¨ ¢ â¥à¬¨ å ªà¨â¨ç¥áª¨å â¥®à¨© (®¯à¥¤¥«¥¨ï
 ¯®¬¨ îâáï ¨¦¥). �à®¬¥ £àã¯¯ëGL(n;Z) ¨áá«¥¤ã¥¬ ªà¨â¨ç¥áª¨¥ â¥®à¨¨ ¨ à®¤áâ¢¥®© íâ®©
£àã¯¯¥  «£¥¡àë | ¯®«®£® «¨¥©®£® ¬®®¨¤  ML(n;Z). �â® ®¡êïáï¥âáï ¥ â®«ìª® á ¬®áâ®ï-
â¥«ìë¬ ¨â¥à¥á®¬ ª ¥¬ã, ® ¨ â¥¬, çâ®  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ML(n;Z) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï
¢®§¬®¦ë¬ à á¯à®áâà ¨âì  GL(n;Z). �  ï à ¡®â  ¯®á¢ïé¥   å®¦¤¥¨î ¥ª®â®àëå ªà¨-
â¨ç¥áª¨å â¥®à¨© £àã¯¯ë GL(3;Z) ¨ ¬®®¨¤  ML(3;Z).

� ¯®¬¨¬ ªà âª® ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨§ [4]{[6]. �ãáâì E | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ä®à¬ã«
«®£¨ª¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¥ª®â®à®© á¨£ âãàë �, § ¯¨á ëå ¢ ¯à¥¤¢ à¥®© ®à¬ «ì®© ä®à¬¥.
�ãáâì Ci 2 f8;9g, Ci 6= Ci+1 ¤«ï i 2 f1; : : : ; p � 1g ¨ ¯ãáâì r; s; t 2 f0; 1g. �¯à¥¤¥«¨¬ ï§ëª
C1 : : : Cp:

r ^s _t ¨§ E , £¤¥ z1 = z ¨ z0 | ¯ãáâ®© á¨¬¢®« ¤«ï z 2 f:;^;_g, á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.
�®-¯¥à¢ëå, ¡«®ç ï áå¥¬  ª¢ â®à®© ¯à¨áâ ¢ª¨ ª ¦¤®© ¨§ ä®à¬ã« C1 : : : Cp:

r ^s _t ï¢«ï¥âáï
¯®¤á«®¢®¬ á«®¢  C1 : : : Cp. �®-¢â®àëå, á¢ï§ª  :, ^, _ ¤®¯ãáª ¥âáï ¢ ¡¥áª¢ â®à®© ç áâ¨ íâ¨å
ä®à¬ã«, ¥á«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® r = 1, s = 1, t = 1, ¨ ¥ ¤®¯ãáª ¥âáï, ¥á«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® r = 0,
s = 0, t = 0. �¡®§ ç¨¬, ªà®¬¥ â®£®, ç¥à¥§ :r ^s _t ¡¥áª¢ â®àë© ¯®¤êï§ëª ï§ëª  8:r ^s _t

¨ ç¥à¥§ $:r ^s _t ®¡ê¥¤¨¥¨¥
S
p2!

C1 : : : Cp:
r ^s _t. � â¥®à¥¬¥, áä®à¬ã«¨à®¢ ®© ¨¦¥, ¡ã¤ãâ

ä¨£ãà¨à®¢ âì ï§ëª¨ ¯¥à¢®£® ¢¨¤ ,   ¨¬¥®: 8:1 ^0 _1 = 8:_ ¨ 9:1 ^1 _0 = 9:^.
�¥¬¥©áâ¢® SA ¢á¥å ï§ëª®¢ ¢¨¤  C1 : : : Cp:

r ^s _t, :r ^s _t ¨ $:r ^s _t ã¯®àï¤®ç¨¢ ¥âáï
¢ª«îç¥¨¥¬ ¨  §ë¢ ¥âáï áå¥¬®- «ìâ¥à â¨¢®© ¨¥à àå¨¥© ï§ëª®¢. �«ï ï§ëª  L 2 SA ¨
ª« áá  K  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á¨£ âãàë � ç¥à¥§ LK ®¡®§ ç¨¬ â¥®à¨î ï§ëª  L ª« áá  K,
â. ¥. á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯à¥¤«®¦¥¨© ¨§ L, ¨áâ¨ëå   K. �å¥¬®- «ìâ¥à â¨¢®© ¨¥à àå¨¥©

â¥®à¨© ª« áá  K  §ë¢ ¥âáï ç áâ¨ç® ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢®

SAK = hfLK j L 2 SAg; �i:

�¥®à¨ï LK 2 SAK  §ë¢ ¥âáï ªà¨â¨ç¥áª®©, ¥á«¨ ®  ï¢«ï¥âáï ¬¨¨¬ «ì®© ¢ SAK ¥à §à¥-
è¨¬®© â¥®à¨¥©. �à ¨æ¥© à §à¥è¨¬®áâ¨ K  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢®

B(K) = fL 2 SA j LK | ªà¨â¨ç¥áª ï â¥®à¨ïg:

� å®¦¤¥¨¥ £à ¨æë à §à¥è¨¬®áâ¨ ª« áá  K ®§ ç ¥â ãáâ ®¢«¥¨¥ ¯®«®© ¢ à ¬ª å ¨¥-
à àå¨¨ SA  «£®à¨â¬¨ç¥áª®© ª àâ¨ë ¤«ï K, ¯®áª®«ìªã â¥®à¨ï LK 2 SAK ¡ã¤¥â à §à¥è¨¬®©
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  L + L1 ¤«ï «î¡®£® ï§ëª  L1 2 B(K). �áî¤ã ¢ à ¡®â¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬
á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï: G | ¯®« ï «¨¥© ï £àã¯¯  GL(3;Z), à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª ª  «£¥¡à 
á¨£ âãàë h�; 1;�1i; M | ¯®«ë© «¨¥©ë© ¬®®¨¤ ML(3;Z), â. ¥.  «£¥¡à  á¨£ âãàë h�; 1i á
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®á®¢ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ¬ âà¨æ ¯®àï¤ª  3  ¤ Z; M0 | ¯®¤¬®®¨¤ ¬®®¨¤  M , á®áâ®ïé¨©
¨§ ¢á¥å ¥¢ëà®¦¤¥ëå ¬ âà¨æ ¨§ ML(3;Z); F (~x) = F (x1; : : : ; xn) | á¢®¡®¤ë© ¬®®¨¤  ¤  «-
ä ¢¨â®¬ fx1; : : : ; xng. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ E ¨ Eij ¥¤¨¨çãî ¬ âà¨æã ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¬ âà¨çãî
(i; j)-¥¤¨¨æã ¯®àï¤ª  3.

�á®¢®© à¥§ã«ìâ â à ¡®âë | á«¥¤ãîé ï

�¥®à¥¬ . �¥®à¨¨ 8: _G, 9: ^G, 8: _M , 9: ^M ï¢«ïîâáï ªà¨â¨ç¥áª¨¬¨.

�å¥¬  ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . � £àã¯¯¥ G ¥áâì ¯®¤£àã¯¯ , á¢®¡®¤® ¯®à®¦¤¥ ï áç¥âë¬ ¬®-
¦¥áâ¢®¬. �â® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® ¬ âà¨æë E +E12 ¨ E+E21 á¢®¡®¤® ¯®à®¦¤ îâ á¢®¡®¤ãî
¯®¤£àã¯¯ã ¢ G [7] ¨ ¨§ ä ªâ  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¢ á¢®¡®¤®© £àã¯¯¥ à £  2 ¯®¤£àã¯¯ë, ¨§®¬®àä®©
á¢®¡®¤®© £àã¯¯¥ áç¥â®£® à £  ([8], £«. 1, x 1.4, á. 51). �âáî¤  ¥âàã¤® ¯®«ãç¨âì à §à¥è¨¬®áâì
â¥®à¨¨ 8^_G. �¥®à¨ï 9^_G à §à¥è¨¬  ¡« £®¤ àï ¯à¨áãâáâ¢¨î ¢ á¨£ âãà¥ ¥¤¨¨æë. �®£« á-
® ®á®¢®© â¥®à¥¬¥ ¨§ à ¡®âë [2] â¥®à¨ï 8:^_G ¥à §à¥è¨¬ . � á¨«ã ¯®«®âë í«¥¬¥â à®©
â¥®à¨¨ EG ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥à §à¥è¨¬ë¬¨ ï¢«ïîâáï â¥®à¨¨ 8:_G ¨ 9:^G. �â¬¥ç¥ ï
¢ëè¥ à §à¥è¨¬®áâì â¥®à¨© 8^_G ¨ 9^_G ¯®§¢®«ï¥â «¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® â¥®à¨¨, ¯®ªàë¢ ¥¬ë¥
¢ ¨¥à àå¨¨ SAG â¥®à¨ï¬¨ 8: _ G ¨ 9: ^ G, à §à¥è¨¬ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®á«¥¤¨¥ ï¢«ïîâáï
ªà¨â¨ç¥áª¨¬¨.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë ¢ á«ãç ¥ ¬®®¨¤  M ¥®¡å®¤¨¬® ¯®ª § âì, çâ®
á¯à ¢¥¤«¨¢  (¨¬¥îé ï á ¬®áâ®ïâ¥«ìë© ¨â¥à¥á)

�¥¬¬ . �¥®à¨ï 98 ^ _M à §à¥è¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë ®á®¢ë¢ ¥âáï   ¨áâ¨®áâ¨ á«¥¤ãîé¥© ¨¬¯«¨ª æ¨¨: ¥á«¨   M
¨áâ¨® â®¦¤¥áâ¢® 8X'(X), £¤¥

'(X) = (M1X
n1M2X

n2 : : :MkX
nkMk+1 = N1X

m1N2X
m2 : : : NlX

mlNl+1);

Mp; Nq 2 GL(3;Z); p 2 f1; : : : ; k + 1g; q 2 f1; : : : ; l + 1g;
kX

i=1

ni =
lX

j=1

mj ;

â® k = l, M1 = N1. �®¤áâ ¢«ïï ¢¬¥áâ® X ¢ ä®à¬ã«ã '(X) ¬ âà¨æë ¨§ ¬®¦¥áâ¢ 

K =
�
N(xE1i + yE2i + zE3i + uE) j x; y; z; u 2 Z; u =2 f�x;�y;�zg;

i 2 f1; 2; 3g; N 2 fE;E12 +E13 +E23 +Eg
	
;

á¬®âà¨¬   '(X) ª ª   à ¢¥áâ¢® ¤¢ãå ¬®£®ç«¥®¢ ®â x, y, z, u á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¨§ Z. �à¨-
à ¢¨¢ ï ª®íää¨æ¨¥âë ¯à¨ ®¤¨ ª®¢ëå ®¤®ç«¥ å ¨ ¯à®¨§¢®¤ï ¢ '(X) á®ªà é¥¨ï, ¯®«ãç ¥¬
âà¥¡ã¥¬®¥.

�ãáâì

� = (9~a 2 Gn 8~x(u1(~a)v1(~x) : : : uk(~a)vk(~x)uk+1(~a) = f1(~a)w1(~x) : : : fl(~a)wl(~x)fl+1(~a)));

£¤¥ ~a = a1 : : : an, ~x = x1 : : : xn; ui; fj 2 F (~a) ¤«ï i 2 f1; : : : ; k + 1g, j 2 f1; : : : ; l + 1g, vs; wt 2 F (~x)
¤«ï s 2 f1; : : : ; kg, t 2 f1; : : : ; lg, ¯à¨ç¥¬ ui 6= 1, fj 6= 1 ¢ F (~a) ¤«ï i 2 f2; : : : ; kg, j 2 f2; : : : ; lg,
vs 6= 1, wt 6= 1 ¢ F (~x) ¤«ï s 2 f1; : : : ; kg, t 2 f1; : : : ; lg. �§ ¤®ª § ®£® á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¥¤«®¦¥¨¥
� ¨áâ¨®   M0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ F (~x) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® v1(~x) : : : vk(~x) = w1(~x) : : : wl(~x).
� ¯®¬®éìî íâ®£® ä ªâ  ¤®ª §ë¢ ¥âáï à §à¥è¨¬®áâì â¥®à¨¨ 98 ^M .

�®ª § â¥«ìáâ¢® à §à¥è¨¬®áâ¨ â¥®à¨¨ 98^_M ¯à®¢®¤¨âáï   «®£¨ç® â®«ìª® çâ® ¯à¨¢¥¤¥-
®¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã à §à¥è¨¬®áâ¨ â¥®à¨¨ 98^M . � ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¯®áâà®-
¥¨¥ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ ¥à §à¥è¨¬®© â¥®à¨¨ 8: ^ _G ¢ â¥®à¨¨ 8: ^ _M .

� § ª«îç¥¨¥ ®â¬¥â¨¬, çâ® ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¯®«®¥ ®¯¨á ¨¥ £à ¨æ à §à¥è¨¬®áâ¨ B(G) ¨ B(M),
¥á«¨ ¡ã¤¥â ¯®«ãç¥ ®â¢¥â   á«¥¤ãîé¨©
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�®¯à®á. � §à¥è¨¬ë «¨ â¥®à¨¨ �G ¨ �M ¤«ï

�;� 2 fC1 : : : Cp:
r j p � 2; r 2 f0; 1gg [ fC1 : : : Cp ^

s _t j p � 2; s; t 2 f0; 1gg

¨ � =2 f98;98^;98_;98 ^ _g ?

�¢â®àë ¢ëà ¦ îâ ¯à¨§ â¥«ì®áâì �.�.�¥¢à¨ã §  ¢¨¬ ¨¥ ª à ¡®â¥ ¨ àï¤ ¯®«¥§ëå
§ ¬¥ç ¨©.
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