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� ­­ ï à ¡®â  ¯®á¢ïé¥­  ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© â®¯®«®£¨¨,   ¨¬¥­­®, ¯®áâà®-
¥­¨î ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå ®â­®á¨â¥«ì­ëå £®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ¯ã­ªâ¨à®¢ ­­ëå ¯ à ¯®¤¬­®-
¦¥áâ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á¥¯ à ¡¥«ì­®£®) £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  H.

�«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© â®¯®«®£¨¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® £¨«ì¡¥àâ®¢ 
¯à®áâà ­áâ¢  H ª« áá ¢á¥å ­¥¯à¥àë¢­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ H ®ª §ë¢ ¥âáï á«¨èª®¬
è¨à®ª¨¬. �ëå®¤ ¨§ íâ®£® ¯®«®¦¥­¨ï § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® á«¥¤ã¥â ®£à ­¨ç¨âì ª« áá ¤®¯ã-
áâ¨¬ëå ®â®¡à ¦¥­¨©, â. ¥. à áá¬ âà¨¢ âì ­¥ ¢á¥ ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï,   «¨èì ¡®«¥¥ ã§ª¨©
ª« áá ®â®¡à ¦¥­¨©.

� á®¦ «¥­¨î, ª« áá Q ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ¢¨¤  �I + A, £¤¥ I | â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ H, � | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®,   A | ¢¯®«­¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, ®ª §ë¢ ¥âáï
á«¨èª®¬ ã§ª¨¬. �®¯ëâª¨ à áè¨à¥­¨ï ª« áá  Q ¡ë«¨ ¯à¥¤¯à¨­ïâë ¢ à ¡®â å �.�. �ëèª®¢ ,
�.�. �®«âï­áª®£®, �.�.�àã¬-�¥âª®¢ . �«¥¤ãï ¨¤¥ï¬ �¥à¥ ¨ � ã¤¥à , ¢ 1970 £. �.�. �®«âï­áª¨©
¯®áâà®¨« [1] ¤®¯ãáâ¨¬ë© ª« áá K0 ­¥¯à¥àë¢­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® á¥-
¯ à ¡¥«ì­®£® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ , ¯à¨¥¬«¥¬ë© ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®©  «£¥-
¡à ¨ç¥áª®© â®¯®«®£¨¨ ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥. �â®¡à ¦¥­¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ª« áá  K0

«®ª «ì­® (â. ¥. ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ª ¦¤®© â®çª¨ x0) ­ ¯®¬¨­ îâ ¯® á¢®¨¬ á¢®©áâ¢ ¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï
¢¨¤  �I +A, £¤¥, ®¤­ ª®, � § ¢¨á¨â ®â â®çª¨ x0, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, K0 §­ ç¨â¥«ì­® è¨à¥ ª« áá  Q.

�é¥ ®¤¨­ ¢ ¦­ë© í«¥¬¥­â ¢ ¯®áâà®¥­¨¨ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© â®¯®«®£¨¨ | íâ®
â¥®à¨ï áâ¥¯¥­¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï, ¨§«®¦¥­­ ï ¢ à ¡®â¥ �¥à¥ ¨ � ã¤¥à  ¨ ­ è¥¤è ï á¢®¥ ¤ «ì­¥©-
è¥¥ à §¢¨â¨¥ ¨ ¯à¨«®¦¥­¨¥ ¢ à ¡®â å �à ã¤¥à , �.�.�à á­®á¥«ìáª®£®, �.�.�àã¬-�¥âª®¢  ¨
¬­®£¨å ¤àã£¨å  ¢â®à®¢, ­ ¯à¨¬¥à, [2], [3] (á¬. â ª¦¥ [4]{[15]).

� á®¢¬¥áâ­®© à ¡®â¥ �.�. �®«âï­áª®£® ¨ �.�.�¨à§ å ­ï­  [4] ¯®ª § ­®, çâ® ¨¤¥¨ �¥à¥ ¨ � -
ã¤¥à  ¯®§¢®«ïîâ à á¯à®áâà ­¨âì ¯®­ïâ¨¥ áâ¥¯¥­¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï ­  ­¥ª®â®àë© ¯®¤ª« áá ª« á-
á  K0.

�®«®¦¨¢ ¢ ®á­®¢ã ª« áá K0,  ¢â®à áâ âì¨ ¯®áâà®¨« ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¥  ¡á®«îâ­ë¥ £®¬®â®-
¯¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë ¤¢ãå â¨¯®¢ (­¥ª®¬¯ ªâ­®£® ¨ ª®¬¯ ªâ­®£®) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ á¥¯ à ¡¥«ì­®£® £¨«ì-
¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ , ¤®ª § « æ¥«ë© àï¤ ¢ ¦­ëå á¢®©áâ¢ íâ¨å £àã¯¯ ¨ ª« áá  K0, ¢ ç áâ­®áâ¨,
¯®«ãç¨« K0- ­ «®£¨ ª« áá¨ç¥áª¨å â¥®à¥¬ �à ãíà , �®àáãª  ¨ ¤àã£¨å [7]{[10].

� ¤ «ì­¥©è¥¬  ¢â®à à áá¬ âà¨¢ « ª« áá K0 ¨ ¥£® ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ à áè¨à¥­¨¥ K ¢ ¯à®¨§¢®«ì-
­®¬ (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® á¥¯ à ¡¥«ì­®¬) ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H. �ª § «®áì,
çâ® ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯®çâ¨ ¢á¥ ¯®«ãç¥­­ë¥ à ­¥¥ à¥§ã«ìâ âë ¨ ¯à®¢¥¤¥­­ë¥ ¯®áâà®¥­¨ï ®áâ -
îâáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬¨ ¨ ¤«ï ª« áá  K0, ¨ ç áâ¨ç­® ¤«ï K.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¢ ®á­®¢¥ ¢á¥å ¯®áâà®¥­¨© «¥¦ â ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ª« ááë K0 � K. � ¯. 1 ¤ -
­ë ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤®¯ãáâ¨¬ëå ª« áá®¢ K0 ¨ K,   â ª¦¥ ­¥ª®â®àë¥ á¢¥¤¥­¨ï ®¡ ®â®¡à ¦¥­¨ïå,
¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å íâ¨¬ ª« áá ¬. �ï¤ ®á­®¢­ëå á¢®©áâ¢ íâ¨å ª« áá®¢, ¢ ç áâ­®áâ¨, á®¤¥à¦¨âáï
¢ [1]{[6]. � ¯. 2 ®¯¨áë¢ ¥âáï ¯¥à¢ë© ¯®¤å®¤ ª ¯®áâà®¥­¨î ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå ®â­®á¨â¥«ì­ëå
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£®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ¯ à ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ H, ­ §ë¢ ¥¬ëå K0- (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® K-) ¡¥áª®­¥ç-
­®¬¥à­ë¬¨ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨¬¨ £àã¯¯ ¬¨. � æ¥«ïå ¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢­ëå ¯à¨«®¦¥­¨©, ­ «®¦¨¢ ­ 
áä¥à®¨¤ë ¨ ¨å £®¬®â®¯¨¨ ­¥ª®â®àë¥ ãá«®¢¨ï â¨¯  ª®¬¯ ªâ­®áâ¨, â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ â ª ­ §ë-
¢ ¥¬ë¥ K0- (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® K-) ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¥ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯ .
� ¯. 3 ¤«ï á¥¯ à ¡¥«ì­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  H ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢â®à®© ¯®¤å®¤ ª ¯®áâà®¥­¨î ¡¥áª®­¥ç-
­®¬¥à­ëå £®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ­¥ª®¬¯ ªâ­®£® ¨ ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯®¢, ®á­®¢ ­­ë© ­  ¯®­ïâ¨¨
®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  ¯à®áâà ­áâ¢  H.

�®£« á­® â¥®à¥¬¥ 3 à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¤¢  ¯®¤å®¤  íª¢¨¢ «¥­â­ë, â. ¥. ¯à¨¢®¤ïâ ª ¨§®¬®àä-
­ë¬ £àã¯¯ ¬.

1. �®¯ãáâ¨¬ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï

� ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì ¢® ¢¢¥¤¥­¨¨, ¢® ¢á¥å ¯®áâà®¥­¨ïå ¤®¯ãáâ¨¬ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¡ã¤ãâ
­¥¯à¥àë¢­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ª« áá ¬K0 ¨K,   â ª¦¥ æ¥«®¬ã àï¤ã
ª« áá®¢, ¯®áâà®¥­­ëå ¯®áà¥¤áâ¢®¬ K0 ¨ K.

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® H.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �ãáâì G | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  H, f : G ! H |
­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® f ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K ¨«¨ ï¢«ï¥âáï K-
®â®¡à ¦¥­¨¥¬ (®â­®á¨â¥«ì­® H), ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥

a) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x0 2 G ¨ «î¡®£® ¢¥é¥áâ¢¥­­®£® ç¨á«  " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì U =
U(x0; ") � G â®çª¨ x0, ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ («¨­¥©­®¥) ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® L = L(x0; ") ¯à®áâà ­áâ¢  H
¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® � â ª¨¥, çâ® ¥á«¨ â®çª¨ x; y 2 H ¨ ¢¥ªâ®à (x � y) ®àâ®£®­ «¥­ L, â®
¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

kf(x)� f(y)� �(x� y)k � "kx� yk:

� «¥¥ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® K-®â®¡à ¦¥­¨¥ f : G ! H ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K0 ¨«¨ ï¢«ï¥âáï
K0-®â®¡à ¦¥­¨¥¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­®

b) («®ª «ì­®¥ ãá«®¢¨e �¨¯è¨æ ) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x0 2 G áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ç¨á«  r = r(x0)
¨ c = c(x0), çâ® ¯à¨ x; y 2 G, kx� x0k < r, ky � y0k < r ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

kf(x)� f(y)k � ckx� yk:

�¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ a) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® � ¬®¦­® ¢ë¡à âì â ª, çâ®¡ë ®­® ®¯à¥¤¥«ï«®áì
â®«ìª® â®çª®© x0 ¨ ¡ë«® ¯à¨£®¤­® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  " > 0. �®«ãç îé ïáï â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¤¥©-
áâ¢¨â¥«ì­ ï äã­ªæ¨ï �(x) = �f (x), § ¤ ­­ ï ­  G, ­¥¯à¥àë¢­  ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­  [6]; ®­  ­ §ë¢ ¥â-
áï â¥à¬¨­ «ì­®© ¯à®¨§¢®¤­®© ®â®¡à ¦¥­¨ï f . �â¬¥â¨¬, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå K0-®â®¡à ¦¥­¨©
¥áâì K0-®â®¡à ¦¥­¨¥, ­® ª®¬¯®§¨æ¨ï K-®â®¡à ¦¥­¨© ­¥ ¢á¥£¤  ¥áâì K-®â®¡à ¦¥­¨¥.

�ãáâì â¥¯¥àì X | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ®âªàëâ®¥) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¨§ H. �ã¤¥¬ £®¢®-
à¨âì, çâ® ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : X ! H ï¢«ï¥âáïK0- (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®K-) ®â®¡à ¦¥­¨¥¬,
¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ®âªàëâ®¥ ¢ H ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® G � X ¨ K0- (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® K-) ®â®¡à ¦¥­¨¥
f : G! H â ª¨¥, çâ® f(x) = f(x) ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x 2 X.

�á«¨ X ¨ Y | ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¨§ H ¨ f : X ! Y | ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, â® f ¡ã¤¥¬
­ §ë¢ âì K0- (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® K-) ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ X ¢ Y , ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : X ! H, â. ¥.
ª®¬¯®§¨æ¨ï i � f : X ! H, £¤¥ i : Y ! H | ¢«®¦¥­¨¥, ï¢«ï¥âáï K0- (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® K-)
®â®¡à ¦¥­¨¥¬.

�¥à¥§ K0(M) (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® K(M)) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ª« áá ¢á¥å K0- (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® K-)
®â®¡à ¦¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  M .

2. �¥ª®â®àë¥ â¨¯ë ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå £®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯

� íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ á­®¢  ¡ã¤¥¬ ¯®« £ âì § ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®-
áâà ­áâ¢® H.
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� ¯®¬­¨¬, çâ® («¨­¥©­®¥) ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® M ¯à®áâà ­áâ¢  H ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­-
áâ¢®¬ ª®­¥ç­®© ª®à §¬¥à­®áâ¨ (¨«¨ ¤¥ä¥ªâ ) q � 0, ¥á«¨ ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª M ¢ H
¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì q. �á«¨ q | ®âà¨æ â¥«ì­®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®, â® £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® M
¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯® ®â­®è¥­¨î ª H ­ ¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ª®à §¬¥à­®áâ¨ q, ¥á«¨ M á®¤¥à¦¨â H ¢
ª ç¥áâ¢¥ á¢®¥£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ª®à §¬¥à­®áâ¨ (�q).

�á«®¢¨¬áï ç¥à¥§ B(M), B�(M) ¨ S(M) ®¡®§­ ç âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¥¤¨­¨ç­ë¥ § ¬ª­ãâë©,
®âªàëâë© è àë ¨ ¥¤¨­¨ç­ãî áä¥àã ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ¨«¨ ­ ¤¯à®áâà ­áâ¢  M ¯à®áâà ­áâ¢  H.

� ¤¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª« áá  K�
q , q 2 Z. �à¨ q = 0 ®¯à¥¤¥«¨¬ K�

0 ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®-
¡à ¦¥­¨© ' : H ! H, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ª« ááã K0(H). �á«¨ q > 0, â® ¯®¤ K�

q ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì
¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ' : M ! H, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ª« ááã K0(H), £¤¥ M � H | ¯®¤-
¯à®áâà ­áâ¢® ª®à §¬¥à­®áâ¨ q. �à¨ q < 0 ¯®¤ K�

q ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨©
' : M ! H, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ª« ááã K0 ®â­®á¨â¥«ì­® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  M , ï¢«ïîé¥-
£®áï ­ ¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ª®à §¬¥à­®áâ¨ q ¯à®áâà ­áâ¢  H.

�ãáâì M | ­¥ª®â®à®¥ § ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¨«¨ ­ ¤¯à®áâà ­áâ¢® ª®­¥ç­®©
ª®à §¬¥à­®áâ¨ q 2 Z ¯à®áâà ­áâ¢  H. �ë¡¥à¥¬ ­¥ª®â®àë© ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à e 2M ¨ ®¡®§­ ç¨¬
ç¥à¥§ Me ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® M , ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¯àï¬®© Le, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ e. � «¥¥ ¯®«®¦¨¬

Je(M) = fx 2M : (x; e) � 0; x =2 Le �B�(Me)g [ fx 2M n B�(M) : (x; e) � 0g: (1)

�ãáâì (X;A; x0) | âà®©ª , á®áâ®ïé ï ¨§ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢ X � H, ¥£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 
A � X ¨ â®çª¨ x0 2 A.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �â®¡à ¦¥­¨¥ ' : (M;M n B�(M); Je(M)) ! (X;A; x0), ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥
ª« ááã K�

q , ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì (®â­®á¨â¥«ì­ë¬) K0-áä¥à®¨¤®¬ ª®à §¬¥à­®áâ¨ q 2 Z ¯ àë (X;A) ¢
â®çª¥ x0 ¨«¨ âà®©ª¨ (X;A; x0).

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ FM;e
q (X;A; x0) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å K0-áä¥à®¨¤®¢ ª®à §¬¥à­®áâ¨ q âà®©ª¨

(X;A; x0) ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¢ ­¥¬ ®¯¥à æ¨î á«®¦¥­¨ï. �ë¡¥à¥¬ ­¥ª®â®àë© ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à a 2Me ¨
¤«ï '; 2 FM;e

q (X;A; x0) ¯®«®¦¨¬

h(x) =

(
'(2x+ a) ¯à¨ (x; a) � 0;

 (2x� a) ¯à¨ (x; a) � 0:
(2)

� ª ª ª ®â®¡à ¦¥­¨ï x ! 2x + a ¨ x ! 2x � a ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª« ááã K0, â® h 2 FM;e
q (X;A; x0).

K0-áä¥à®¨¤ h ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì áã¬¬®© áä¥à®¨¤®¢ ' ¨  ¨ ®¡®§­ ç âì h = '+  .
�¯à¥¤¥«¨¬ â¥¯¥àì ¯®­ïâ¨¥ £®¬®â®¯­®áâ¨ ¢ FM;e

q (X;A; x0). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ R ç¨á«®¢ãî ¯àï-
¬ãî,   ç¥à¥§ I | ®âà¥§®ª [0; 1]. �¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ M 0 = R �M ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì
ª ª £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, ¤«ï ª®â®à®£® M ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ª®à §¬¥à­®áâ¨ 1.
� á«ãç ¥ q > 0 á«¥¤ã¥â §  R ¯à¨­ïâì «î¡ãî á®¤¥à¦ éãîáï ¢ H ¯àï¬ãî, ¯à®å®¤ïéãî ç¥à¥§
â®çªã 0 ¨ ®àâ®£®­ «ì­ãî M � H.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �ä¥à®¨¤ë '; 2 FM;e
q (X;A; x0) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì K0-£®¬®â®¯­ë¬¨ ¨ § ¯¨-

áë¢ âì ' '  , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : I �M ! X, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨

1. � ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K0 ®â­®á¨â¥«ì­® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  M 0 [H;
2. ¤«ï «î¡®£® t 2 I ®â®¡à ¦¥­¨¥ 't : M ! X, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢®¬ 't(x) = �(t; x),
x 2M , ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢ã FM;e

q (X;A; x0);
3. '0 = ' ¨ '1 =  .

�à¨ íâ®¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �,   â ª¦¥ á¥¬¥©áâ¢® ('t) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì K0-£®¬®â®¯¨¥© áä¥à®¨¤®¢,
á®¥¤¨­ïîé¥© ' ¨  . �á­®, çâ® â ª ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¯®­ïâ¨¥ £®¬®â®¯­®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, â®«ìª® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ­ã¦­® ª ¦¤ë© à § ¯®ª §ë¢ âì ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì ®â®-
¡à ¦¥­¨© ª« ááã K0. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®«ãç ¥¬ëå £®¬®â®¯¨ç¥áª¨å ª« áá®¢ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì
ç¥à¥§ �M;e

q (X;A; x0). �¢¥¤¥­­ ï ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨ï á«®¦¥­¨ï áä¥à®¨¤®¢ ¯®à®¦¤ ¥â á«®¦¥­¨¥ £®¬®-
â®¯¨ç¥áª¨å ª« áá®¢ ¯® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï¬ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ �M;e

q (X;A; x0) ¯® ä®à¬ã«¥ [']+[ ] = ['+ ].
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�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® íâ® á«®¦¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­® ª®àà¥ªâ­®, â. ¥. ¨§ (' � '0) ¨ ( �  0) á«¥¤ã¥â,
çâ® ('+  ) � ('0 +  0). � á ¬®¬ ¤¥«¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî K0-£®¬®â®¯¨î ¯®«ãç¨¬, ¯®«®¦¨¢

ht(x) =

(
't(2x+ a) ¯à¨ (x; a) � 0;

 t(2x� a) ¯à¨ (x; a) � 0:

�¥®à¥¬  1. �à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ q ¬­®¦¥áâ¢® �M;e
q (X;A; x0) ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥-

­¨ï ['] + [ ] = ['+  ] ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ â¨¢­®© £àã¯¯®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì �, �, 
 | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë ¨§ �M;e
q (X;A; x0), � = ['1], � =

['2] ¨ 
 = ['3]. �®«®¦¨¬ ' = '1 + ('2 + '3) ¨  = ('1 + '2) + '3.
�«ï à ¢¥­áâ¢  �+ (� + 
) = (� + �) + 
 ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® ' �  . �®£« á­® ä®à¬ã«¥ (2)

á«®¦¥­¨ï áä¥à®¨¤®¢ ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

'(x) =

8>><>>:
'1(2x+ a) ¯à¨ (x; a) � 0;

'2(4x� a) ¯à¨ 0 � (x; a) � 1=2;

'3(4x� 3a) ¯à¨ (x; a) � 1=2;

 (x) =

8>><>>:
 1(4x+ 3a) ¯à¨ (x; a) � �1=2;

 2(4x+ a) ¯à¨ � 1=2 � (x; a) � 0;

 3(2x� a) ¯à¨ (x; a) � 0:

�®áâà®¨¬ £®¬®â®¯¨î

�t(x) =

8>><>>:
'1[(1 + t)2x+ (2t+ 1)a] ¯à¨ (x; a) � �t=2;

'2[4x� (1� 2t)a] ¯à¨ � t=2 � (x; a) � 1=2� t=2;

'3[(2� t)2x� (3� 2t)a] ¯à¨ (x; a) � 1=2 � t=2:

�¥¬¥©áâ¢® (�t) ï¢«ï¥âáï K0-£®¬®â®¯¨¥©, á®¥¤¨­ïîé¥© áä¥à®¨¤ë ' ¨  . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ � ¯®-
áâ®ï­­ë© áä¥à®¨¤ âà®©ª¨ (X;A; x0), ª®â®àë© ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �(M) = fx0g. �®ª ¦¥¬, çâ®
ª« áá áä¥à®¨¤  � á«ã¦¨â ­ã«¥¢ë¬ í«¥¬¥­â®¬. �«ï íâ®£® ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® áä¥-
à®¨¤  ' âà®©ª¨ (X;A; x0) ¢ë¯®«­¥­® ' � '+ �. �®« £ ï �(t; x) = '((1 + t)x+ ta); t 2 I, x 2M ,
­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àï¥¬, çâ® � : I �M ! X ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â K0-£®¬®â®¯­®áâì ' � '+ �.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®£® í«¥¬¥­â . �ãáâì �| ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥-
¬¥­â ¬­®¦¥áâ¢  �M;e

q (X;A; x0) ¨ ' | ­¥ª®â®àë© áä¥à®¨¤ ¨§ ª« áá  �. �ãáâì ¤ «¥¥  = ' � � 2
FM;e
q (X;A; x0) | áä¥à®¨¤ âà®©ª¨ (X;A; x0), á¨¬¬¥âà¨ç­ë© áä¥à®¨¤ã ' ®â­®á¨â¥«ì­® £¨¯¥à-

¯«®áª®áâ¨ �0 ¢ M , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ãà ¢­¥­¨¥¬ (x; a) = 0, £¤¥ � | á¨¬¬¥âà¨ï ®â­®á¨â¥«ì­® £¨-
¯¥à¯«®áª®áâ¨ �0, â. ¥. '(x) =  (y) ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© x + y 2 �0, x � y 2 �0. �®ª ¦¥¬,
çâ® ª« áá � = [ ] ï¢«ï¥âáï ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ ¤«ï �. �«ï íâ®£® ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ®
('+  ) � �.

�®«®¦¨¬

�(t; x) =

(
'(2x + (1� 2t)a) ¯à¨ (x; a) � 0;

 (2x � (1� 2t)a) ¯à¨ (x; a) � 0;

£¤¥ x 2 M , t 2 I. �â®¡à ¦¥­¨¥ � : I � M ! X ï¢«ï¥âáï K0-£®¬®â®¯¨¥©, á®¥¤¨­ïîé¥© K0-
áä¥à®¨¤ë ' +  ¨ �. � ª®­¥æ, ®áâ ¥âáï ¤®ª § âì ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï. �ãáâì
�; � 2 �M;e

q (X;A; x0), � = ['] ¨ � = [ ]. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  �+� = �+� ­ã¦­® ãáâ ­®¢¨âì, çâ®
('+ ) � ( +'). � íâ®© æ¥«ìî ¢ë¡¥à¥¬ ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à b 2Me, ®àâ®£®­ «ì­ë© ¢¥ªâ®àã a ¨
¯®«®¦¨¬

�(t; x) =

(
'(2x + a cos �t+ b sin�t) ¯à¨ (x; a cos �t+ b sin�t) � 0;

 (2x � a cos �t� b sin�t) ¯à¨ (x; a cos �t+ b sin�t) � 0:

�â®¡à ¦¥­¨¥ � ï¢«ï¥âáï K0-£®¬®â®¯¨¥©, á®¥¤¨­ïîé¥© áä¥à®¨¤ë '+  ¨  + '.
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� ¯®áâà®¥­­®© £àã¯¯¥ �M;e;a
q (X;A; x0) ãç áâ¢ãîâ âà¨ í«¥¬¥­â  ¢ë¡®à ,   ¨¬¥­­®, ¯®¤¯à®-

áâà ­áâ¢® ¨«¨ ­ ¤¯à®áâà ­áâ¢® M ª®à §¬¥à­®áâ¨ q ¯à®áâà ­áâ¢  H, ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à e 2 M
¨ ¥¤¨­¨ç­ë© ¢¥ªâ®à a 2Me. �®ª ¦¥¬ âà¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï, ¨§ ª®â®àëå ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì ­¥§ ¢¨á¨-
¬®áâì íâ®© £àã¯¯ë ®â í«¥¬¥­â®¢ ¢ë¡®à .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ q £àã¯¯ë �M;e;a
q (X;A; x0) ¨ �M;e;a0

q (X;A; x0), ¯®áâà®¥­-
­ë¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §«¨ç­ëå ¥¤¨­¨ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ a; a0 2Me, ¨§®¬®àä­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì L | «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  ¢¥ªâ®à®¢ a, a0 ¨ M1 | ®àâ®£®­ «ì­®¥
¤®¯®«­¥­¨¥ ª L ¢ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ Me. �ë¡¥à¥¬ ¢ M1 ¯à®¨§¢®«ì­ë© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á
(ej), j 2 J , ¨ ¤®áâà®¨¬ ¥£® ¢¥ªâ®à ¬¨ e, a, b ¨ e, a0, b0 á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¤® ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå
¡ §¨á®¢ ¢ M .

�ãáâì ! : M ! M | ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥, § ¤ ¢ ¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢ ¬¨ !(e) = e,
!(a0) = a, !(b0) = b, !(ej) = ej , j 2 J . �à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ! ®â®¡à ¦ ¥â âà®©ªã (M;M n
B�(M); Je(M)) ¢ á¥¡ï ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K0 ®â­®á¨â¥«ì­® M ¯à¨ q < 0 ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® H
¯à¨ q � 0.

�ãáâì � 2 �M;e;a
q (X;A; x0) ¨ � = [']. �®«®¦¨¬ '0 = '�! : (M;MnB�(M); Je(M))! (X;A; x0),

'0 2 FM;e
q (X;A; x0), ¨ ¯ãáâì �0 = ['0] 2 �M;e;a0

q (X;A; x0). �«¥¬¥­â �0 ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤-
áâ ¢¨â¥«ï '. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì � = [ ], â. ¥. ' �  , ¨ ¯ãáâì (�t) | ­¥ª®â®à ï K0-£®¬®â®¯¨ï,
á®¥¤¨­ïîé ï áä¥à®¨¤ë ' ¨  . �®£¤ , ¯®«®¦¨¢ �0

t = �t � !, t 2 I, ¯®«ãç¨¬ K0-£®¬®â®¯¨î (�0
t),

á®¥¤¨­ïîéãî áä¥à®¨¤ë '0 ¨  0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥­¨¥ ! ¯®à®¦¤ ¥â ¡¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ !� : �M;e;a

q (X;A; x0)! �M;e;a0

q (X;A; x0), § ¤ ¢ ¥¬®¥ ¯® ä®à¬ã«¥ !�(�) = �0. �â®¡à ¦¥­¨¥
!� ¥áâì £®¬®¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë �M;e;a

q (X;A; x0) ­  £àã¯¯ã �M;e;a0

q (X;A; x0). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨
� = ['], � = [ ], â® «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì á®®â­®è¥­¨¥ (' +  ) � ! = ' � ! +  � !. �¤¥áì á«®¦¥­¨¥
áä¥à®¨¤®¢ ¢ë¯®«­ï¥âáï á®£« á­® ä®à¬ã«¥ (2), ¯à¨ç¥¬ ¢ «¥¢®© ç áâ¨ | ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢¥ªâ®à  a,
¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ | ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢¥ªâ®à  a0. � ª®­¥æ, ¯®áª®«ìªã !� ¡¨¥ªâ¨¢­®, â® ®­® ¥áâì ¨§®-
¬®àä¨§¬.

� á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1 § ¯¨áì �M;e;a
q (X;A; x0) ¬®¦­® á®ªà â¨âì ¤® �M;e

q (X;A; x0).

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬ q £àã¯¯ë �M;e
q (X;A; x0) ¨ �M;e0

q (X;A; x0), ¯®áâà®¥­­ë¥
¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §«¨ç­ëå ¥¤¨­¨ç­ëå ¢¥ªâ®à®¢ e; e0 2M , ¨§®¬®àä­ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­® ¥¤¨­¨ç­ë¥ ¢¥ªâ®àë a 2 Me ¨ a0 2 Me0 . � ¯®¤-
¯à®áâà ­áâ¢¥ M0 = Me \Me0 ¢®§ì¬¥¬ ­¥ª®â®àë© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á (ej), j 2 J , ¨ ¤®-
áâà®¨¬ ¥£® ¢¥ªâ®à ¬¨ e, a ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® e0, a0 ¤® ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¡ §¨á®¢ ¢ M . � á-
á¬®âà¨¬ ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ! : M ! M , § ¤ ¢ ¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢ ¬¨ !(e0) = e,
!(a0) = a ¨ !(ej) = ej ¯à¨ j 2 J . �â®¡à ¦¥­¨¥ ! ¯¥à¥¢®¤¨â âà®©ªã (M;M n B�(M); Je0(M))
¢ âà®©ªã (M;M n B�(M); Je(M)) (á¬. (1)) ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K0 ®â­®á¨â¥«ì­® M ¯à¨
q < 0 ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® H ¯à¨ q � 0. �®¯®áâ ¢«ïï áä¥à®¨¤ã ' 2 FM;e

q (X;A; x0) áä¥à®¨¤
'0 = ' � ! 2 FM;e0

q (X;A; x0), ¯®«ãç¨¬ ¡¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ FM;e
q (X;A; x0) ­  FM;e0

q (X;A; x0).
�®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ ' �  , â® '0 �  0, ¨¡®, ¥á«¨ (�t) á®¥¤¨­ï¥â ' ¨  , â® (�t � !) ¡ã¤¥â á®¥¤¨­ïâì
'0 ¨  0. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬ ¡¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ !� : �M;e

q (X;A; x0) ! �M;e0

q (X;A; x0).
� «¥¥, ¯®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï,  ­ «®£¨ç­ë¥ ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¢ ª®­æ¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥-
­¨ï 1, ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® !� ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë �M;e;a

q (X;A; x0) = �M;e
q (X;A; x0) ­  £àã¯¯ã

�M;e0;a0

q (X;A; x0) = �M;e0

q (X;A; x0).

� á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2 ¬®¦­® ®¡®§­ ç¥­¨¥ �M;e
q (X;A; x0) á®ªà â¨âì ¤® �M

q (X;A; x0).

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �ãáâì M1 ¨ M2 | ¤¢  à §«¨ç­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  ¨«¨ ­ ¤¯à®áâà ­-

áâ¢  ¯à®áâà ­áâ¢  H ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ª®à §¬¥à­®áâ¨ q 2 Z. �®£¤  £àã¯¯ë �M1

q (X;A; x0) ¨
�M2

q (X;A; x0) ¨§®¬®àä­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ãç © q = 0 ®ç¥¢¨¤¥­. �á«¨ q > 0, â® M0 = M1 \M2 ¨¬¥¥â ®¤¨­ ª®¢ãî
ª®­¥ç­ãî ª®à §¬¥à­®áâì r > 0 ¢ M1 ¨ M2. �ë¡¥à¥¬ ¢ M0 ¯à®¨§¢®«ì­ë© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë©
¡ §¨á � = (aj), j 2 J , ¨ ¤®¯®«­¨¬ ¥£® ¯®áà¥¤áâ¢®¬ á¨áâ¥¬ e = b1; b2; : : : ; br ¨ e0 = c1; c2; : : : ; cr ¤®
®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¡ §¨á®¢ ¢ M1 ¨M2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¯à¥¤¥«¨¬ «¨­¥©­®¥ ®¡à â¨¬®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ ! : M2 ! M1 ä®à¬ã« ¬¨ !(ci) = bi, i = 1; 2; : : : ; r, ¨ !(aj) = aj , j 2 J . �§®¬¥âà¨ç¥áª®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥ ! ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K0(H) ¨ ¯¥à¥¢®¤¨â âà®©ªã (M2;M2 n B

�(M2); Je0(M2)) ¢
âà®©ªã (M1;M1 n B

�(M1); J2(M1)). �®«¥¥ â®£®, ®­® ¯®à®¦¤ ¥â ¡¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®-
¦¥áâ¢  FM1;e

q (X;A; x0) ­  FM2;e
0

q (X;A; x0) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ' ! '0 = ' � !, ¯à¨ç¥¬ á á®åà ­¥­¨¥¬
K0-£®¬®â®¯¨¨, â. ¥. ¨§ ' �  á«¥¤ã¥â '0 �  0. �¥¬ á ¬ë¬ ¯®à®¦¤ ¥âáï ¡¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ !� : �M1;e

q (X;A; x0) ! �M2;e
0

q (X;A; x0). �ë¡¥à¥¬ ­¥ª®â®àë© í«¥¬¥­â a 2 �. �®£¤  a 2
(M1)e \ (M2)e0 ¨ ¯®â®¬ã ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨© 1 ¨ 2 ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì �M1

q (X;A; x0) = �M1;e;a
q (X;A; x0)

¨ �M2

q (X;A; x0) = �M2;e
0;a

q (X;A; x0). �®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï,  ­ «®£¨ç­ë¥ ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¢ ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢ å ¯à¥¤«®¦¥­¨© 1 ¨ 2, ¬®¦­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® !� ¥áâì âà¥¡ã¥¬ë© ¨§®¬®àä¨§¬.

�ãáâì â¥¯¥àì q < 0 ¨ � = (aj), j 2 J , | ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á H. �®¯®«­¨¬ íâ®â ¡ §¨á
¯®áà¥¤áâ¢®¬ á¨áâ¥¬ b1; b2; : : : ; bjqj ¨ c1; c2; : : : ; cjqj ¤® ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¡ §¨á®¢ ¢ M1 ¨ M2 á®®â-
¢¥âáâ¢¥­­®. � «¥¥, ¯®«®¦¨¢ !(ci) = bi, i = 1; 2; : : : ; jqj, ¨ !(aj) = aj ¯à¨ j 2 J , ¯®«ãç¨¬ ¯à¨­ ¤-
«¥¦ é¥¥ ª« ááã K0 «¨­¥©­®¥ ®¡à â¨¬®¥ (¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥) ®â®¡à ¦¥­¨¥ ! :M2 !M1. �®¢â®àïï
â ª¨¥ ¦¥ à ááã¦¤¥­¨ï, ª®â®àë¥ ¡ë«¨ ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ ¯¥à¢®© ç áâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¯®«ãç¨¬ ¡¨-
¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ !� : �M1

q (X;A; x0) ! �M2

q (X;A; x0). � ª®­¥æ, ¢ë¡¨à ï ¢¥ªâ®à a 2 � ¤«ï
á«®¦¥­¨ï áä¥à®¨¤®¢, ª ª ¨ ¢ëè¥, ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® !� ¥áâì âà¥¡ã¥¬ë© ¨§®¬®àä¨§¬.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ q 2 Z á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  £àã¯¯  �M
q (X;A; x0) ­¥ § ¢¨á¨â ®â

¢ë¡®à  M . �®íâ®¬ã ¥¥ ¬®¦­® ®¡®§­ ç¨âì ç¥à¥§ �q(X;A; x0). �®áâà®¥­­ãî £àã¯¯ã �q(X;A; x0)
¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®© (®â­®á¨â¥«ì­®©) K0-£®¬®â®¯¨ç¥áª®© £àã¯¯®© (­¥ª®¬¯ ªâ­®£®
â¨¯ ) ª®à §¬¥à­®áâ¨ q 2 Z ¬­®¦¥áâ¢  X ¢ â®çª¥ x0 ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  A ¨«¨ ¯ àë
(X;A) ¢ â®çª¥ x0. � á«ãç ¥ A = fx0g ®­  ­ §ë¢ ¥âáï ( ¡á®«îâ­®©) K0-£®¬®â®¯¨ç¥áª®© £àã¯¯®©
ª®à §¬¥à­®áâ¨ q ¬­®¦¥áâ¢  X ¢ â®çª¥ x0 ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ �q(X;x0). � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥
K0-áä¥à®¨¤ë áãâì K0-®â®¡à ¦¥­¨ï ' : (M;M n B(M))! (X;x0).

�¥à¥©¤¥¬ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå K0-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯ .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. K0-áä¥à®¨¤ ' : (M;M n B�(M); Je(M)) ! (X;A; x0) ª®à §¬¥à­®áâ¨ q 2 Z
¯ àë (X;A) â®çª¨ x0 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì K0-áä¥à®¨¤®¬ ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯  (ª®à®ç¥ Kc

0-áä¥à®¨¤®¬),
¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥

c) ¤«ï «î¡®£® ª®¬¯ ªâ­®£® ¬­®¦¥áâ¢  C � (X n fx0g) ¬­®¦¥áâ¢® '�1(C)\B(M) ª®¬¯ ªâ­®,
¨ ¥á«¨ ®­® ­¥¯ãáâ®, â® ­  ­¥¬ â¥à¬¨­ «ì­ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï �'(x) ®â®¡à ¦¥­¨ï ' ®â«¨ç­  ®â ­ã«ï
¢áî¤ã.

�­ «®£¨ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâáïK0-£®¬®â®¯¨ï áä¥à®¨¤®¢ � : I�M ! X ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯  (ª®à®ç¥
Kc

0-£®¬®â®¯¨ï áä¥à®¨¤®¢) ¨ K
c
0-£®¬®â®¯­®áâì ¤¢ãå K

c
0-áä¥à®¨¤®¢.

�á¥ ®¯¨á ­­ë¥ ¢ëè¥ ª®­áâàãªæ¨¨ ¯à®å®¤ïâ ¨ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  K0-áä¥à®¨¤ë ¨ ¨å K0-
£®¬®â®¯¨¨ § ¬¥­ïîâáï Kc

0-áä¥à®¨¤ ¬¨ ¨ K
c
0-£®¬®â®¯¨ï¬¨ áä¥à®¨¤®¢ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � à¥§ã«ì-

â â¥ áâà®ïâáï ­®¢ë¥ £àã¯¯ë, ª®â®àë¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨K0-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨¬¨
£àã¯¯ ¬¨ ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯  (ª®à®ç¥ Kc

0-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨¬¨ £àã¯¯ ¬¨) ¨ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§
�c
q(X;A; x0).
� ª®­¥æ, ¥á«¨ ¢® ¢á¥å ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥­­ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨ïå ¨ ª®­áâàãªæ¨ïå ¢¬¥áâ® ª« áá  K0

¢§ïâì ª« áá K, â® ¯®«ãç¨¬ £àã¯¯ë ¤àã£®£® â¨¯ , ª®â®àë¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¡¥á-
ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ K-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨¬¨ £àã¯¯ ¬¨ ¨ K-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨¬¨ £àã¯¯ ¬¨ ª®¬¯ ªâ­®£®
â¨¯  ¯ àë (X;A) ¢ â®çª¥ x0 ¨ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ K�q(X;A; x0) ¨ K�c

q(X;A; x0) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �«ï ¯®«­®© ïá­®áâ¨ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë £àã¯¯ã �q(X;A; x0) ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§
�q(X;A; x0;H). � íâ®© á¢ï§¨ ®â¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® H ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®-
áâà ­áâ¢®¬ ª®­¥ç­®© ª®à §¬¥à­®áâ¨ n � 0 ¯à®áâà ­áâ¢  H�, â® ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì �q(X;A; x0;H) �=
�q+n(X;A; x0;H�) ¯à¨ «î¡®¬ q 2 Z. � «¥¥, ¥á«¨ £¨«ì¡¥àâ®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢  H1 ¨ H2 â ª®¢ë,
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çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® H � H1 \H2 ¨¬¥¥â ®¤­ã ¨ âã ¦¥ ª®­¥ç­ãî ª®à §¬¥à­®áâì ®â­®á¨â¥«ì­® H1 ¨
H2 ¨ X � H, â® ¯à¨ «î¡®¬ q 2 Z ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì �q(X;A; x0;H1) �= �q(X;A; x0;H2). �à¨¢¥¤¥­­ë¥
á®®â­®è¥­¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¨ ¤«ï ã¯®¬ï­ãâëå ¢ëè¥ £®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ¤àã£¨å â¨¯®¢.

3. �«ãç © á¥¯ à ¡¥«ì­®£® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ 

� íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® H ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬.
�ãáâì � = (en) | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¢ H,   Sq

�; T
q
� : H ! H | «¨­¥©-

­ë¥ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ®¯¥à â®àë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¯® ä®à¬ã« ¬

Sq
�(en) =

(
0 ¯à¨ n = 1; 2; : : : ; q;

en�q ¯à¨ n = q + 1; q + 2; : : : ;
(3)

T q
� (en) = en+q ¯à¨ n = 1; 2; : : : (4)

�¨ ®¤­® ¨§ íâ¨å ®â®¡à ¦¥­¨© ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K0, ­® ¨å ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¯à¨­ ¤«¥¦ â. �
¯®¬®éìî ª« áá  K0 ¯®áâà®¨¬ àï¤ ¤àã£¨å ª« áá®¢ K(q)

� (q | «î¡®¥ æ¥«®¥ ç¨á«®) ®â®¡à ¦¥­¨©
¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ H.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5. �ãáâì G ®âªàëâ® ¢ H,   f : G ! H | ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �« áá
K(q)

� ¯à¨ q � 0 ¡ã¤¥â á®áâ®ïâì ¨§ â ª¨å f , ª®â®àë¥ ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ f = ' � T q
� ,

£¤¥ ' ®¯à¥¤¥«¥­® ­  T q
� (G) ¨ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K0(H). �à¨ q � 0 f 2 K(q)

� , ¥á«¨ f ¬®¦­®
¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ f = S�q

� �  , £¤¥  2 K0(H).

�®åà ­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¯. 2, ¢ ç áâ­®áâ¨, B(H) = B, B�(H) = B� áãâì ¥¤¨­¨ç­ë©
§ ¬ª­ãâë© ¨ ®âªàëâë© è à ¢ H á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¨

Je1(H) = fx 2 H : (x; e1) � 0; x =2 Le1B
�(He1)g [ fx 2 H n B�(H) : (x1; e1) � 0g:

�ãáâì á­®¢  (X;A; x0) | ä¨ªá¨à®¢ ­­ ï ¯ã­ªâ¨à®¢ ­­ ï ¯ à  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¨§ H.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 6. �â®¡à ¦¥­¨¥ f : (H;H n B�; Je1(H))! (X;A; x0), ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ ª« ááã
K(q)

� , ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì K0-áä¥à®¨¤®¬ ¢â®à®£® à®¤  ª®à §¬¥à­®áâ¨ q 2 Z ¯ àë (X;A) ¢ â®çª¥ x0.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å áä¥à®¨¤®¢ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ F �;e
q (X;A; x0) ¨ ¢ ­¥¬ ¢¢¥¤¥¬ ®¯¥à æ¨î

á«®¦¥­¨ï, ®¯à¥¤¥«¨¢ áã¬¬ã f + g ¯® ä®à¬ã«¥

(f + g)(x) =

(
f(2x+ e2) ¯à¨ (x; e2) � 0;

g(2x� e2) ¯à¨ (x; e2) � 0:

� «¥¥, ¢ F �;e1
q (X;A; x0) ¢¢¥¤¥¬ ®â­®è¥­¨¥ £®¬®â®¯­®áâ¨. �ãáâì R| ç¨á«®¢ ï ¯àï¬ ï, I | ¥¥

¥¤¨­¨ç­ë© ®âà¥§®ª. � £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H� = R�H à áá¬®âà¨¬ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë©
¡ §¨á �� = (e0; e1; : : : ; en; : : : ), £¤¥ e0 = (1; 0),   � = (en) | à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ¢ëè¥ ¡ §¨á ¢ H.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 7. �ä¥à®¨¤ë f; g 2 F �;e1
q (X;A; x0) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì K0-£®¬®â®¯­ë¬¨ ¨ ¯¨á âì

f ' g, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ F : I � H ! X, ®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬¨
á¢®©áâ¢ ¬¨:

1) F ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã K(q)
�� ;

2) ¤«ï «î¡®£® t 2 I ®â®¡à ¦¥­¨¥ ft : H ! X, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢®¬ ft(x) = F (t; x),
x 2 H, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢ã F �;e1(X;A; x0);

3) f0 = f ¨ f1 = g.

�â®¡à ¦¥­¨¥ F ,   â ª¦¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á¥¬¥©áâ¢® (ft) ­ §ë¢ îâáï K0-£®¬®â®¯¨¥© áä¥à®-
¨¤®¢ ¢â®à®£® à®¤ , á®¥¤¨­ïîé¥© f ¨ g.
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�â­®è¥­¨¥ f ' g ¥áâì ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, F �;e1
q (X;A; x0) à §¡¨¢ -

¥âáï ­  ª« ááë íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ (£®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ ª« ááë), ¬­®¦¥áâ¢® ª®â®àëå ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§
��
q (X;A; x0). �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¥á«¨ f ' f 0 ¨ g ' g0,   (ft) ¨ (gt) | K0-£®¬®â®¯¨¨ áä¥à®¨¤®¢,

á®¥¤¨­ïîé¨¥ f á f 0 ¨ g á g0 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, â® (ft + gt) ¡ã¤¥â K0-£®¬®â®¯¨¥© áä¥à®¨¤®¢, á®-
¥¤¨­ïîé¥© f + g á f 0 + g0. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ®¯¥à æ¨î á«®¦¥­¨ï áä¥à®¨¤®¢ ¬®¦­® ª®àà¥ªâ­®
¯¥à¥­¥áâ¨ ­  £®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ ª« ááë, ¯®«®¦¨¢ [f ] + [g] = [f + g].

�¥®à¥¬  2. �­®¦¥áâ¢® ��
q (X;A; x0) ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï [f ] + [g] = [f + g]

®¡à §ã¥â ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî £àã¯¯ã.

�®ª § â¥«ìáâ¢®  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 1. �â¬¥â¨¬ «¨èì, çâ® ­ã«¥¢ë¬ í«¥-
¬¥­â®¬ â ª¦¥ á«ã¦¨â £®¬®â®¯¨ç¥áª¨© ª« áá ¯®áâ®ï­­®£® áä¥à®¨¤ ,   ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë¬ í«¥-
¬¥­â®¬ ¤«ï [f ] á«ã¦¨â ª« áá [f ], £¤¥ f 2 F �;e1

q (X;A; x0) | áä¥à®¨¤, á¨¬¬¥âà¨ç­ë© áä¥à®¨¤ã f
®â­®á¨â¥«ì­® £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ �0, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ãà ¢­¥­¨¥¬ xe1 = 0, â. ¥. f(x) = f(y) ¯à¨ ¢ë¯®«-
­¥­¨¨ ãá«®¢¨© (x+ y) 2 �0, (x� y)?�0.

�àã¯¯ã ��
q (X;A; x0) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®© K0-£®¬®â®¯¨ç¥áª®© £àã¯¯®© ¢â®à®£®

à®¤  ¯ àë (X;A) ¢ â®çª¥ x0.
�ãáâì M� = Rq � H1, (e�1; e

�
2; : : : ; e

�
q) | ª ­®­¨ç¥áª¨© ¡ §¨á ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rq

¨ �� = (e�1; : : : ; e
�
q ; e1; : : : ; en; : : : ), £¤¥ � = (e1; e2; : : : ; en; : : : ) | à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ¢ëè¥ ®àâ®­®à-

¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¢ H. �á­®, çâ® �� | ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¢ M�. � áá¬®âà¨¬ «¨­¥©­ë¥
®£à ­¨ç¥­­ë¥ ®¯¥à â®àë Sq

�� ; T q
�� :M� !M�, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ ¡ §¨á¥ �� ¯® ä®à¬ã« ¬ (3) ¨ (4).

�¥¬¬ . �«ï â®£® çâ®¡ë ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : H ! H ¯à¨ q < 0 ¨¬¥«® ¢¨¤ f = S�q
� � ', £¤¥

' 2 K0(H), ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë f ¬®¦­® ¡ë«® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ f = '� � S�q
�� ,

£¤¥ '� 2 K0(M�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. � ª ª ª ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x 2 H (T�q
�� � S�q

�� )(x) = x,
â® f = S�q

� �' = S�q
� �' �T�q

�� �S�q
�� = '� �S�q

�� , £¤¥ '� = S�q
� �' �T�q

�� . �®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥
'� :M ! H ¯à¨­ ¤«¥¦¨â K0(M�).

�ãáâì x�0 | ¯à®¨§¢®«ì­ ï â®çª  ¨§ M� ¨ " > 0. �®«®¦¨¬ x0 = T�q
�� (x�0); ¢ á¨«ã ' 2 K0(H)

áãé¥áâ¢ãîâ ®ªà¥áâ­®áâì U â®çª¨ x0 ¢ H, ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® Ln � H, ­ âï­ãâ®¥
­  ¯¥à¢ë¥ n ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  �, ¨ ç¨á«  � â ª¨¥, çâ® ¥á«¨ x; y 2 U ¨ x� y?Ln, â®

k'(x)� '(y)� �(x� y)k � "kx� yk: (5)

�®«®¦¨¬ U� = S�q
�� (U) ¨ L� = S�q

�� (Ln) [ L0, £¤¥ L0 | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® M�, ­ âï­ãâ®¥ ­ 
¯¥à¢ë¥ 2q ¢¥ªâ®à®¢ ¡ §¨á  ��. �á­®, çâ® U� | ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ x0 ¢ M�. �ãáâì x�; y� 2 U�

â ª¨¥, çâ® x� � y�?L�. �®£¤ 

k'�(x�)� '�(y�)� �(x� � y�)k =

= k(S�q
� � ' � T q

��)(x�)� (S�q
� � ' � T�q

�� )(y�)� �[(S�q
�� � T�q

�� )(x�)� (S�q
�� � T�q

�� )(y�)]k =

= k(S�q
� � ' � T�q

�� )(x�)� (S�q
� � ' � T�q

�� )(y�)� S�q
� [�(T�q

�� (x�)� T�q
�� (y�))]k �

� k'(T�q
�� (x))� '(T�q

�� (y�))� �(T�q
�� (x�)� T�q

�� (y�))k � "kT�q
�� (x�)� T�q

�� (y�)k = "kx� � y�k:

�¤¥áì ¯à¨­ïâ® ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ (5) ¨ â®, çâ® T�q
�� (x�); T�q

�� (y�) 2 U ¨ (T�q
�� (x�) � T�q

�� (y�))?Ln. �â ª,
ãá«®¢¨¥ a) ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ '� ªK0(M�) ¢ë¯®«­¥­®. �ë¯®«­¥­¨¥ ¦¥ ãá«®¢¨ï b) á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®,
çâ® '� ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï âà¥å ®â®¡à ¦¥­¨©, «®ª «ì­® ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î �¨¯è¨æ .

�®áâ â®ç­®áâì. �ãáâì â¥¯¥àì f = '� � S�q
�� , £¤¥ '� : M� ! H ¯à¨­ ¤«¥¦¨â K0(M�). � ª

ª ª S�q
� � T�q

� = idH , â® f = S�q
� � T�q

� � ' � S�q
�� = S�q

� � ', £¤¥ ' = T�q
� � '� � S�q

�� . �®¢â®àïï
à ááã¦¤¥­¨ï,  ­ «®£¨ç­ë¥ ¯à¥¤ë¤ãé¨¬, ¤®ª ¦¥¬, çâ® ' 2 K0(H).
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�¥®à¥¬  3. � á«ãç ¥ á¥¯ à ¡¥«ì­®£® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  H ®¡  ¯®¤å®¤  ª ¯®áâà®-

¥­¨î ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå K0-®â­®á¨â¥«ì­ëå £®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯ à ¢­®á¨«ì­ë, â. ¥. ¤«ï «î-

¡®£® q 2 Z ¨ ª ¦¤®© ¯ã­ªâ¨à®¢ ­­®© ¯ àë (X;A; x0) ¨§ H £àã¯¯ë ��
q (X;A; x0) ¨ �M

q (X;A; x0)
¨§®¬®àä­ë ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯à¨ «î¡®¬ ¢ë¡®à¥ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  � ¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ 

(á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ­ ¤¯à®áâà ­áâ¢ ) M ª®à §¬¥à­®áâ¨ q ¯à®áâà ­áâ¢  H.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ á«ãç © q � 0. �ãáâì � = (en),   fM | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®,
­ âï­ãâ®¥ ­  ¢¥ªâ®àë eq+1; eq+2; : : : ; eq+n; : : : � ª ª ª T q

� : (H;H n B�; Je1(H)) �= (fM; fM n

B�(fM); Jeq+1(fM )) ¨ Sq
� : (fM; fM n B�(fM); Jeq+1(fM )) �= (H;H n B�; Je1(H)), â® á®®â¢¥âáâ¢¨ï

'! ' � T q
� ¨ ' � T q

� ! (' � T q
� ) � S

q
� = ' ¯®à®¦¤ îâ ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï (®¡®§­ ç ¥-

¬ë¥ â¥¬¨ ¦¥ á¨¬¢®« ¬¨ (T q
� , S

q
�)

T q
� : F

eM;eq+1
q (X;A; x0)! F �;e1

q (X;A; x0)

¨

Sq
� : F

�;e1
q (X;A; x0)! F eM;eq+1

q (X;A; x0):

�à¨ íâ¨å ®â®¡à ¦¥­¨ïå á®åà ­ï¥âáï £®¬®â®¯­®áâì áä¥à®¨¤®¢, â. ¥. (' '  ), ('�T q
� '  �T q

� ). �
à¥§ã«ìâ â¥ ¢®§­¨ª îâ ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï (T q

� )� : �
eM;eq+1
q (X;A; x0)! ��;e1

q (X;A; x0)

¨ (Sq
�)� : �

�;e1
q (X;A; x0) ! � eM;eq+1

q (X;A; x0). �«ï ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï áä¥à®¨¤®¢, ¢ë¡à ¢ á®®â-
¢¥âáâ¢¥­­® ¢¥ªâ®àë eq+2 ¨ e2, ¬®¦¥¬ ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï (T q

� )� ¨ (Sq
�)� ï¢«ï-

îâáï ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë¬¨ ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¨, â. ¥. (T q
� )� : � eMq (X;A; x0) = � eM;eq+1;eq+2

q (X;A; x0) �=
��
q (X;A; x0) = ��;e1;e2

q (X;A; x0) ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬.
�ãáâì â¥¯¥àì q < 0 ¨ ¯ãáâì M� = Rjqj �H ¨ �� = (e�1; : : : ; e

�
jqj; e1; e2; : : : ; en; : : : ) | ®àâ®­®à¬¨-

à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¢ M�, ¯®«ãç ¥¬ë© ¤®¯®«­¥­¨¥¬ ¡ §¨á  �,   T�q
�� ; S�q

�� : M� ! M� | «¨­¥©­ë¥
®¯¥à â®àë, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ ¡ §¨á¥ �� ¯® ä®à¬ã« ¬ (3), (4). �à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¤®ª § ­­ãî
¢ëè¥ «¥¬¬ã ¨ ¯®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï,  ­ «®£¨ç­ë¥ ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¢ëè¥, ã¡¥¦¤ ¥¬áï ¢ â®¬, çâ®
®¯¥à â®àë T�q

�� , S�q
�� ¯®à®¦¤ îâ ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë ¬¥¦¤ã £àã¯¯ ¬¨ �M�

q (X;A; x0)
¨ ��

q (X;A; x0).
�ãáâì â¥¯¥àì ¡ §¨á � ¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ­ ¤¯à®áâà ­áâ¢®)M ª®à §¬¥à­®áâ¨

q 2 Z ¯à®áâà ­áâ¢  H ¯à®¨§¢®«ì­ë ¨ q � 0. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ fM ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ­ âï­ãâ®¥
­  ¡ §¨á­ë¥ ¢¥ªâ®àë eq+1; eq+2; : : : ; eq+n; : : : �®£¤  ¯® ¤®ª § ­­®¬ã ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ��

q (X;A; x0) �=

� eMq (X;A; x0),   ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ � eMq (X;A; x0) �= �M
q (X;A; x0).

�á«¨ ¦¥ q < 0, â®  ­ «®£¨ç­® ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ��
q (X;A; x0) �= �M�

q (X;A; x0) �= �M
q (X;A; x0).

�«¥¤áâ¢¨¥. �à¨ «î¡®¬ q 2 Z £àã¯¯  ��
q (X;A; x0) á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ­¥ § ¢¨á¨â

®â ¢ë¡®à  ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¡ §¨á  � ¯à®áâà ­áâ¢  H.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì �1 ¨ �2 | ¤¢  ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¡ §¨á  ¢ H ¨ M | ¯à®¨§¢®«ì­®¥
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ­ ¤¯à®áâà ­áâ¢®) ª®à §¬¥à­®áâ¨ q ¯à®áâà ­áâ¢  H. � á¨«ã
â¥®à¥¬ë 3 ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ë

��1
q (X;A; x0) �= �M

q (X;A; x0) �= ��2
q (X;A; x0):

� á«ãç ¥ á¥¯ à ¡¥«ì­®£® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ H ª ¦¤ãî ¨§ ¨§®¬®àä­ëå £àã¯¯ ��
q (X;A; x0)

¨ �M
q (X;A; x0) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®© K0-£®¬®â®¯¨ç¥áª®© £àã¯¯®© ª®à §¬¥à­®áâ¨

q 2 Z ¯ àë (X;A) ¢ â®çª¥ x0.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. � ª ¨ ¢ ¯. 2, áâà®ïâáï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¥ K0-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë ¢â®à®£®
à®¤  ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯ ,   â ª¦¥ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¥ K-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë ¢â®à®£® à®¤  ª ª
­¥ª®¬¯ ªâ­®£®, â ª ¨ ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯®¢.
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� ¬¥ç ­¨¥ 3. �¥®à¥¬  3 ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢®© ¨ ¤«ï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëåK0-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨å
£àã¯¯ ¢â®à®£® à®¤  ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯ ,   â ª¦¥ ¤«ï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå K-£®¬®â®¯¨ç¥áª¨å £àã¯¯
¢â®à®£® à®¤  ª ª ¤«ï ­¥ª®¬¯ ªâ­®£®, â ª ¨ ¤«ï ª®¬¯ ªâ­®£® â¨¯®¢.
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