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�â âìï ¯®á¢ïé¥­   «£¥¡à®-¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ á¨áâ¥¬ ¬ (���) ¢¨¤ 

Q1x
0

1 +Q2x
0

2 = R1x1 +R2x2 + f1;

0 = R3x1 +R4x2 + f2:

� ª¨¥ á¨áâ¥¬ë ¯® ®ç¥¢¨¤­ë¬ ¯à¨ç¨­ ¬ ç áâ® ­ §ë¢ îâáï ¯®«ãï¢­ë¬¨, ­® ¢ ¤ ­­®© áâ âì¥
ã¯®âà¥¡«ï¥âáï â¥à¬¨­ ¡«®ç­ë¥, â. ª. æ¥«ìî ï¢«ï¥âáï ãáâ ­®¢«¥­¨¥ ¯à¨§­ ª®¢ ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨
â ª¨å á¨áâ¥¬ ª ª« ááã ���, ¨¬¥îé¨å ¨­¤¥ªá 1 ¨ 2. �à¨ íâ®¬ ¨á¯®«ì§ãîâáï â®«ìª® á¢®©áâ¢ 
¡«®ª®¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ ¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë.

�­¤¥ªá á¨áâ¥¬ë ï¢«ï¥âáï ¢¥áì¬  ¢ ¦­®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© ���. �­ ®¯à¥¤¥«ï¥â áâ¥¯¥­ì
á«®¦­®áâ¨ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë ¨ ¯®¤áª §ë¢ ¥â á¯®á®¡ë ¯®áâà®¥­¨ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå  «£®à¨â¬®¢.

�«®ç­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¨­¤¥ªá  1 (¨ à¥¦¥ 2) ç áâ® ¢®§­¨ª îâ ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå (í«¥ªâà¨ç¥áª¨¥ ¨
£¨¤à ¢«¨ç¥áª¨¥ æ¥¯¨, ã¯à ¢«ï¥¬ë¥ á¨áâ¥¬ë, ®¯â¨¬ «ì­®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥, íª®­®¬¨ç¥áª¨¥ § ¤ ç¨
¨ â. ¤.). �«ï à¥è¥­¨ï ­¥«¨­¥©­ëå ��� ¨­¤¥ªá  1 ¯®«ãï¢­®£® â¨¯  ¯à¥¤« £ îâáï ¨ ç¨á«¥­­ë¥
¬¥â®¤ë (­ ¯à., [1]). � ¤ ­­®© áâ âì¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï «¨­¥©­ë©  ­ «®£ â ª¨å á¨áâ¥¬ (¯à ¢¤ , ¢
­¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á«ãç ¥) á ¢ë¢®¤®¬ ¯à®áâëå à ­£®¢ëå ªà¨â¥à¨¥¢ ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ á¨áâ¥-
¬ë ª á¨áâ¥¬ ¬ ¨­¤¥ªá  1.

�¥®à¥¬ë, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¥ ¨ ¤®ª § ­­ë¥ ­¨¦¥, ¯®«¥§­ë ¯à¨ á®áâ ¢«¥­¨¨ ¯à®£à ¬¬, à¥ -
«¨§ãîé¨å ¬¥â®¤ë à¥è¥­¨ï § ¤ ç, á¢ï§ ­­ëå á ¡«®ç­ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨.

1. �«£¥¡à®-¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¨ ¨å à¥è¥­¨¥

�®¤  «£¥¡à®-¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ á ¯®áâ®ï­­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨ ¯®­¨¬ îâáï á¨áâ¥-
¬ë ¢¨¤ 

A
dx(t)
dt

= Bx(t) + f(t); t 2 [0; T ]; (1.1)

£¤¥ ¬ âà¨æë A ¨ B ï¢«ïîâáï ª¢ ¤à â­ë¬¨, ¯à¨ç¥¬ detA = 0.
�§¢¥áâ­® ([2], á. 28), çâ® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ª¢ ¤à â­ë¥ ¬ âà¨æë C0; C1; : : : , çâ® à¥è¥­¨¥

á¨áâ¥¬ë (1.1) á¢®¤¨âáï ª à¥è¥­¨î á¨áâ¥¬ë

dx(t)
dx

= C0Bx(t) +
kX
i=0

�
d

dt

�i
[Cif(t)]; (1.2)

(E � C0A)x(t) =
kX
i=1

�
d

dt

�i�1
[Cif(t)]: (1.3)

�á«¨ à¥çì ¨¤¥â ® à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ë (1.1) ¯à¨ ­ ç «ì­®¬ ¤ ­­®¬ x(0) = a, â® ãà ¢­¥­¨¥ (1.3)
¬®¦­® ã¤®¢«¥â¢®à¨âì â®«ìª® ¢ ­ ç «ì­®© â®çª¥ t = 0. �á¥ ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ­ ç «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥
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ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢­¥­¨î

(E � C0A)a =
kX
i=1

�
d

dt

�i�1
[Cif(t)]

��
t=0

:

� âà¨æë C0; C1; : : : , ¢å®¤ïé¨¥ ¢ á¨áâ¥¬ã (1.2){(1.3), ­ §ë¢ îâáï ¡ §®¢ë¬¨, ¨ ¤«ï ¨å ¢ëç¨-
á«¥­¨ï áãé¥áâ¢ãîâ ª®­áâàãªâ¨¢­ë¥ ¬¥â®¤ë, ¨§«®¦¥­­ë¥ ¢ [2].

� §®¢ë¥ ¬ âà¨æë ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë

ACi �BCi+1 = �0iE; i = 0; 1; : : : ; k � 1;

ACk = 0;
(1.4)

£¤¥ �0i | á¨¬¢®« �à®­¥ª¥à .
� ¨¬¥­ìè¥¥ ç¨á«® k, ¯à¨ ª®â®à®¬ á¨áâ¥¬  (1.4) ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥, ­ §ë¢ ¥âáï ¨­¤¥ªá®¬ ¯ àë

¬ âà¨æ (A;B) (¨«¨ á¨áâ¥¬ë (1.1)). �á­®, çâ® ¥á«¨ á¨áâ¥¬  (1.1) à §à¥è¨¬  ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ k0 � 0,
â® ®­  à §à¥è¨¬  ¨ ¯à¨ ¢á¥å k > k0. � ¬¥â¨¬, çâ® ¨­¤¥ªá ¯ àë ¬ âà¨æ (A;B) ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â ¨å
¯®àï¤®ª.

�«ï ¬ âà¨æë, áâ®ïé¥© ¢ «¥¢®© ç áâ¨ á¨áâ¥¬ë (1.4), ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥

Ik =

0
BBBB@

A �B 0 : : : 0 0
0 A �B : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : A �B

0 0 0 : : : 0 A

1
CCCCA :

� âà¨æ  Ik ¨¬¥¥â (k+1) ¡«®ç­ëå áâà®ª ¨ ¯®àï¤®ª, à ¢­ë© n(k+1), £¤¥ n| ¯®àï¤®ª ¬ âà¨æ
A ¨ B.

�®£« á­® â¥®à¥¬¥ �à®­¥ª¥à {� ¯¥«¨ á¨áâ¥¬  (1.4) à §à¥è¨¬  ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥,
ª®£¤ 

rank Ik = rank
�
Ik E

�
;

â. ¥. (¯®á«¥ í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©)

rankIk = n+ rankIk�1: (1.5)

�¥®¡å®¤¨¬® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢á¥ íâ¨ à¥§ã«ìâ âë á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  ¯ à  ¬ âà¨æ
(A;B) ¨§ á¨áâ¥¬ë (1.1) ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­®©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. � à  ª¢ ¤à â­ëå ¬ âà¨æ (A;B) ­ §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà­®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
ç¨á«® ", ¯à¨ ª®â®à®¬ ¬ âà¨æ  (B � "A) ï¢«ï¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, â. ¥. det(B � "A) 6= 0.

2. �« áá à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á¨áâ¥¬

B ¤ ­­®© áâ âì¥ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì  «£¥¡à®-¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ á¨áâ¥¬ë, ¨¬¥îé¨¥ á«¥-
¤ãîéãî ¡«®ç­ãî áâàãªâãàã:

Ax0 = Bx+ f; (2.1)

£¤¥

A =
�
Q1 Q2

0 0

�
; B =

�
R1 R2

R3 R4

�
; (2.2)

x =
�
x1
x2

�
; f =

�
f1
f2

�
;

Q1, Q2, R1, R2, R3, R4 | ¯®¤¬ âà¨æë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® à §¬¥à®¢ m � m, m � p, m � m, m � p,
p�m, p� p, â ª çâ® n = m+ p, £¤¥ n | ¯®àï¤®ª ¬ âà¨æ A ¨ B.
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�¥®à¥¬  2.1. �«ï â®£® çâ®¡ë ¯ à  ¬ âà¨æ (2:2), ¢ ª®â®à®© detR4 6= 0, ¡ë«  à¥£ã«ïà­®©,
­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ «® â ª®¥ ç¨á«® ", ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢ë¯®«­¥­® ­¥à -

¢¥­áâ¢®

det[(R1 �R2R
�1

4
R3)� "(Q1 �Q2R

�1

4
R3)] 6= 0: (2.3)

�®ª § â¥«ìáâ¢® á¢®¤¨âáï ª ãáâ ­®¢«¥­¨î ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¬ âà¨æ  (B � "A) ¨¬¥¥â
®¡à â­ãî.

� ¬¥ç ­¨¥ 2.1. � á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯ àë ¬ âà¨æ ¢¨¤  (2.2) ¨§ à¥£ã«ïà­®áâ¨, ®ç¥¢¨¤­®,
á«¥¤ã¥â, çâ® ¯ à  ¬ âà¨æ

�
R3 R4

�
¨¬¥¥â ¯®«­ë© à ­£, â. ¥. rank

�
R3 R4

�
= p.

3. �«®ç­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¨ ¨å ¡ §®¢ë¥ ¬ âà¨æë

�á«®¢¨¥¬ ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ ¡«®ç­®© á¨áâ¥¬ë (2.1) ª ª« ááã á¨áâ¥¬ ¨­¤¥ªá  k ï¢«ï¥âáï á¯à -
¢¥¤«¨¢®áâì à ¢¥­áâ¢  (1.5), ¢ ª®â®à®¬

Ik =

0
BBBBBBBBBBB@

Q1 Q2 �R1 �R2 0 0 : : : 0 0 0 0
0 0 �R3 �R4 0 0 : : : 0 0 0 0
0 0 Q1 Q2 �R1 �R2 : : : 0 0 0 0
0 0 0 0 �R3 �R4 : : : 0 0 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 0 0 : : : Q1 Q2 �R1 �R2

0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 �R3 �R4

0 0 0 0 0 0 : : : 0 0 Q1 Q2

1
CCCCCCCCCCCA

: (3.1)

�«ï ­¥ª®â®àëå ç áâ® ¢áâà¥ç îé¨åáï ­  ¯à ªâ¨ª¥ ¡«®ç­ëå á¨áâ¥¬ ¤ ­­ãî ä®à¬ã«¨à®¢ªã
¬®¦­® §­ ç¨â¥«ì­® ã¯à®áâ¨âì. � ¨¬¥­­®, á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ â¥®à¥¬ë.

�¥®à¥¬  3.1. �ãáâì ¢ á¨áâ¥¬¥

�
Q1 Q2

0 0

�
x0 =

�
R1 R2

R3 R4

�
x+ f (3.2)

¬ âà¨æ 
�
Q1 Q2

R3 R4

�
­¥®á®¡¥­­ ï. �®£¤  á¨áâ¥¬  (1:4) à §à¥è¨¬  ¯à¨ «î¡®¬ k � 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ãï ­¥®á®¡¥­­®áâì ¬ âà¨æë
�
Q1 Q2

R3 R4

�
, á ¯®¬®éìî í«¥¬¥­â à­ëå

¯à¥®¡à §®¢ ­¨© «¥£ª® ¯®«ãç¨âì à ¢¥­áâ¢ 

rankIk = k(m+ p) + rank
�
Q1 Q2

�
;

rankIk�1 = (k � 1)(m + p) + rank
�
Q1 Q2

�
:

�âáî¤  á«¥¤ãîâ (1.5), (3.1).

�¥®à¥¬  3.2. �á«¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë (3:2) ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥

det
�
Q1 Q2

R3 R4

�
6= 0;

â® íâ  á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â ¨­¤¥ªá 1.
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�®ª § â¥«ìáâ¢® á¢®¤¨âáï ª ¢ëç¨á«¥­¨î à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (1.4). �â  á¨áâ¥¬  ¤«ï ­ è¥©
¡«®ç­®© áâàãªâãàë ¢ë£«ï¤¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�
Q1 Q2

0 0

��
C01 C02

C03 C04

�
=
�
R1 R2

R3 R4

��
C11 C12

C13 C14

�
+
�
E 0
0 E

�
;

�
Q1 Q2

0 0

��
Ci+1 1 Ci+1 2

Ci+1 3 Ci+1 4

�
=
�
R1 R2

R3 R4

��
Ci+2 1 Ci+2 2

Ci+2 3 Ci+2 4

�
; i = 0; : : : ; k � 2; (3.3)

�
Q1 Q2

0 0

��
Ck1 Ck2

Ck3 Ck4

�
=
�
0 0
0 0

�
:

�¡®§­ ç¨¬

Ci =
�
Ci1 Ci2

Ci3 Ci4

�
:

�à¥®¡à §ã¥¬ á¨áâ¥¬ã (3.3), ¢ë¤¥«¨¢ ¢ ­¥© ­¥®¡å®¤¨¬ãî ¬ âà¨æã, ¨ ¯®«ãç¨¬

�
Q1 Q2

R3 R4

�
Ck =

�
0 0
0 0

�
;

�
Q1 Q2

R3 R4

�
Ci+1 =

�
R1 R2

0 0

�
Ci+2; i = 1; : : : ; k � 2;

�
Q1 Q2

R3 R4

�
C1 +

�
0 0
0 E

�
=
�
R1 R2

0 0

�
C2;

�
Q1 Q2

0 0

�
C0 =

�
R1 R2

0 0

�
C1 +

�
E 0
0 0

�
:

�ç¨âë¢ ï, çâ® det
�
Q1 Q2

R3 R4

�
6= 0, ¢¨¤¨¬, çâ® ¬ âà¨æë Ci, i = 2; : : : ; k, ®ª §ë¢ îâáï ­ã«¥¢ë¬¨.

�â® ª á ¥âáï ¡ §®¢ëå ¬ âà¨æ C0, C1, â® ¬ âà¨æ  C1 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤­®§­ ç­® ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤

C1 =
�
Q1 Q2

R3 R4

��1 �
0 0
0 �E

�
:

�«ï ¬ âà¨æë ¦¥ C0 (¢á«¥¤áâ¢¨¥ à §à¥è¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (1.4)) ¬®¦­® ¢§ïâì ®¤­ã ¨§ ¥¥ ¢®§¬®¦-
­ëå ä®à¬

C0 =
�
Q1 Q2

�+ ��
R1 R2

�
C1 +

�
E 0

��
;

£¤¥ §­ ª + ®¡®§­ ç ¥â ¯á¥¢¤®®¡à â­ãî ¬ âà¨æã.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬¨­¨¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨¥ k, ¯à¨ ª®â®à®¬ á¨áâ¥¬  (1.4) à §à¥è¨¬ , ¥áâì

k = 1. �

�¥®à¥¬  3.3. �ãáâì ¢ á¨áâ¥¬¥ (3:2) ¬ âà¨æ 
�
Q1 Q2

�
¨¬¥¥â ¯®«­ë© à ­£, â. ¥.

rank
�
Q1 Q2

�
= m. �«ï â®£® çâ®¡ë íâ  á¨áâ¥¬  ¨¬¥«  ¨­¤¥ªá 1, ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç-

­®, çâ®¡ë ¬ âà¨æ 
�
Q1 Q2

R3 R4

�
¡ë«  ­¥®á®¡¥­­®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 3.2.

�¥®¡å®¤¨¬®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
�
Q1 Q2

R3 R4

�
ï¢«ï¥âáï ®á®¡¥­­®©, â®£¤ 

rank
�
Q1 Q2

R3 R4

�
< n;

rankI1 < m+ n = 2m+ p;

¢ â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¨§ à ¢¥­áâ¢ (1.5), (3.1) á«¥¤ã¥â

rankI1 = n+ rank
�
Q1 Q2

�
= 2m+ p:

�®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢®.
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� ¬¥ç ­¨¥ 3.1. �ç¥¢¨¤­®, ¥á«¨ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 3.3 ¢ë¯®«­¥­ë, â® á¨áâ¥¬  (3.2) «¥£ª®
á¢®¤¨âáï ª á¨áâ¥¬¥ ¢¨¤ 

�
Q1 Q2

R3 R4

��
x01
x02

�
=
�
R1 R2

0 0

��
x1
x2

�
+
�
f1
�f 02

�

á ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© ¬ âà¨æ¥© ¯à¨ ¯à®¨§¢®¤­ëå, ­ ç «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¤«ï ª®â®à®© ¤®«¦­ë ã¤®¢«¥-
â¢®àïâì ãá«®¢¨î

R3x1(0) +R4x2(0) + f2(0) = 0:

�¥è ï ¤«ï íâ®£® á«ãç ï á¨áâ¥¬ã (1.4), ¯à¨ k = 1 ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¡ §®¢ë¥ ¬ âà¨æë:

C0 =
�
Q1 Q2

R3 R4

��1

; C1 = 0:

�§ â¥®à¥¬ë 3.3 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤áâ¢¨¥, ¤®ª § ­­®¥ à §­ë¬¨ á¯®á®¡ ¬¨ ([3], á. 115; [4], á. 11).

�«¥¤áâ¢¨¥ 3.1. �«ï â®£® çâ®¡ë á¨áâ¥¬ 

�
E 0
0 0

��
x01
x02

�
=
�
R1 R2

R3 R4

��
x1
x2

�
+
�
f1
f2

�
(3.4)

¨¬¥«  ¨­¤¥ªá 1, ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë ¬ âà¨æ  R4 ¡ë«  ­¥®á®¡¥­­®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï á¨áâ¥¬ë (3.4) ¢ë¯®«­¥­ë ¢á¥ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 3.3. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,
¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ Q1 = E, Q2 = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, rank

�
Q1 Q2

�
= m ¨ ¬ âà¨æ 

�
Q1 Q2

R3 R4

�
=
�
E 0
R3 R4

�

ï¢«ï¥âáï ­¥®á®¡¥­­®© ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  detR4 6= 0.

�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï Q = Q1 �Q2R
�1

4 R3, R = R1 �R2R
�1

4 R3.

�¥®à¥¬  3.4. �¨áâ¥¬  (1:4), ¢ ¯ à¥ ¬ âà¨æ (2:2) ª®â®à®© detR4 6= 0, á®¢¬¥áâ­  â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

rank

0
BBBBBBB@

Q1 Q2 �R 0 : : : 0 0
0 0 Q �R : : : 0 0
0 0 0 Q : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : Q �R

0 0 0 0 : : : 0 Q

1
CCCCCCCA
= m+ rank

0
BBBB@

Q1 Q2 �R 0 : : : 0
0 0 Q �R : : : 0
0 0 0 Q : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : Q

1
CCCCA ; (3.5)

£¤¥ ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ¬ âà¨æ  ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì (km+1)� (km+2),   ¢ ¯à ¢®© | ((k�1)m+1)�
((k � 1)m+ 2).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ­¥®¡å®¤¨¬®£® ¨ ¤®áâ â®ç­®£® ãá«®¢¨ï (1.5) á ¯®¬®-
éìî í«¥¬¥­â à­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ­ ¤ ¢å®¤ïé¨¬¨ ¢ ¬ âà¨æë ¡«®ª ¬¨ á ãç¥â®¬ ­¥®á®¡¥­­®áâ¨
¬ âà¨æë R4. �

�¥®à¥¬  3.5. �á«¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ (3:2) ¬ âà¨æë R4 ¨ Q ­¥®á®¡¥­­ë¥, â® à ¢¥­áâ¢® à ­£®¢

(3:5) (  á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ (1:5)) ¢ë¯®«­¥­® ¯à¨ ¢á¥å k � 1.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «¥¢®© ç áâ¨ (3.5), ãç¨âë¢ ï, çâ® detQ 6= 0, ¯®«ãç¨¬

rank

0
BBBBBBB@

Q1 Q2 �R 0 : : : 0 0
0 0 Q �R : : : 0 0
0 0 0 Q : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : Q �R

0 0 0 0 : : : 0 Q

1
CCCCCCCA
= km+ rank

�
Q1 Q2

�
;

  ¤«ï ¯à ¢®© |

m+ rank

0
BBBB@

Q1 Q2 �R 0 : : : 0
0 0 Q �R : : : 0
0 0 0 Q : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : Q

1
CCCCA = m+ (k � 1)m+ rank

�
Q1 Q2

�
:

�®«ãç¥­­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï à ¢­ë.

�¥®à¥¬  3.6. �á«¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë (3:2) ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï detR4 6= 0 ¨ detQ 6= 0, â® á¨áâ¥-
¬  ¨¬¥¥â ¨­¤¥ªá 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨áâ¥¬ã (3.3), ¯®«ãç¥­­ãî ¤«ï ­ è¥© ¡«®ç­®© áâàãªâãàë, ãç¨âë¢ ï, çâ®
detR4 6= 0, § ¯¨è¥¬ ¢ ¢¨¤¥

Q1C01 +Q2C03 = RC11 +E; Ci3 = �R
�1

4 R3Ci1;

Q1C02 +Q2C04 = RC12 �R2R
�1

4 ; Ci4 = �R
�1

4 R3Ci2; i = 2; : : : ; k;

C13 = �R
�1

4 R3C11; QCi1 = RCi+1 1;

C14 = �R
�1
4 R3C12 �R�1

4 ; QCi2 = RCi+1 2; i = 2; : : : ; k � 1;

QC11 = RC21; QCk1 = 0;

QC12 �Q2R
�1

4 = RC22; QCk2 = 0:

(3.6)

� «¥¥, ¨á¯®«ì§ãï ãá«®¢¨¥ detQ 6= 0, ¢¨¤¨¬, çâ® ®¤­  ç áâì ¡«®ª®¢ ¬ âà¨æ Ci, i = 2; : : : ; k,
á®áâ®¨â ¨§ ­ã«¥¢ëå ¬ âà¨æ,   ¤àã£ ï | ¨§ ¯à®¨§¢®«ì­ëå. �à®¨§¢®«ì­ë¥ ¡«®ª¨ ¬®¦­® ¯®«®¦¨âì
à ¢­ë¬¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ­ã«î, â ª çâ® á¨áâ¥¬  (1.4) ®ª §ë¢ ¥âáï à §à¥è¨¬®© ¯à¨ k = 1.

� §®¢ë¥ ¬ âà¨æë ¤«ï â ª®© á¨áâ¥¬ë ¢ë£«ï¤ïâ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

C0 =
�
Q1 Q2

�+ �
E RQ�1Q2R

�1
4 �R2R

�1
4

�
;

C1 =
�
0 Q�1Q2R

�1
4

0 �R�1
4 R3Q

�1Q2R
�1
4 �R�1

4

�
:

�¥®à¥¬  3.7. �á«¨ ¢ à¥£ã«ïà­®© á¨áâ¥¬¥ (3:2) ¬ âà¨æ  R4 ­¥®á®¡¥­­ ï, a Q = 0, â® à -
¢¥­áâ¢® à ­£®¢ (3:5) (  á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ (1:5)) ¢ë¯®«­¥­® ¯à¨ ¢á¥å k � 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥®¡à §ã¥¬ «¥¢ãî ¨ ¯à ¢ãî ç áâ¨ (3.5), ãç¨âë¢ ï á«¥¤ãîé¥¥. � ª ª ª
¯ à  ¬ âà¨æ (2.2) à¥£ã«ïà­  ¨ Q = Q1 � Q2R

�1

4 R3 = 0, â® á®£« á­® ­¥à ¢¥­áâ¢ã (2.3) ¬ âà¨æ 
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R = R1 �R2R
�1
4 R3 ­¥®á®¡¥­­ ï. �® â®£¤ 

rank

0
BBBBBBB@

Q1 Q2 �R 0 : : : 0 0
0 0 Q �R : : : 0 0
0 0 0 Q : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : Q �R

0 0 0 0 : : : 0 Q

1
CCCCCCCA
= km;

m+ rank

0
BBBB@

Q1 Q2 �R 0 : : : 0
0 0 Q �R : : : 0
0 0 0 Q : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 0 : : : Q

1
CCCCA = m+ (k � 1)m;

â. ¥. à ¢¥­áâ¢® (3.5) ¢ë¯®«­¥­®.

� ¬¥ç ­¨¥ 3.2. �á«¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë (3.2) ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 3.7, â® íâ  á¨áâ¥¬ 
¨¬¥¥â ¨­¤¥ªá 1 ¨«¨ 2, ¯à¨ç¥¬ ¨­¤¥ªá 1 ¢®§¬®¦¥­ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¬ âà¨æë Q1 ¨ Q2

­ã«¥¢ë¥.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ íâ®£® § ¬¥ç ­¨ï ¯à¥®¡à §ã¥¬ á¨áâ¥¬ã (3.6):

Q1C01 +Q2C03 = RC11 +E; RC22 = �Q2R
�1

4 ;

Q1C02 +Q2C04 = RC12 �R2R
�1

4 ; Ci3 = �R
�1

4 R3Ci1;

C13 = �R�1

4 R3C11; Ci4 = �R�1

4 R3Ci2; i = 2; : : : ; k; (3.7)

C14 = �R�1

4 R3C12 �R�1

4 ; RCi+1 1 = 0;

RC21 = 0; RCi+1 2 = 0; i = 2; : : : ; k � 1:

�§ ¯®á«¥¤­¨å ç¥âëà¥å à ¢¥­áâ¢ (3.7) ¢¨¤­®, çâ® ¡«®ª¨ ¬ âà¨æ Ci, i = 3; : : : ; k, ­ã«¥¢ë¥ ¨«¨
¯à®¨§¢®«ì­ë¥. �®« £ ï ¨å ­ã«¥¢ë¬¨, à áá¬®âà¨¬ ¤¢¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨.

1. �¨áâ¥¬  ¨­¤¥ªá  2.

�¥®à¥¬  3.8. �á«¨ ¢ à¥£ã«ïà­®© á¨áâ¥¬¥ (3:2) detR4 6= 0 ¨ Q = 0, â® á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â

¨­¤¥ªá 2.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥ç ­¨ï 3.2.
�«ï íâ®© á¨áâ¥¬ë ¡ §®¢ë¥ ¬ âà¨æë ¬®£ãâ ¢ë£«ï¤¥âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

C0 =
�
Q1 Q2

�+ �
E �R2R

�1
4

�
;

C1 =
�
0 0
0 �R�1

4

�
; C2 =

�
0 �R�1Q2R

�1

4

0 R�1R3R
�1Q2R

�1
4

�
:

2. �¨áâ¥¬  ¨­¤¥ªá  1. �à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ 3.7 ¨ 3.8 ¤«ï ¨­¤¥ªá  1 á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  3.9. �ãáâì ¢ à¥£ã«ïà­®© á¨áâ¥¬¥ (3:2) detR4 6= 0 ¨ Q = 0. �®£¤  ¯ à  ¬ âà¨æ ¢

­¥© ¨¬¥¥â ¨­¤¥ªá 1, â®«ìª® ¥á«¨ ¬ âà¨æë Q1 ¨ Q2 ï¢«ïîâáï ­ã«¥¢ë¬¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ à¥£ã«ïà­®áâ¨ á¨áâ¥¬ë ¨ ãá«®¢¨ï Q = 0 ¢ á¨«ã ­¥à ¢¥­áâ¢  (2.3) á«¥-
¤ã¥â detR 6= 0. �® â®£¤  ¨§ à ¢¥­áâ¢  (3.5), ª®â®à®¥ ¤«ï á¨áâ¥¬ë ¨­¤¥ªá  1 ¨¬¥¥â ¢¨¤

rank
�
Q1 Q2 �R

0 0 Q

�
= m+ rank

�
Q1 Q2

�

¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥­áâ¢® rank
�
Q1 Q2

�
= 0, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ âà¨æë Q1 ¨ Q2 ­ã«¥¢ë¥.
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� §®¢ë¥ ¬ âà¨æë ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

C0 = 0; C1 =
�

�R�1 R�1R2R
�1

4

R�1

4 R3R
�1 �R�1

4 R3R
�1R2R

�1

4 �R�1

4

�
:

�®£¤  ��� ¯à¥¢à é ¥âáï ¢  «£¥¡à ¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã,   ¡ §®¢ë¥ ¬ âà¨æë ¨ ãà ¢­¥­¨¥ (1.3) ¯®-
§¢®«ïîâ ¯®«ãç¨âì ¥¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥�

x1(t)
x2(t)

�
= C1

�
f1(t)
f2(t)

�
:

�à¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å ¯à¨¬¥­¥­¨ïå áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ëå â¥®à¥¬ ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì à ¢¥­áâ¢®
rank(A) = spur(A+A) = spur(AA+). �«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ¯á¥¢¤®®¡à â­®© ¬ âà¨æë A+ å®à®è® § à¥-
ª®¬¥­¤®¢ « á¥¡ï ¬¥â®¤ � ¤¤¥¥¢ , á¯¥æ¨ «ì­® ¯à¨á¯®á®¡«¥­­ë© ¤«ï íâ¨å æ¥«¥© ([2], á. 53).
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