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1. �¢¥¤¥¨¥

�®¦¥áâ¢® A � !  §ë¢ ¥âáï d{à¥ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬ë¬ (d-à.¯. ), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ à¥-
ªãàá¨¢® ¯¥à¥ç¨á«¨¬ë¥ (à.¯.) ¬®¦¥áâ¢  A1 ¨ A2 â ª¨¥, çâ® A = A1 �A2. �ìîà¨£®¢  áâ¥¯¥ì
 §ë¢ ¥âáï d-à.¯. áâ¥¯¥ìî, ¥á«¨ ®  á®¤¥à¦¨â d-à.¯. ¬®¦¥áâ¢®; d-à.¯. áâ¥¯¥ì  §ë¢ ¥âáï á®¡-
áâ¢¥® d-à.¯. , ¥á«¨ ®  ¥ ï¢«ï¥âáï à.¯. áâ¥¯¥ìî (¥ á®¤¥à¦¨â à.¯. ¬®¦¥áâ¢).

� ¤ ®© áâ âì¥ ¨§ãç ¥âáï ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ à.¯. ¨ d-à.¯. áâ¥¯¥¥©. �.�.�ã¯¥à ¨ �.�¨ [3] ¢¢¥-
«¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨§®«¨à®¢ ®© d-à.¯. áâ¥¯¥¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: d-à.¯. áâ¥¯¥ì d  §ë¢ ¥âáï
¨§®«¨à®¢ ®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â à.¯. áâ¥¯¥ì a < d â ª ï, çâ® ¬¥¦¤ã ¨¬¨ ¥â à.¯. áâ¥¯¥¥©.
�áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦® à áè¨à¨âì ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨§®«¨à®¢ ëå d-à.¯. áâ¥¯¥¥©,  ¯à¨-
¬¥à, ¨§ãç âì ¥ ¨¦¨© ª®ãá à.¯. áâ¥¯¥¥© ¯®¤ d-à.¯. áâ¥¯¥ìî,   ¢¥àå¨© ª®ãá à.¯. áâ¥¯¥¥©
 ¤ d-à.¯. áâ¥¯¥ìî. �®£¤  ¨§®«¨à®¢ ãî áâ¥¯¥ì ¢ â¥à¬¨ å ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬®¦®
 §¢ âì ¨§®«¨à®¢ ®© á¨§ã (���) ¨ ¯®   «®£¨¨ ¢¢¥áâ¨ ®¢®¥

�¯à¥¤¥«¥¨¥. d-à.¯. áâ¥¯¥ì d  §ë¢ ¥âáï ¨§®«¨à®¢ ®© á¢¥àåã (��� ), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
à.¯. áâ¥¯¥ì b > d â ª ï, çâ® ¬¥¦¤ã d ¨ b ¥â à.¯. áâ¥¯¥¥©. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ®   §ë¢ ¥âáï
¥¨§®«¨à®¢ ®© á¢¥àåã. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® áâ¥¯¥¨ d ¨ b ®¡à §ãîâ ¨§®«¨à®¢ ãî á¢¥àåã

¯ àã, ¨ ®¡®§ ç âì hd;bi.

� 1984 £. �.�í© ¨ �.�®à (¥®¯ã¡«¨ª®¢ ®) ¯àï¬®© ª®áâàãªæ¨¥© ¯®áâà®¨«¨ d-à.¯. áâ¥¯¥ì
d â ªãî, çâ® ¬¥¦¤ã d ¨ 00 ¥â à.¯. áâ¥¯¥¥©, â.¥. ä ªâ¨ç¥áª¨ ¤®ª § «¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨§®«¨à®-
¢ ®© á¢¥àåã ¯ àë hd;00i. �®á«¥ â®£®, ª ª �.�.�ã¯¥à, �.�¥¬¯¯ ¨ �.�®âá® [2] ¤®ª § «¨, çâ®
d-à.¯. áâ¥¯¥¨ ¯«®âë ¢ áâàãªâãà¥ à.¯. áâ¥¯¥¥©, ¥áâ¥áâ¢¥® áâ ¢¨âì ¢®¯à®á ® ¯«®â®áâ¨ ¢ à.¯.
áâ¥¯¥ïå «î¡®£® ª« áá  d-à.¯. áâ¥¯¥¥© á ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢®¯à®áë ®
¯«®â®áâ¨ ��� d-à.¯. áâ¥¯¥¥© ¨ ¥¨§®«¨à®¢ ëå á¨§ã d-à.¯. áâ¥¯¥¥©, ¯®áâ ¢«¥ë¥ ¢ [3],
à¥è¥ë ¯®«®¦¨â¥«ì® ¢ [4] ¨ [1] á®®â¢¥âáâ¢¥®. �â®á¨â¥«ì® ��� d-à.¯. áâ¥¯¥¥© ¢ íâ®¬  -
¯à ¢«¥¨¨ ¬ë ¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¨å \¤®áâ â®ç® ¬®£®". � ¨¬¥®, ¢ â¥®à¥¬¥ 1 ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ®
 ¤ «î¡®© ¥¯®«®© à.¯. áâ¥¯¥ìî ¢ â®¬ ¦¥ á ¬®¬ ª« áá¥ áª çª®¢ áãé¥áâ¢ã¥â ��� ¯ à . �®«¥¥
â®£®, ®ª § «®áì, çâ® á¢®©áâ¢® ¯«®â®áâ¨ ¤«ï ��� d-à.¯. áâ¥¯¥¥© ¢ à.¯. áâ¥¯¥ïå ¥ ¢ë¯®«ï¥âáï,
â.ª. áãé¥áâ¢ã¥â ¥à¥ªãàá¨¢ ï à.¯. áâ¥¯¥ì, ¯®¤ ª®â®à®© ¢á¥ d-à.¯. áâ¥¯¥¨ ï¢«ïîâáï ¥¨§®«¨-
à®¢ ë¬¨ á¢¥àåã. �®ª § â¥«ìáâ¢ã íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¡ã¤¥â ¯®á¢ïé¥  ¢â®à ï ç áâì áâ âì¨.
�¥®¡å®¤¨¬® ®â¬¥â¨âì, çâ® ��� ¯ à  ¢ â¥®à¥¬¥ 1 áâà®¨âáï ¢ ¢¨¤¥ hdg (D1 � D2);dg (D1 �D2)i,
¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, á ¯®¬®éìî ª®â®à®£® ¢á¥ ��� ¯ àë ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ â ª®¬
¢¨¤¥.

2. �¡®§ ç¥¨ï ¨ â¥à¬¨®«®£¨ï

�¡®§ ç¥¨ï áâ ¤ àâë ¨ ¢ ®á®¢®¬ ¬ë á«¥¤ã¥¬ [6]. � áá¬ âà¨¢ îâáï ¬®¦¥áâ¢  ¨ äãª-
æ¨¨    âãà «ìëå ç¨á« å ! = f0; 1; 2; 3; : : : g. �¡ëç® £à¥ç¥áª¨¬¨ ¡ãª¢ ¬¨ �, 	; : : : , ',  ; : : :

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ç áâ¨ç®© ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨á-
á«¥¤®¢ ¨© (®¬¥à ¯à®¥ªâ®¢ 93-011-16004, 96-01-00830), �¥¦¤ã à®¤®£®  ãç®£® ä®¤  �®à®á  (£à â
NNL000) ¨ £à â  �®¢®á¨¡¨àáª®£® ã¨¢¥àá¨â¥â .
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¡ã¤ãâ ®¡®§ ç âìáï ç áâ¨ç® à¥ªãàá¨¢ë¥ (ç.à.) äãªæ¨¨; f , g, h; : : : | ®¡é¥à¥ªãàá¨¢ë¥ (®.à.)
äãªæ¨¨; ¯à®¯¨áë¬¨ « â¨áª¨¬¨ ¡ãª¢ ¬¨ A, B, C; : : : | ¯®¤¬®¦¥áâ¢  !. �«ï ç.à. äãªæ¨¨
� á¨¬¢®« �(x) # ®§ ç ¥â, çâ® x 2 dom�; ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¯¨è¥âáï �(x) ". �®¦¥áâ¢® A
®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á ¥£® å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®© äãªæ¨¥© �A. � ¯¨áì f � x ®§ ç ¥â ®£à ¨ç¥¨¥ f
   à£ã¬¥âë, ¬¥ìè¨¥ ç¥¬ x;   «®£¨ç® ¤«ï ¬®¦¥áâ¢; A � B ®§ ç ¥â, çâ® A � B, ® A 6= B;
A�B = f2x j x 2 Ag[f2x+1 j x 2 Bg; �e, We (�Xe ,W

X
e ) ®§ ç ¥â e-î ç.à. äãªæ¨î ¨ ¥¥ ®¡« áâì

®¯à¥¤¥«¥¨ï (á ®à ªã«®¬ X) ¢ ¥ª®â®à®© ä¨ªá¨à®¢ ®© áâ ¤ àâ®© ã¬¥à æ¨¨;  ¨¡®«ìè¥¥
ç¨á«®, ¨á¯®«ì§ã¥¬®¥ ¢ ¢ëç¨á«¥¨¨ äãªæ¨® «®¢ �X , 	X ; : : : ¢ â®çª¥ x, ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¥© áâà®ç®© £à¥ç¥áª®© ¡ãª¢®© '(x),  (x). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§¬¥¥¨¥ X � ((x) + 1)
¡ã¤¥â ¯®§¢®«ïâì ¨§¬¥ïâì § ç¥¨¥ �X(x). � ¯¨áì 6T ®§ ç ¥â �ìîà¨£®¢ã á¢®¤¨¬®áâì,   �T

| ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ¨¤ãæ¨àã¥¬®¥ ¥î.
�®£¤  à¥çì ¨¤¥â ® ¤¥à¥¢ìïå, �, �, ; : : : ¡ã¤ãâ ®§ ç âì ¢¥àè¨ë ¤¥à¥¢ , j�j | ¤«¨ã �,

�b� | ª®ª â¥ æ¨î � ¨ �; � � � (� � �) ®§ ç ¥â, çâ® � ï¢«ï¥âáï (á®¡áâ¢¥ë¬)  ç «ìë¬
á¥£¬¥â®¬ �; � <L � ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®£® n � � n = � � n ¨ �(n) <� �(n) (£¤¥ <�

| á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯®àï¤®ª   ¤¥à¥¢¥, ¢®§¬®¦® à §«¨çë©   à §ëå ãà®¢ïå ¨ T � �<!);
� 6 � (� < �) ®§ ç ¥â, çâ® � <L � ¨«¨ � � � (� � �). �®¦¥áâ¢® [T ] ¡¥áª®¥çëå ¯ãâ¥© ç¥à¥§
¤¥à¥¢® T � �<! ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª fh 2 �! j (8n)[h � n 2 T ]g.

�¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª §ë¢ âìáï ¬¥â®¤®¬ ¯à¨®à¨â¥â  á ¡¥áª®¥çë¬¨  àãè¥¨ï¬¨ á ¨á¯®«ì-
§®¢ ¨¥¬ ¤¥à¥¢  áâà â¥£¨©. �«  ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â ª®¢: 1) ¢ë¯¨áë¢ ¥âáï ¡¥áª®¥çë© á¯¨á®ª
âà¥¡®¢ ¨©, ª®â®àë¥ ã¦® ã¤®¢«¥â¢®à¨âì (¢ë¯®«¨âì); 2) ¤«ï ª ¦¤®£® ¢¨¤  âà¥¡®¢ ¨© ¯à¨¢®-
¤¨âáï áâà â¥£¨ï, ª®â®àãî  §ë¢ ¥¬ ®á®¢ë¬ ¬®¤ã«¥¬ ¤«ï ã¤®¢«¥â¢®à¥¨ï âà¥¡®¢ ¨© ¤ ®£®
¢¨¤ ; 3) à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢®§¬®¦ë¥ ¢ëå®¤ë (à¥§ã«ìâ âë à ¡®âë) ®á®¢ëå ¬®¤ã«¥© ¤«ï ¢á¥å
¢¨¤®¢ âà¥¡®¢ ¨©; 4) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤¥à¥¢® áâà â¥£¨© ¨ ª ¦¤®© ¢¥àè¨¥ ¤¥à¥¢   § ç ¥âáï ¥-
ª®â®à®¥ âà¥¡®¢ ¨¥; 5) ®¯¨áë¢ ¥âáï ®á®¢ ï ª®áâàãªæ¨ï, ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï¥â, ª ª à ¡®â îâ
¨ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢ãîâ áâà â¥£¨¨   ¤¥à¥¢¥; 6) ¤®ª §ë¢ îâáï «¥¬¬ë, ¯®ª §ë¢ îé¨¥, çâ® ¯®áâà®¥-
ë¥ ¢ ¯à®æ¥áá¥ ª®áâàãªæ¨¨ ®¡ê¥ªâë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. �®«¥¥ ¯®¤à®¡® ¬¥â®¤
¯à¨®à¨â¥â , ¨á¯®«ì§ãîé¨© ¤¥à¥¢ìï, ¨§«®¦¥ ¢ ([6], £«. 14; [2] ¤«ï d-à.¯. áâ¥¯¥¥©).

�à¨ ®¯¨á ¨¨ áâà â¥£¨© ¨á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤ãîéãî â¥à¬¨®«®£¨î: ¯à¨ ¢ë¡®à¥ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï
æ¨ª«  á«®¢  \¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®¥ ç¨á«®" ®§ ç îâ ¯¥à¢®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ ¢á¥å ã¯®¬¨ ¥¬ëå ¢
ª®áâàãªæ¨¨ ª ¤ ®¬ã ¬®¬¥âã;  ç¨ ¥¬ æ¨ª«, ¯®§¢®«ïï ¥¬ã ¢ë¯®«¨âì (1) ¨ ¯¥à¥©â¨ ¢ (2);
®áâ  ¢«¨¢ ¥¬ æ¨ª«, ¯à¥ªà é ï ¥£® à ¡®âã, ®¯à¥¤¥«ïï ¥£® § ¯à¥â à ¢ë¬ ã«î ¨ § áâ ¢«ïï
¯¥à¥©â¨ ¢ (1); à §àãè ¥¬ æ¨ª«, ®áâ  ¢«¨¢ ï ¥£® ¨ áç¨â ï, çâ® ¥£® ç áâì äãªæ¨® «  áâ ®-
¢¨âáï ¥®¯à¥¤¥«¥®©; ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥¬ áâà â¥£¨î, à §àãè ï ¢á¥ ¥¥ æ¨ª«ë ¨  ç¨ ï æ¨ª« 0;
æ¨ª« à ¡®â ¥â, ¯¥à¥å®¤ï ¨§ ¥ª®â®à®£® (ªà®¬¥ (1)) á®áâ®ï¨ï ¢ ¤àã£®¥; áâà â¥£¨ï à ¡®â ¥â,
¯®§¢®«ïï æ¨ª«ã á  ¨¬¥ìè¨¬ ®¬¥à®¬, ª®â®àë© ¬®¦¥â íâ® á¤¥« âì, à ¡®â âì (¢ ¯à®â¨¢®¬
á«ãç ¥ ¨ç¥£® ¥ ¤¥« ¥â).

� ¯à®æ¥áá¥  è¨å ª®áâàãªæ¨© ¡ã¤¥¬ áâà®¨âì à.¯., d-à.¯. ¬®¦¥áâ¢  ¨ ç.à. äãªæ¨® «ë
¯® è £ ¬. �«ï ®¡®§ ç¥¨ï ¯®«ãç¥®£® à¥§ã«ìâ â  ª ª®æã è £  s ¤«ï áâà®ïé¨åáï ¨ ¤ -
ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì § ¯¨áì â¨¯  A[s], �e[s], A = �e[s], ®, ª®£¤  íâ® ¥ ¢¥¤¥â ª
¤¢ãá¬ëá«¥®áâ¨, ¯ à ¬¥âà [s] ¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì. �à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯®¤ç¥àªãâì, çâ® ®¡ê¥ªâë
à áá¬ âà¨¢ îâáï ª ª à¥§ã«ìâ â à §«¨çëå è £®¢, ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì § ¯¨áì â¨¯  As, 'e;t. � -
à ¬¥âàë, ¯®«ãç¨¢è¨¥ ¥ª®â®à®¥ § ç¥¨¥ ¢ å®¤¥ ª®áâàãªæ¨¨, ®áâ îâáï á íâ¨¬ § ç¥¨¥¬, ¯®ª 
¥ ¡ã¤ãâ ¯¥à¥®¯à¥¤¥«¥ë.

3. �á®¢®© à¥§ã«ìâ â

�¥®à¥¬  1. � ¤ «î¡®© à.¯. áâ¥¯¥ìî a < 00 áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®«¨à®¢  ï á¢¥àåã ¯ à  hd;bi
(â.¥. a < d < b ) â ª ï, çâ® a0 = b0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì A 2 a | ¤ ®¥ à.¯. ¬®¦¥áâ¢®. �ã¤¥¬ áâà®¨âì à.¯. ¬®¦¥áâ¢ 
D1;D2 � D1 â ª¨¥, çâ® deg((D1 � D2) � A) ¨ deg((D1 �D2) � A) ¡ã¤ãâ ®¡à §®¢ë¢ âì ¨áª®¬ãî
¯ àã. �«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ã¤®¢«¥â¢®à¨âì ¤«ï ¢á¥å e á«¥¤ãîé¨¬ âà¥¡®¢ ¨ï¬:
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Pe : (D1 �D2) 6= �((D1�D2)�A)
e ,

£¤¥ f�ege2! | ¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ ç.à. äãªæ¨® «®¢;
Re : (D1 �D2) = �We

e =) (9�e)((D1 �D2) = �We

e ),
£¤¥ f�e;Wege2! | ¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ ¯ à, á®áâ®ïé¨å ¨§ ç.à. äãªæ¨® «  �e ¨ à.¯. ¬®¦¥-
áâ¢  We;

N : ((D1 �D2)�A)0 6T A
0.

�¥®¡å®¤¨¬® ®â¬¥â¨âì, çâ® ((D1 �D2)�A) � x ¨ ((D1 �D2)�A) � x ¢ ®à ªã«¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï
ª ª ((D1 �D2) � x)� (A � x) ¨ ((D1 �D2) � x)� (A � x) c®®â¢¥âáâ¢¥®.

� áá¬®âà¨¬ ®á®¢ë¥ ¬®¤ã«¨ ¤«ï ã¤®¢«¥â¢®à¥¨ï íâ¨å âà¥¡®¢ ¨©.

�á®¢®© ¬®¤ã«ì ¤«ï Pe : (D1 �D2) 6= �((D1�D2)�A)
e

�âà â¥£¨ï à ¡®â ¥â ¯® æ¨ª« ¬, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¤¥©áâ¢ã¥â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�¨ª« k

(1) �ë¡¨à ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï æ¨ª«  xk ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨¬.
(2) �¤¥¬ è £  s1 : �((D1�D2)�A)

e (2xk) #= �((D1�D2)�A)
e (2xk + 1) #= 0[s1].

(3) �¯à¥¤¥«ï¥¬ äãªæ¨® « �Ae (k)[s1 + 1] = K(k)[s1] á e(k)[s1 + 1] = 'e(2xk + 1)[s1], £¤¥ K
| ªà¥ â¨¢®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �¯à¥¤¥«ï¥¬ § ¯à¥â r(k)[s1 + 1] = 'e(2xk + 1)[s1]. � ç¨ ¥¬
(k + 1)-© æ¨ª«. �¤®¢à¥¬¥® ¯à®¤®«¦ ¥¬ à ¡®âã  è¥£® æ¨ª« , ¯¥à¥å®¤ï ¢ (4).

(4) �¤¥¬ ¨§¬¥¥¨ï A � e(k) ¨«¨ K(k).
( ) �§¬¥¥¨¥A � e(k) ¯à®¨§®è«® à ìè¥. �®£¤  à §àãè ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨ k0 > k,

¯®« £ ¥¬ § ¯à¥â r(k) = 0, �Ae (k) áç¨â ¥¬ ¥®¯à¥¤¥«¥ë¬ (¨§-§  ¨§¬¥¥¨ï A �

e(k)) ¨ ¨¤¥¬ ¢ (2).
(¡) �§¬¥¥¨¥K(k) ¯à®¨§®è«® à ìè¥. �®£¤  ®áâ  ¢«¨¢ ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨ k0 > k,

§ ¯à¥â r(k) = 'e(2xk + 1) á®åà ï¥âáï, ¨¤¥¬ ¢ (5).
(5) �¥à¥ç¨á«ï¥¬ xk ¢ D1 ¨ ¢ D2 (â¥¬ á ¬ë¬ (D1 � D2)(xk) ¥ ¨§¬¥¨«®áì,   (D1 � D2) ¢

â®çª å 2xk ¨ 2xk + 1 áâ «® à ¢ë¬ 1).
(6) �¤¥¬ è £  t,   ª®â®à®¬ ¯à®¨§®©¤¥â ¨§¬¥¥¨¥ A � e(k).
(7) � §àãè ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨ k0 > k, ¯¥à¥®¯à¥¤¥«ï¥¬ äãªæ¨® « �Ae (k)[t+ 1] = K(k)[t]

á e(k)[t + 1] = 'e(2xk + 1) + 1, ¯®« £ ¥¬ r(k)[t + 1] = 0,  ç¨ ¥¬ (k + 1)-© æ¨ª« ¨ ¨¤¥¬
¢ (8).

(8) �®¥æ à ¡®âë.

�ëå®¤ë Pe-áâà â¥£¨¨

1) �ãé¥áâ¢ã¥â è £ s0, ¯®á«¥ ª®â®à®£® ¨ ®¤¨ æ¨ª« ¥ à ¡®â ¥â. �®£¤  ¥ª®â®àë© æ¨ª« k0
®áâ ¥âáï  ¢á¥£¤  ¢ (2) ¨«¨ ¢ (6). �à¥¡®¢ ¨¥ ã¤®¢«¥â¢®à¥®. �¡é¨© § ¯à¥â ¢á¥å æ¨ª«®¢
¨¬¥¥â ª®¥çë© ¯à¥¤¥«. �¡®§ ç¨¬ íâ®â ¢ëå®¤ ç¥à¥§ f (ª®¥çë©).

2) � ¡®â ¥â ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® æ¨ª«®¢, ® áãé¥áâ¢ã¥â æ¨ª« á  ¨¬¥ìè¨¬ ®¬¥à®¬ k0, ª®â®-
àë© ¡¥áª®¥ç® ¬®£® à § ¯¥à¥å®¤¨â ¨§ (4) (ç¥à¥§ (a)) ¢ (2). �à¥¡®¢ ¨¥ ã¤®¢«¥â¢®à¥®,
â.ª. äãªæ¨® « �((D1�D2)�A)

e ¢ â®çª¥ 2xk0+1 à áå®¤¨âáï. �¡é¨© § ¯à¥â ¢á¥å æ¨ª«®¢ R(e)
¬®¦¥â ¡ëâì ¡¥áª®¥çë¬ ¢ ¯à¥¤¥«¥, ® áãé¥áâ¢ã¥â ª®¥çë© lim inf

s
R(e). �®¬¥à æ¨ª« 

k0 ¨ ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âì íâ®â ¢ëå®¤.
3) � ¡®â ¥â ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® æ¨ª«®¢, ® ª ¦¤ë© à ¡®â ¥â ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §, ®áâ  ¢«¨-

¢ ïáì ¢ (4) ¨«¨ ¢ (8). �à¥¡®¢ ¨¥ ¥ ¢ë¯®«¥® ¨ ¯®áâà®¥ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ë© äãªæ¨-
® « �Ae , ª®â®àë© ¯à ¢¨«ì® ¢ëç¨á«ï¥â ªà¥ â¨¢®¥ ¬®¦¥áâ¢® K ¢ ª ¦¤®© â®çª¥. � ª
ª ª A <T K ¯® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë, â® íâ®â ¢ëå®¤ ¥¢®§¬®¦¥ ¢  è¥© ª®áâàãªæ¨¨, ¨ ¥£®
ãç¨âë¢ âì ¥ ¡ã¤¥¬.

�á®¢®© ¬®¤ã«ì ¤«ï Re : (D1 �D2) = �We

e =) (9�e)((D1 �D2) = �We

e )

�âà â¥£¨ï à ¡®â ¥â ¯® æ¨ª« ¬, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¤¥©áâ¢ã¥â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

22



�¨ª« k

(1) �ë¡¨à ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï æ¨ª«  xk ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨¬.
(2) �¤¥¬ è £  s : (D1 �D2) � (xk + 1) = �We

e � (xk + 1)[s].
(3) (�¥à¥)®¯à¥¤¥«ï¥¬ äãªæ¨® « �We

e (k)[s + 1] = (D1 � D2)(c)[s] á �e(k)[s + 1] = 'e(xk)[s].
� ç¨ ¥¬ (k+1)-© æ¨ª«. �¤®¢à¥¬¥® ¯à®¤®«¦ ¥¬ à ¡®âã  è¥£® æ¨ª« , ¯¥à¥å®¤ï ¢ (4).

(4) �¤¥¬ ¨§¬¥¥¨ï We � �e(k) ¨«¨ (D1 �D2)(k).
( ) �§¬¥¥¨¥ We � �e(k) ¯à®¨§®è«® à ìè¥. �®£¤  à §àãè ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨ k0 >

k, ¯¥à¥ç¨á«ï¥¬ xk0 ¢ D2, ¥á«¨ xk0 2 D1, �We

e (k) áç¨â ¥¬ ¥®¯à¥¤¥«¥ë¬ ¨ ¨¤¥¬
¢ (2).

(¡) �§¬¥¥¨¥ (D1�D2)(k) ¯à®¨§®è«® à ìè¥. �®£¤  ®áâ  ¢«¨¢ ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨
k0 > k, ¨¤¥¬ ¢ (5).

(5) �¥à¥ç¨á«ï¥¬ xk ¢ D1.
(6) �¤¥¬ è £  t : (D1 �D2) � (xk + 1) = �We

e � (xk + 1)[t].
(7) �¥à¥®¯à¥¤¥«ï¥¬ äãªæ¨® « �We

e (k)[t + 1] = (D1 �D2)(k)[t]. �¥à¥ç¨á«ï¥¬ xk ¢ D2, à §-
àãè ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨ k0 > k, ¯¥à¥ç¨á«ï¥¬ xk0 ¢ D2, ¥á«¨ xk0 2 D1, ¨ ¨¤¥¬ ¢ (2).

�ëå®¤ë Re{áâà â¥£¨¨

1) � ¡®â ¥â ª®¥ç®¥ ç¨á«® æ¨ª«®¢. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¥ª®â®àë© æ¨ª« k0 «¨¡® ¦¤¥â ¢ (2) ¨«¨
¢ (6), «¨¡® ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à § ¯¥à¥å®¤¨â ¨§ (4) ¢ (2). �à¥¡®¢ ¨¥ Re ã¤®¢«¥â¢®à¥®,
â.ª. (D1 � D2)(xk0) 6= �We

e (xk0). �ãªæ¨® « �We

e ¥ ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ë¬ ¢
íâ®¬ á«ãç ¥. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯¥à¥ç¨á«ï¥âáï â®«ìª® ª®¥ç®¥ ç¨á«® í«¥¬¥â®¢ ¢ D1 ¨ D2.
�¡®§ ç¨¬ íâ®â ¢ëå®¤ ç¥à¥§ 1.

2) � ¡®â ¥â ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® æ¨ª«®¢. �®§¬®¦ë ¤¢  á«ãç ï.
( ) ( áâ®ïé¨© ¡¥áª®¥çë© ¢ëå®¤) �«ï ª ¦¤®£® k áãé¥áâ¢ã¥â è £ sk, ¯®á«¥ ª®â®à®£®
æ¨ª« á ®¬¥à®¬ k ¥ à ¡®â ¥â. �®£¤  ª ¦¤ë© ¨§ æ¨ª«®¢ ®ª®ç â¥«ì® ¦¤¥â ¢ (4). �à¥-
¡®¢ ¨¥ Re ã¤®¢«¥â¢®à¥®, â.ª. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ äãªæ¨® « �We

e ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ë© ¨
¯à ¢¨«ì® ¢ëç¨á«ï¥â (D1 �D2).
(¡) (¬¨¬ë© ¡¥áª®¥çë© ¢ëå®¤) �ãé¥áâ¢ã¥â æ¨ª« k0, ª®â®àë© ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à §
¯¥à¥å®¤¨â ¨§ (4) ¢ (2). �à¥¡®¢ ¨¥ Re ã¤®¢«¥â¢®à¥®, â.ª. �We

e (xk0) ". �ãªæ¨® « �We

¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¥ ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ë¬, â.ª. ¬ë ¥£® ¯®áâ®ï® ¢ â®çª å k > k0
à §àãè ¥¬ ¨ �e(k)!1.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå ¢á¥ í«¥¬¥âë, ¯®«®¦¥ë¥ ¢ D1, § â¥¬ ¯¥à¥ç¨á«ïîâáï
¢ D2 ¨   (D1�D2) ¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¨ª ª®£® ¢«¨ï¨ï, ® ¢ (D1�D2) ª« ¤¥âáï ¡¥áª®¥ç®
¬®£® ç¨á¥«. �®§¨ª ¥â ¯à®¡«¥¬  ¬¥¦¤ã âà¥¡®¢ ¨¥¬ Re ¨ âà¥¡®¢ ¨¥¬ Nj, ª®â®à®¥
à á¯®«®¦¥® ¢ ¤¥à¥¢¥ áâà â¥£¨© ¨¦¥ ¡¥áª®¥ç®£® ¢ëå®¤  Re. �â  ¯à®¡«¥¬  à¥è ¥âáï
¢ ¯à®æ¥áá¥ ª®áâàãªæ¨¨ ¨ ¥© ¯®á¢ïé¥® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 1.3. �¡®§ ç¨¬ íâ®â ¢ëå®¤
ç¥à¥§ 0.

�à¥¡®¢ ¨¥ N : ((D1 �D2)�A)0 6T A
0

� è  áâà â¥£¨ï ¡ã¤¥â ¥áâ¥áâ¢¥®© à¥«ïâ¨¢¨§ æ¨¥© ¨§¢¥áâ®© áâà â¥£¨¨ ¯®áâà®¥¨ï ¨§ª®-
£® ¬®¦¥áâ¢  ([6], á .111). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¡ã¤¥¬ áâà®¨âì ¬®¦¥áâ¢® ((D1 � D2) � A) ¨§ª¨¬
®â®á¨â¥«ì® A (  «®£¨ç ï ¨¤¥ï ¨á¯®«ì§®¢ « áì ¢ [5]).�«ï íâ®£® âà¥¡®¢ ¨¥ N à §®¡ì¥¬  
¡¥áª®¥çë© á¯¨á®ª âà¥¡®¢ ¨©

Ne : (9
1s)[(�((D1�D2)�A)

e (e) # [s])& (As � 'e;s(e) = A � 'e;s(e))] =) �((D1�D2)�A)
e (e) #

¤«ï ¢á¥å e 2 !, £¤¥ f�ege2! | ¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ ç.à. äãªæ¨® «®¢.
�®ª ¦¥¬, ª ª ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ã¤®¢«¥â¢®à¥¨ï âà¥¡®¢ ¨© Ne, e 2 !, ¢ë¯®«ï¥âáï âà¥¡®¢ ¨¥

N . �¯à¥¤¥«¨¬ A-à¥ªãàá¨¢ãî äãªæ¨î

gA(e; s) =

(
1; ¥á«¨ �((D1�D2)�A)

e (e) # [s] &As � 'e;s(e) = A � 'e;s(e);

0 ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥:
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�á«¨ âà¥¡®¢ ¨ï Ne ¤«ï ¢á¥å e 2 ! ã¤®¢«¥â¢®à¥ë, â® ĝ(e) = lim
s
gA(e; s) áãé¥áâ¢ã¥â ¤«ï ¢á¥å

e. �® «¥¬¬¥ ® ¯à¥¤¥«¥ ([6], á. 57) ĝ 6T A0, ¨, â.ª. ĝ ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®© äãªæ¨¥©
((D1 �D2)�A)0, ¨¬¥¥¬ ((D1 �D2)�A)0 6T A

0.

�á®¢®© ¬®¤ã«ì ¤«ï Ne

�âà â¥£¨ï ¤«ï ã¤®¢«¥â¢®à¥¨ï âà¥¡®¢ ¨ï Ne à ¡®â ¥â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

(1) �¤¥¬ è £  s1 : �((D1�D2)�A)
e (e) # [s1].

(2) �áâ  ¢«¨¢ ¥¬ § ¯à¥â r(e)[s1 + 1] = 'e(e)[s1]   (D1 �D2).
(3) �¤¥¬ è £  s2,   ª®â®à®¬ ¯à®¨§®è«® ¨§¬¥¥¨¥ A � 'e(e).
(4) �áâ  ¢«¨¢ ¥¬ § ¯à¥â r(e)[s2 + 1] = 0, ¨ ¨¤¥¬ ¢ (1).

�ëå®¤ë Ne-áâà â¥£¨¨

1) �ãé¥áâ¢ã¥â è £ s, ¯®á«¥ ª®â®à®£® áâà â¥£¨ï ¥ à ¡®â ¥â. �®£¤  ®  ¦¤¥â «¨¡® ¢ (1), «¨¡®
¢ (3). � íâ®¬ á«ãç ¥ § ¯à¥â r(e) ¨¬¥¥â ª®¥çë© ¯à¥¤¥«. �¡®§ ç¨¬ íâ®â ¢ëå®¤ ç¥à¥§ 1.

2) �âà â¥£¨ï à ¡®â ¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® à §, ¯¥à¥å®¤ï ¨§ (4) ¢ (1). � íâ®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â
lim inf

s
r(e) = 0. �¡®§ ç¨¬ íâ®â ¢ëå®¤ ç¥à¥§ 0.

�¥à¥¢® áâà â¥£¨©

�¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢  ¢ëå®¤®¢ áâà â¥£¨© P, R, N ç¥à¥§ �P , �R ¨ �N á®®â¢¥âáâ¢¥®, â.¥.
�P = f0 <�P 1 <�P 2 <�P � � � <�P f g, �R = f0 <�R 1 g, �N = f0 <�N 1 g. �ãáâì � = �P [�R[�N .
�®£¤  ¤¥à¥¢®¬ áâà â¥£¨©  §®¢¥¬ ¬®¦¥áâ¢®

T = f� 2 �<!
��(8k < j�j)[�(k) 2 �P ; �R; �N ¤«ï k � 0; 1; 2 (mod 3)]g:

� ¦¤®© ¢¥àè¨¥ � 2 T  § ç ¥¬ ¥ª®â®à®¥ âà¥¡®¢ ¨¥,  ¤ ª®â®àë¬ ®  ¡ã¤¥â à ¡®â âì.
�ãáâì j�j = 3e+ k, £¤¥ e; k 2 ! ¨ k 6 2. �®£¤ 

 § ç ¥¬ ¢¥àè¨¥ � âà¥¡®¢ ¨¥

8>><>>:
Pe; ¥á«¨ k = 0;

Re; ¥á«¨ k = 1;

Ne; ¥á«¨ k = 2;

â.¥. ª ¦¤ë© ãà®¢¥ì ¤¥à¥¢  à ¡®â ¥â  ¤ ®¤¨¬ âà¥¡®¢ ¨¥¬.
�¥¯¥àì �-áâà â¥£¨¥© ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢ à¨ â ®á®¢®£® ¬®¤ã«ï ¤«ï âà¥¡®¢ ¨ï, ª®â®à®¥

 § ç¥® ¢¥àè¨¥ �, á ¥ª®â®àë¬¨ ¨§¬¥¥¨ï¬¨, ®¯¨á ë¬¨ ¢ ª®áâàãªæ¨¨; S-áâà â¥£¨¥©,
£¤¥ S 2 fP;R;Ng, ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì áâà â¥£¨î �, ¥á«¨ ®  à ¡®â ¥â  ¤ âà¥¡®¢ ¨¥¬ ¢¨¤  Pe,
Re, Ne á®®â¢¥âáâ¢¥®. � £ s  §®¢¥¬ �-è £®¬, ¥á«¨ áâà â¥£¨ï � ¨¬¥«  ¢®§¬®¦®áâì à ¡®â âì
  è £¥ s.

�®« ï ª®áâàãªæ¨ï

� £ 0. D1;0 = D2;0 = ;, ¢á¥ �e, �e ¥®¯à¥¤¥«¥ë, ¢á¥ áâà â¥£¨¨ � 2 T ¨¨æ¨ «¨§¨à®¢ ë.
� £ s+ 1 á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ä §.

1-ï ä § . �é¥¬ á ¬ãî «¥¢ãî P{áâà â¥£¨î � 2 T â ªãî, çâ® ¥ª®â®àë© æ¨ª« á  ¨¬¥ìè¨¬
®¬¥à®¬ k0 ¦¤¥â ¢ (4) ¨ K(k0)[s] 6= K(k0)[s1], £¤¥ s1 | è £,   ª®â®à®¬ æ¨ª« k0 áâà â¥£¨¨ �

¯à®è¥« ç¥à¥§ (2) ¢ (3). �á«¨ â ª ï  ©¤¥âáï, â® ¯®§¢®«ï¥¬ íâ®¬ã æ¨ª«ã ¯¥à¥©â¨ ç¥à¥§ (4¡) ¢ (5)
¨ ¢ë¯®«¨âì ¥£®. � â¥¬ ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥¬ ¢á¥ áâà â¥£¨¨ � > �bk0. �á«¨ â ª®© áâà â¥£¨¨ ¥â, â®
¨ç¥£® ¥ ¤¥« ¥¬.

2-ï ä § . � ¡®â ¥¬ ¯® ¯®¤è £ ¬ t 6 3s+ 2, ¯à¨ç¥¬   ª ¦¤®¬ ¯®¤è £¥ t ®¤  ¨§ áâà â¥£¨©
� ¤«¨ë t ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢®§¬®¦®áâì à ¡®â âì. �®§¬®¦ë âà¨ á«ãç ï.

j�j = t = 3e. �âà â¥£¨ï � à ¡®â ¥â  ¤ âà¥¡®¢ ¨¥¬ Pe, ª ª ®¯¨á ® ¢ ®á®¢®¬ ¬®¤ã«¥
¤«ï Pe. �¯à¥¤¥«ï¥¬ ¢ëå®¤ o áâà â¥£¨¨ � á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ ¥ª®â®àë© æ¨ª« à ¡®â «,
â® ¢ëå®¤®¬ ¡ã¤¥â ®¬¥à íâ®£® æ¨ª« , ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ | f . � «¥¥, ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥¬ áâà â¥-
£¨¨ � >L �bo ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ á«¥¤ãîéãî áâà â¥£¨î �, ª®â®à ï ¨¬¥¥â ¢®§¬®¦®áâì à ¡®â âì  
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¯®¤è £¥ t+ 1: ¥á«¨ à ¡®â îé¨© æ¨ª« k0 ¯¥à¥è¥« ¨§ (4) ¢ (2), â® � = �bk0, ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥
� = �bf . �¥à¥å®¤¨¬ ª ¯®¤è £ã t+ 1.

j�j = t = 3e + 1. �âà â¥£¨ï � à ¡®â ¥â  ¤ âà¥¡®¢ ¨¥¬ Re, ª ª ®¯¨á ® ¢ ®á®¢®¬ ¬®¤ã«¥
¤«ï Re á ¥¡®«ìè¨¬¨ ¨§¬¥¥¨ï¬¨,   ¨¬¥®: ¥á«¨ ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¬¨ �-è £ ¬¨
t1 < t2 ¥ª®â®àë© æ¨ª« k0 ¦¤¥â ¢ (4), ¨ ¨§¬¥¨«®áì á ç «  § ç¥¨¥ (D1 � D2)(k0),   § â¥¬
We � �e(k0), â®   è £¥ t2 æ¨ª« k0 (¥á«¨ ¥¬ã ¤ ¤ãâ à ¡®â âì) ¯¥à¥å®¤¨â ¨§ (4) ¢ (2) ç¥à¥§ (4 )
(â.¥. ¥ á¬®âà¨â   â®, çâ® ¨§¬¥¥¨¥ (D1 � D2)(k0) ¯à®¨§®è«® à ìè¥). �¯à¥¤¥«ï¥¬ ¢ëå®¤ o

áâà â¥£¨¨ � á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ ¥ª®â®àë© æ¨ª« à ¡®â « ¢¯¥à¢ë¥, â® ¢ëå®¤®¬ áç¨â ¥¬
0, ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ | 1. � «¥¥, ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥¬ áâà â¥£¨¨ � >L �bo. �á«¨ à ¡®â îé¨©
æ¨ª« ¯à®è¥« ç¥à¥§ (5) ¨«¨ (7), â® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ �s+1 = �, ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥¬ áâà â¥£¨¨ � � �b1 ¨
¯¥à¥å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã è £ã s+2. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ á«¥¤ãîéãî áâà â¥£¨î �,
ª®â®à ï ¨¬¥¥â ¢®§¬®¦®áâì à ¡®â âì   ¯®¤è £¥ t+ 1 : � = �bo. �¥à¥å®¤¨¬ ª ¯®¤è £ã t+ 1.

j�j = t = 3e + 2. �âà â¥£¨ï � à ¡®â ¥â  ¤ âà¥¡®¢ ¨¥¬ Ne, ª ª ®¯¨á ® ¢ ®á®¢®¬ ¬®¤ã«¥
¤«ï Ne. �¯à¥¤¥«ï¥¬ ¢ëå®¤ o áâà â¥£¨¨ � á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¥á«¨ ¯à®¨§®è¥« ¯¥à¥å®¤ ¨§ (3)
¢ (1), â® ¢ëå®¤ | 0, ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ | 1. � «¥¥, ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥¬ áâà â¥£¨¨ � >L �bo. �á«¨
¡ë« ¢ë¯®«¥ (2), â® ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥¬ ¥é¥ áâà â¥£¨¨ � � �bo. �á«¨ t = 3s + 2, â® ®¯à¥¤¥«ï¥¬
�s+1 = � ¨ ¯¥à¥å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã è £ã s + 2. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ áâà â¥£¨î
� = �bo, ª®â®à ï ¨¬¥¥â ¢®§¬®¦®áâì à ¡®â âì   ¯®¤è £¥ t + 1. �¥à¥å®¤¨¬ ª ¯®¤è £ã t + 1.
�®áâàãªæ¨ï § ª®ç¥ .

�à®¢¥àª  ª®áâàãªæ¨¨

�«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¤®ª ¦¥¬ àï¤ «¥¬¬.
�¯à¥¤¥«¨¬ ¨áâ¨ë© ¯ãâì f 2 [T ] ª ª á ¬ãî «¥¢ãî ¡¥áª®¥çãî ¢¥â¢ì ¤¥à¥¢  T , ¯®á¥é ¥¬ãî

�s ¢ â¥ç¥¨¥ ª®áâàãªæ¨¨ ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à §, â.¥. ¤«ï ¢á¥å n, ¥á«¨ � = f � n, â® f(n) = a

®§ ç ¥â ®ª®ç â¥«ìë© ¢ëå®¤ áâà â¥£¨¨ �. �®ª ¦¥¬, çâ® ¨áâ¨ë© ¯ãâì ¢  è¥© ª®áâàãªæ¨¨
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®àà¥ªâ®.

�¥¬¬  1.1. �áâ¨ë© ¯ãâì f áãé¥áâ¢ã¥â.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¢¥¤¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® £«ã¡¨¥ ¤¥à¥¢  n. �®« £ ¥¬ f � 0 =
�. �ãáâì � = f � n ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥®. �®ª ¦¥¬, çâ® f(n) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬.
�®§¬®¦ë âà¨ á«ãç ï.

1) j�j = n = 3e, â.¥. � ï¢«ï¥âáï P{áâà â¥£¨¥©. � íâ®¬ á«ãç ¥ f(n) = lim inf
s

�s(n) ¢ â®¬ á¬ëá«¥,

çâ® (9<1s)[�s(n) <L f(n)] ¨ (91s)[f(n) = �s(n)]. �® ¥áâì «¨¡® f(n) = k0, £¤¥ k0 | ®¬¥à æ¨ª« ,
¡¥áª®¥ç® ¬®£® à § ¯¥à¥å®¤ïé¥£® ¨§ (4) ¢ (2), «¨¡® f(n) = f . � ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï
f = � ¯®«ãç ¥¬ K 6T A, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë.

2) j�j = n = 3e + 1, â.¥. � ï¢«ï¥âáï R{áâà â¥£¨¥©. �¯à¥¤¥«ï¥¬ f(n) = lim inf
s

�s(n), â.ª.

¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à¥¤¥« áãé¥áâ¢ã¥â ¢á¥£¤ . �¥£ª® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  f(n) = 0,
(91s)[�b0 � �s], â.¥. ª®áâàãªæ¨ï \¥ § áâà¥¢ ¥â"   R{áâà â¥£¨¨.

3) j�j = n = 3e+2, â.¥. � ï¢«ï¥âáï N{áâà â¥£¨¥©. �¯à¥¤¥«ï¥¬ f(n) = lim inf
s

�s(n), â.ª. ¢ íâ®¬
á«ãç ¥ ¯à¥¤¥« áãé¥áâ¢ã¥â ¢á¥£¤ .

�¥¬¬  1.2. �á¥ ¢¥àè¨ë � � f ¨¨æ¨ «¨§¨àãîâáï ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ç «¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¨§-§  1-© ä §ë ª®áâàãªæ¨¨ � ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥âáï
ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, â.ª. � � f , â® áâà â¥£¨¨  <L � ¢ ¯¥à¢®© ä §¥ ¬®£ãâ à ¡®â âì
ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §. �â® ª á ¥âáï P{áâà â¥£¨© bk � �, â® «î¡®© æ¨ª« k P{áâà â¥£¨¨ ¬®¦¥â
¯¥à¥ç¨á«¨âì á¢®¨å ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© «¨èì ®¤¨ à §. � ª ª ª â ª¨å  «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«®, â® �
¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥âáï ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §.

�§-§  2-© ä §ë ª®áâàãªæ¨¨ � ¬®¦¥â ¨¨æ¨ «¨§¨à®¢ âìáï áâà â¥£¨ï¬¨ �, ª®â®àë¥ «¨¡®
� <L �, «¨¡® � � �. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥, â.ª. � � f , � ¬®¦¥â íâ® ¤¥« âì â®«ìª® ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §.
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�® ¢â®à®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ �  å®¤¨âáï ¯®¤ ª®¥çë¬ ¢ëå®¤®¬ �, â® � ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥âáï ª®¥ç®¥
ç¨á«® à §; ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ � ¢®®¡é¥ ¥ ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥â �.

�¥¬¬  1.3. � ¯à¥â N{áâà â¥£¨¨ � � f  àãè ¥âáï ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¤¨áâ¢¥ë¬ § á«ã¦¨¢ îé¨¬ ¢¨¬ ¨ï ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¥¨¥, ª®£¤ 
N{áâà â¥£¨ï � � f à á¯®«®¦¥  ¯®¤ ¡¥áª®¥çë¬¨ ¢ëå®¤ ¬¨ R{áâà â¥£¨©. �®áâ â®ç® à á-
á¬®âà¥âì ¤¢  á«ãç ï.

1) �ãáâì R{áâà â¥£¨ï ®¤ : �b0 � � � f . �¥à¢® ç «ì® R{áâà â¥£¨ï � ¬®¦¥â ¯¥à¥ç¨á«¨âì
¥ª®â®àë© í«¥¬¥â x ¢ (D1 � D2) â®«ìª® ¨§-§  ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï P{áâà â¥£¨¥©  ¢ ¯¥à¢®© ä §¥
ª®áâàãªæ¨¨ ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  y < x. � ¬ë¬ ¨â¥à¥áë¬ ï¢«ï¥âáï á«ãç ©, ª®£¤  �b0 �  �
�, â.ª. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ � ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥âáï,   � ¥â. �¤ ª® � ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢®§¬®¦®áâì à ¡®â âì
(ãáâ  ¢«¨¢ âì á¢®© ®¢ë© § ¯à¥â) â®«ìª® ¯®á«¥ â®£®, ª ª � ¯à®©¤¥â ç¥à¥§ (5), (6), (7) ¨ (2), â.¥.
� ¨ç¥£® ¥  àãè ¥â.

2) �ãáâì ¨¬¥îâáï ¤¢¥ R{áâà â¥£¨¨: �1b0 � �2b0 � �, ¨ ¥ª®â®à ï P{áâà â¥£¨ï  ¢ ¯¥à¢®©
ä §¥ ª®áâàãªæ¨¨ ¯¥à¥ç¨á«¨«  ¥ª®â®àë© í«¥¬¥â x ¢ (D1 � D2). �¯ïâì á ¬ë© ¨â¥à¥áë©
á«ãç ©, ª®£¤  �1b0 � �2b0 �  � �. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ y1(k) ¨ y2(k) ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© k-£® æ¨-
ª«  áâà â¥£¨© �1 ¨ �2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. � áá¬®âà¨¬ á¨âã æ¨î, ª®£¤  �2 á®§¤ ¥â à ¡®âã ¤«ï �1.
�â® ¬®¦¥â ¯à®¨áå®¤¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: �1 ¢ë¯®«ï¥â á¢®© æ¨ª« x ¨, ª®àà¥ªâ¨àãï á¢®©
äãªæ¨® « ¢ â®çª¥ x, ¯¥à¥ç¨á«ï¥â y1(x) ¢ ç «¥ ¢ D1,   § â¥¬ ¢ D2; ¤® â®£®, ª ª �2 ¯®«ã-
ç¨â ¢®§¬®¦®áâì à ¡®â âì, �1 ãá¯¥¢ ¥â § ¯ãáâ¨âì á¢®© y2(x)-© æ¨ª«; â¥¯¥àì �2 ª®àà¥ªâ¨àã¥â
á¢®© äãªæ¨® « ¢ â®çª¥ x, ¯¥à¥ç¨á«ïï y2(x) ¢ D1; ¯®á«¥ íâ®£® �1 ¢ëã¦¤¥ ª®àà¥ªâ¨à®¢ âì
äãªæ¨® « ¢ â®çª¥ y2(x), ¯¥à¥ç¨á«ïï y1(y2(x)). �  íâ®¬ ¯à®æ¥áá ¢§ ¨¬®© à ¡®âë �1 ¨ �2 § -
ª ç¨¢ ¥âáï. �¥ ¢¤ ¢ ïáì ¢ ¯®¤à®¡®áâ¨, ®â¬¥â¨¬, çâ® �1 ¤«ï �2 à ¡®âë ¥ á®§¤ ¥â. �® § ¬¥â¨¬,
çâ® ¯® ª®áâàãªæ¨¨ ¤® � ¬ë ¤®¡¥à¥¬áï â®«ìª® ¯®á«¥ â®£®, ª ª ¢áï íâ  à ¡®â  ¡ã¤¥â § ¢¥àè¥ .

�á«¨ à áá¬®âà¥âì «î¡ãî ª®¥çãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì �1b0 � �2b0 � : : : � �nb0 � �,
â® á®¢¥àè¥®   «®£¨ç® ¬®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¯à®æ¥áá ¢§ ¨¬®© à ¡®âë �1; : : : ; �n ª®¥ç¥ ¨
¨ª ª ¥ § âà £¨¢ ¥â § ¯à¥â áâà â¥£¨¨ �.

�¥« ¥¬ ¢ë¢®¤, çâ®  àãè¥¨ï § ¯à¥â  � ¯à®¨áå®¤ïâ â®«ìª® ¨§-§  ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï í«¥¬¥â®¢
¢ (D1 �D2) ¢ ¯¥à¢®© ä §¥ ª®áâàãªæ¨¨ P{áâà â¥£¨ï¬¨  â ª¨¬¨, çâ®  < �. �â® ¢á¥£¤  á®¯à®-
¢®¦¤ ¥âáï ¨¨æ¨ «¨§ æ¨¥©,   ¯® «¥¬¬¥ 1.2 íâ® ¯à®¨áå®¤¨â ª®¥ç®¥ ç¨á«® à §.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ R(�; s) § ¯à¥â áâà â¥£¨¨ � ¯®á«¥ è £  s (¢ á«ãç ¥ P{áâà â¥£¨¨ íâ® ¡ã¤¥â
®¡é¨© § ¯à¥â ¢á¥å æ¨ª«®¢).

�¥¬¬  1.4. �î¡ ï áâà â¥£¨ï � � f ¤«ï  � �   f á®§¤ ¥â ª®¥çë© § ¯à¥â R(�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �  è¥© ª®áâàãªæ¨¨ § ¯à¥âë ãáâ  ¢«¨¢ îâ â®«ìª® P- ¨ N{áâà â¥£¨¨.
�ãáâì � � f | P{áâà â¥£¨ï. � ª ®â¬¥ç «®áì ¢ à §¤¥«¥ ® ¢ëå®¤ å P{áâà â¥£¨¨, ¥á«¨ �bf �
f , â® R(�) = lim

s
R(�; s) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ª®¥ç¥. �á«¨ �bk0 � f , â® áãé¥áâ¢ã¥â ª®¥çë©

lim inf
s

R(�; s) = R(�).

�ãáâì � � f | N{áâà â¥£¨ï. � ª ®¯¨á ® ¢ à §¤¥«¥ ® ¢ëå®¤ å N{áâà â¥£¨¨ ¢ á«ãç ¥ �b1 �
f , R(�; s) ¨¬¥¥â ª®¥çë© ¯à¥¤¥«,   ¢ á«ãç ¥ �b0 � f lim inf

s
R(�; s) = 0. �¡®§ ç¨¬ íâ¨ ¯à¥¤¥«ë

ç¥à¥§ R(�).

�¥¬¬  1.5. �á¥ âà¥¡®¢ ¨ï ¢¤®«ì ¨áâ¨®£® ¯ãâ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâáï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¯®áâà®¥¨î ¤¥à¥¢  áâà â¥£¨© ¢¤®«ì «î¡®© ¡¥áª®¥ç®©
¢¥â¢¨ à á¯®«®¦¥ë ¢á¥ âà¥¡®¢ ¨ï.

�ãáâì � � f | «î¡ ï áâà â¥£¨ï. �® «¥¬¬¥ 1.2 áãé¥áâ¢ã¥â è £ s, ¯®á«¥ ª®â®à®£® ®  ã¦¥
¥ ¨¨æ¨ «¨§¨àã¥âáï. �á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 1.4 ¨ â®â ä ªâ, çâ® � � f , «¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® R =
maxfR(�) j � < �g ª®¥ç¥. � ª ª ª ãáâ ®¢ª  ®¢®£® § ¯à¥â  á®¯à®¢®¦¤ ¥âáï ¨¨æ¨ «¨§ æ¨¥©
¯à ¢®- ¨ ¨¦¥«¥¦ é¨å áâà â¥£¨©, â® ¢á¥ ¢®¢ì ¢ë¡à ë¥ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨ áâà â¥£¨¨ � ¯®á«¥
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è £  s ã¦¥ ¡ã¤ãâ ¡®«ìè¥ R. �  ¢á¥å ¯®á«¥¤ãîé¨å �-è £ å  è  áâà â¥£¨ï ¡ã¤¥â à ¡®â âì, ª ª
®¯¨á ® ¢ ¥¥ ®á®¢®¬ ¬®¤ã«¥, ¨ âà¥¡®¢ ¨¥,  ¤ ª®â®àë¬ ®  à ¡®â ¥â, ¡ã¤¥â ¢ë¯®«¥®.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë § ª®ç¥®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. � ¦¤ë© ª« áá áª çª®¢ á®¤¥à¦¨â ¡¥áª®¥çãî ¢®§à áâ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâì ��� d-à.¯. áâ¥¯¥¥©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì C |«î¡®© ª« áá áª çª®¢, ªà®¬¥ High1, ¨ ¯ãáâì à.¯. áâ¥¯¥ì b0 2 C .
�à¨¬¥ïï â¥®à¥¬ã 1 á a = b0, ¯®«ãç ¥¬ ��� d-à.¯. áâ¥¯¥ì d0 ¨ à.¯. áâ¥¯¥ì b1 â ª¨¥, çâ®
b0 < d0 < b1 ¨ b1 2 C . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ d0 2 C . �à¨¬¥ïï â¥®à¥¬ã 1 á a = b1, ¯®«ãç ¥¬ ���
d-à.¯. áâ¥¯¥ì d1 ¨ à.¯. áâ¥¯¥ì b2 â ª¨¥, çâ® d0 < b1 < d1 < b2 ¨ b2 2 C , ¨ â.¤.

�ãáâì â¥¯¥àì C = High1. �®¡ ¢¨¬ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ªã â¥®à¥¬ë 1 ãá«®¢¨¥ b < 00. �«ï â®£® çâ®¡ë
¤®ª § âì â¥®à¥¬ã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥, § ¬¥¨¬ ¢ á¯¨áª¥ âà¥¡®¢ ¨© â¥®à¥¬ë 1 âà¥¡®¢ ¨ï ¢¨¤  Ne

  âà¥¡®¢ ¨ï NPe : B 6= �((D1�D2)�A)
e , £¤¥ B | ¢á¯®¬®£ â¥«ì®¥ à.¯. ¬®¦¥áâ¢®, ª®â®à®¥ ¬ë

áâà®¨¬. �â¨ âà¥¡®¢ ¨ï £ à â¨àãîâ, çâ® deg(((D1 �D2)�A)) 6= 00. �â¨ ¨§¬¥¥¨ï âà¥¡®¢ ¨©
¥ ¤®¡ ¢«ïîâ ¢ ª®áâàãªæ¨î ¯à¨æ¨¯¨ «ìëå âàã¤®áâ¥©, ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®áâ ¥âáï ¯®çâ¨ ¢
¯à¥¦¥¬ ¢¨¤¥ (á ¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ ¨§¬¥¥¨ï¬¨ ¢ ¤¥à¥¢¥ áâà â¥£¨© ¨ ¯®«®© ª®áâàãªæ¨¨). �®á«¥
íâ®£®, ¯à¨¬¥ïï â¥®à¥¬ã 1 á ®¢ë¬ ãá«®¢¨¥¬, ¯®«ãç ¥¬ b0 < d0 < b1 < 00 ¨ b1 2 High1, ¨ â.¤.

�®áâà®¥ ï ¢ â¥®à¥¬¥ 1 ��� ¯ à  ¨¬¥¥â ¢¨¤ hdeg(D1 � D2);deg(D1 � D2)i. �ª §ë¢ ¥âáï,
çâ® «î¡ãî ��� ¯ àã ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ â ª®¬ ¢¨¤¥. � ç «¥ ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîé¥¥

�â¢¥à¦¤¥¨¥. �ãáâì ¤ ë ¯à®¨§¢®«ìë¥ d-à.¯. áâ¥¯¥ì d ¨ à.¯. áâ¥¯¥ì a > d. �®£¤ 

áãé¥áâ¢ã¥â d-à.¯. ¬®¦¥áâ¢® (D1 �D2) 2 d â ª®¥, çâ® deg (D1 �D2) 6 a.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¤ ë ¯à®¨§¢®«ì®¥ d-à.¯. ¬®¦¥áâ¢® (B1�B2) 2 d ¨ à.¯. ¬®¦¥áâ¢®
A 2 a. �®áâà®¨¬ d-à.¯. ¬®¦¥áâ¢® (D1�D2) = (B1�B2), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î (D1�D2) 6T

A. �¤¥ï á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ®¡ë ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ (D1�D2) \¯à®¯ãáª âì" í«¥¬¥âë, ª®â®àë¥ ¢å®¤ïâ
¢ B1,   § â¥¬ ¢ B2 \¡¥§ à §à¥è¥¨ï A". �¯¨è¥¬  èã áâà â¥£¨î.

�ãáâì (B1�B2) = �Ae . �âà®¨¬ (D1�D2) = (B1�B2) ¨ ç.à. äãªæ¨® « � : �A = (D1�D2).
� è  áâà â¥£¨ï à ¡®â ¥â ¯® á«¥¤ãîé¨¬ æ¨ª« ¬.

�¨ª« k

(1) �¤¥¬ è £  s : (B1 �B2)(k) = �Ae (k) # [s].
(2) (�¥à¥)®¯à¥¤¥«ï¥¬ äãªæ¨® « �A(2k) = (D1 � D2)(2k) = (B1 � B2)(2k), �A(2k + 1) =

(D1�D2)(2k+1) = (B1�B2)(2k+1) [s+1] c �(2k) = �(2k+1) = 'e;s(k). (�¥¬ á ¬ë¬  ¢â®¬ -
â¨ç¥áª¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ (D1�D2)(k) = (B1�B2)(k).) � ç¨ ¥¬ (k+1)-© æ¨ª«. �¤®¢à¥¬¥®
¯à®¤®«¦ ¥¬ à ¡®âã  è¥£® æ¨ª« , ¯¥à¥å®¤ï ¢ (3).

(3) �¤¥¬ ¨§¬¥¥¨ï A � �(2k + 1) ¨«¨ (B1 �B2)(k).
( ) �§¬¥¥¨¥ A � �(2k + 1) ¯à®¨§®è«® à ìè¥. �®£¤  à §àãè ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨

k0 > k; �A(2k); (2k + 1) áç¨â ¥¬ ¥®¯à¥¤¥«¥ë¬ (¨§-§  ¨§¬¥¥¨ï A � �(k)) ¨ ¨¤¥¬
¢ (1).

(¡) �§¬¥¥¨¥ (B1�B2)(k) ¯à®¨§®è«® à ìè¥. �®£¤  ®áâ  ¢«¨¢ ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨
k0 > k, ¨¤¥¬ ¢ (4).

(4) �§¬¥¥¨¥ ¬®£«® ¯à®¨§®©â¨ ¤¢ã¬ï ¯ãâï¬¨:
( ) (B1 � B2)(k) ¨§¬¥¨«®áì á 0   1. �®£¤  ¦¤¥¬ ¢®ááâ ®¢«¥¨ï à ¢¥áâ¢    ¥ª®-

â®à®¬ è £¥ t : (B1 � B2)(k) = �Ae (k) # [t]. �® ¯à®¨§®©¤¥â «¨¡® ¨§-§  ¨§¬¥¥¨ï
(B1 � B2)(k)   0, «¨¡® A � 'e(k). � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯à®¤®«¦ ¥¬ à ¡®âã (k + 1)-
£® æ¨ª«  ¨ ¨¤¥¬ ¢ (5). �® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¯¥à¥ç¨á«ï¥¬ k ¢ D1, à §àãè ¥¬ æ¨ª«ë á
®¬¥à ¬¨ k0 > k ¨ ¨¤¥¬ ¢ (2) ¯¥à¥®¯à¥¤¥«ïâì �A ¢ â®çª å 2k ¨ 2k + 1.

(¡) (B1 � B2)(k) ¨§¬¥¨«®áì á 1   0. �®£¤  ¦¤¥¬ ¢®ááâ ®¢«¥¨ï à ¢¥áâ¢    ¥ª®-
â®à®¬ è £¥ t : (B1 � B2)(k) = �Ae (k) #= 0 [t]. �® ¬®¦¥â ¯à®¨§®©â¨ â®«ìª® ¨§-§ 
¨§¬¥¥¨ï A � 'e(k). �¥à¥ç¨á«ï¥¬ k ¢ D2, à §àãè ¥¬ æ¨ª«ë á ®¬¥à ¬¨ k0 > k,
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¯¥à¥®¯à¥¤¥«ï¥¬ �A(2k + 1) = (D1 � D2)(2k + 1) á ®ª®ç â¥«ìë¬ ¯à®¨§¢®«ìë¬
�(2k + 1),  ç¨ ¥¬ (k + 1){© æ¨ª« ¨ ¨¤¥¬ ¢ (5).

(5) �®¥æ à ¡®âë.

�®áâàãªæ¨ï § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ®¡ë   ª ¦¤®¬ è £¥ s > 0 áâà â¥£¨ï ¤ ¢ «  à ¡®âã
æ¨ª«ã á  ¨¬¥ìè¨¬ ®¬¥à®¬, ª®â®àë© ¨¬¥¥â à ¡®âã.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë ®â¬¥â¨¬, çâ® (â.ª. (B1�B2) = �Ae ) ®ª®ç â¥«ì® ¢á¥ æ¨ª«ë ¡ã¤ãâ
 å®¤¨âìáï ¢ (3) ¨«¨ ¢ (5). �®ïâ®, çâ® (D1 �D2) = (B1 �B2)¨ (D1 �D2) 6T A.

�§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯®«ãç ¥¬

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �®¡áâ¢¥® d-à.¯. áâ¥¯¥ì d ¨ à.¯. áâ¥¯¥ì b > d ®¡à §ãîâ ¨§®«¨à®¢ ãî
á¢¥àåã ¯ àã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â d-à.¯. ¬®¦¥áâ¢® (D1 �D2) 2 d â ª®¥, çâ®
(D1 �D2) 2 b ¨ ¬¥¦¤ã áâ¥¯¥ï¬¨ deg(D1 �D2) ¨ deg(D1 �D2) ¥â à.¯. áâ¥¯¥¥©.
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