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� áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï ¤«ï á¨áâ¥¬ë, ®¯¨áë¢ ¥¬®© ­¥«¨­¥©­ë¬
ãà ¢­¥­¨¥¬ í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯  ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ¨­ä®à¬ æ¨¨ ®¡ ®¤­®§­ ç­®© à §à¥è¨¬®áâ¨
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ªà ¥¢®© § ¤ ç¨. �®¯®«­¨â¥«ì­ ï âàã¤­®áâì á¢ï§ ­  á ®âáãâáâ¢¨¥¬ ¤¨ää¥à¥­-
æ¨àã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  á®áâ®ï­¨ï. �«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï § ¤ ç¨ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë©
¬¥â®¤ èâà ä  á £« ¤ª®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ®¯¥à â®à . � à¥§ã«ìâ â¥ ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¥£®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­®£® äã­ªæ¨®­ «  ­ å®¤¨âáï ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¨áå®¤­®© ®¯â¨¬¨§ -
æ¨®­­®© § ¤ ç¨.

1. �®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨

� ®âªàëâ®© ®£à ­¨ç¥­­®© ®¡« áâ¨ 
 ¯à®áâà ­áâ¢  Rn § ¤ ­® ãà ¢­¥­¨¥

�y + g(y) = v + f (1)

á ®¤­®à®¤­ë¬ £à ­¨ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ (§ ¤ ç  �¨à¨å«¥), £¤¥ v| ã¯à ¢«¥­¨¥, f | ¨§¢¥áâ­ ï äã­ª-
æ¨ï ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢  H�1(
), g | § ¤ ­­ ï äã­ªæ¨ï ®â á®áâ®ï­¨ï á¨áâ¥¬ë y. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á
â¥®à¥¬®© �®¡®«¥¢  ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ¢«®¦¥­¨ï

H1

0
(
) � Lq(
); H�1(
) � Lq0(
);

£¤¥ 1=2 � 1=n = 1=q, n > 2, q ¯à®¨§¢®«ì­®, n = 2; 1=q + 1=q0 = 1. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï
¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ª®­áâ ­â  c, çâ®

kykq � ckyk 8y 2 H1

0
(
); kyk� � ckykq0 8y 2 Lq0(
);

£¤¥ kyk, kykq ¨ kyk� | ­®à¬ë äã­ªæ¨¨ y ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å H1

0
(
), Lq(
) ¨ H�1(
) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® äã­ªæ¨ï g ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã

G = fg 2 C(R)
�� jg(y)j � a+ bjyjq�1 8yg; a > 0; b > 0:

�®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© �à á­®á¥«ìáª®£® ([1], á. 312), ãáâ ­®¢¨¬, çâ® ®¯¥à â®à g : Lq(
) ! Lq0(
)
ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬. �¯à ¢«¥­¨¥ v ¢ë¡¨à ¥âáï ¨§ ¢ë¯ãª«®£® § ¬ª­ãâ®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  U
¯à®áâà ­áâ¢  L2(
).

�à¨ ¤ ­­ëå ®£à ­¨ç¥­¨ïå ­  ­¥«¨­¥©­ë© ç«¥­ ãà ¢­¥­¨¥ (1) ­¥ ¨¬¥¥â  ¯à¨®à­®© ®æ¥­ª¨,
¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ­¥«ì§ï £ à ­â¨à®¢ âì ­¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à¥è¥­¨ï ªà ¥¢®© § ¤ ç¨ ­  ¯à®¨§¢®«ì-
­®¬ ã¯à ¢«¥­¨¨, ­¨ ¥£® ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì ¯à¨ â¥å ãá«®¢¨ïå, ª®£¤  à §à¥è¨¬®áâì à¥ «¨§ã¥âáï.
�®«¥¥ â®£®, ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ãá«®¢¨ïå ®¤­®§­ ç­ ï à §à¥è¨¬®áâì § ¤ ç¨ ­ ¢¥à­ïª  ­¥ ¨¬¥-
¥â ¬¥áâ  (­ ¯à., [2], á. 262). � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¡é¥© ª®­æ¥¯æ¨¥© à¥è¥­¨ï íªáâà¥¬ «ì­ëå § -
¤ ç ¤«ï á¨­£ã«ïà­ëå á¨áâ¥¬ [2] ¢¢®¤¨âáï ¯®­ïâ¨¥ ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ àë. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®
W = L2(
)�H1

0
(
) ¨ ¬­®¦¥áâ¢® W0 = f(v; y) 2W j v 2 Ug.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �®¯ãáâ¨¬®© ¯ à®© ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (1) ­ §®¢¥¬ â ªãî ¯ àã (v; y) ¨§ ¬­®¦¥-
áâ¢  W0, ª®â®à ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î (1).
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�ã¤¥¬ ¯®« £ âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¯ à ãà ¢­¥­¨ï (1) ­¥ ¯ãáâ®. � áá¬ âà¨¢ ¥âáï
äã­ªæ¨®­ «

I(v; y) =
1
2
ky � zk2 +




2
kvk2

2
;

£¤¥ z | ¨§¢¥áâ­ ï äã­ªæ¨ï ¨§ H1

0
(
), 
 > 0. �â ¢¨âáï ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ ï

� ¤ ç  1. � ©â¨ â ªãî ¤®¯ãáâ¨¬ãî ¯ àã (v; y), ª®â®à ï ¬¨­¨¬¨§¨àã¥â äã­ªæ¨®­ « I ­ 
¬­®¦¥áâ¢¥ ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¯ à ãà ¢­¥­¨ï (1).

�¥®à¥¬  1. � ¤ ç  1 à §à¥è¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ á­¨§ã äã­ªæ¨®­ «  I ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ W ¤«ï § -
¤ ç¨ 1 áãé¥áâ¢ã¥â ¬¨­¨¬¨§¨àãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, â. ¥. â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¤®¯ã-
áâ¨¬ëå ¯ à fwkg = fvk; ykg, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì I(wk) ! I(w). �®£¤  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï
äã­ªæ¨®­ «  I á«¥¤ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© fvkg ¨ fykg ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å L2(
)
¨ H1

0
(
) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®á«¥ ¢ë¤¥«¥­¨ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© (á á®åà ­¥­¨¥¬ ¯à¥¦­¥£®

®¡®§­ ç¥­¨ï) ãáâ ­®¢¨¬ áå®¤¨¬®áâì vk ! v á« ¡® ¢ L2(
) ¨ yk ! y á« ¡® ¢ H1

0
(
).

�®ª ¦¥¬, çâ® ¯ à  w = (v; y) ï¢«ï¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®©. �ç¨âë¢ ï ¢ë¯ãª«®áâì ¨ § ¬ª­ãâ®áâì
¬­®¦¥áâ¢  U , ãáâ ­®¢¨¬ ¢ª«îç¥­¨¥ v 2 U . �®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© ¢«®¦¥­¨ï �®¡®«¥¢ , ãáâ ­®¢¨¬
®£à ­¨ç¥­­®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fykg ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lq(
). �®£¤  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢ 
G á«¥¤ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fg(yk)g ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lq0(
). �à¨¬¥­ïï â¥®à¥¬ã
�¥««¨å {�®­¤à è®¢ , ¯®á«¥ ¢ë¤¥«¥­¨ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯®«ãç ¥¬ áå®¤¨¬®áâì yk ! y
á¨«ì­® ¢ L2(
) ¯®çâ¨ ¢áî¤ã (¯. ¢.) ­  
. � à¥§ã«ìâ â¥ ¨¬¥¥¬ g(yk)! g(y) ¯. ¢. ­  
. �®«ì§ãïáì
«¥¬¬®© 1.3 ([3], á. 25), ãáâ ­®¢¨¬ g(yk) ! g(y) á« ¡® ¢ Lq0(
). �®áª®«ìªã ¯ à  (vk; yk) ï¢«ï¥âáï
¤®¯ãáâ¨¬®©, â® ®­  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥­áâ¢ã

�yk + g(yk) = vk + f:

�¬­®¦ ï íâ® á®®â­®è¥­¨¥ ­  ¯à®¨§¢®«ì­ãî äã­ªæ¨î ª« áá  H1

0
(
), ¯®á«¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¯®

®¡« áâ¨ 
 ¨ ¯¥à¥å®¤  ª ¯à¥¤¥«ã ãáâ ­®¢¨¬ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì à ¢¥­áâ¢  (1). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯ à 
w ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®©.

�¨­¨¬¨§¨àã¥¬ë©äã­ªæ¨®­ « ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© (á â®ç­®áâìî ¤® ¯®áâ®ï­­ëå ¬­®¦¨â¥«¥©)
áã¬¬ã ª¢ ¤à â®¢ ­®à¬ ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å. �¢ ¤à â ­®à¬ë ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬ ¨
­¥¯à¥àë¢­ë¬ äã­ªæ¨®­ «®¬,   §­ ç¨â, á« ¡® ¯®«ã­¥¯à¥àë¢¥­ á­¨§ã. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬
á®®â­®è¥­¨¥

lim I(wk) � I(w):

�âáî¤ , â. ª. ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fwkg ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¥©, á«¥¤ã¥â, çâ® ¥¥ á« ¡ë© ¯à¥-
¤¥« w ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ 1.

� ¤ ç¨ ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï ¤«ï á¨áâ¥¬, ®¯¨áë¢ ¥¬ëå ­¥«¨­¥©­ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ í«-
«¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯ , ¤®áâ â®ç­® å®à®è® ¨áá«¥¤®¢ ­ë (­ ¯à., [2], [4]{[7]). � ¡®«ìè¨­áâ¢¥ à ¡®â
íâ®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï (¢ ç áâ­®áâ¨, [4]{[7]) ãà ¢­¥­¨ï á®áâ®ï­¨ï ¯à¥¤¯®« £ îâáï ®¤­®§­ ç­® à §à¥-
è¨¬ë¬¨, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¤«ï ¨å ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï áâ ­¤ àâ­ë¬ ¢ à¨ æ¨®­­ë¬ ¯®¤-
å®¤®¬. � áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï § ¤ ç  1 ¡«¨§ª  á¨­£ã«ïà­ë¬ ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ë¬ § ¤ ç ¬, ®¯¨á ­­ë¬ ¢
[2]. � ç áâ­®áâ¨, ¤®ª § ­­ ï â¥®à¥¬  1 ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ­¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â  ­ «®£¨ç­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨©
¨§ [2]. �  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤ ®â«¨ç¨¥ § ¤ ç¨ 1 ®â â¥å, çâ® à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢ ãª § ­­®© ¬®­®£à ä¨¨
�.-�.�¨®­á , á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ á®áâ®ï­¨ï ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï ­¥ áâ¥¯¥­­ãî ­¥«¨­¥©-
­®áâì,   äã­ªæ¨î g ®¡é¥£® ¢¨¤ . �¤­ ª® à¥è îéãî à®«ì §¤¥áì ¨£à ¥â â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ®
íâ  äã­ªæ¨ï § ¢¥¤®¬® áç¨â ¥âáï ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®©. �«ï á¨­£ã«ïà­ëå ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ëå § -
¤ ç, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå �¨®­á®¬ ¨ ¤àã£¨¬¨  ¢â®à ¬¨, ®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¬¥â®¤ èâà ä  á ¯®-
á«¥¤ãîé¨¬ ¯®«ãç¥­¨¥¬ ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­®© § ¤ ç¨. �à¨¬¥­¥­¨¥
¯®¤®¡­®© ¬¥â®¤¨ª¨ ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ­¥¢®§¬®¦­®, ¯®áª®«ìªã áâ ­¤ àâ­ë© \®èâà ä®¢ ­­ë©"
äã­ªæ¨®­ « ¤«ï § ¤ ç¨ 1 ®ª §ë¢ ¥âáï ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬. � § «®áì ¡ë, íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®
­¥ ¤®«¦­® ¢ë§ë¢ âì ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ëå âàã¤­®áâ¥©, ¯®áª®«ìªã ¬¥â®¤ë ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ­¥£« ¤ª¨å
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äã­ªæ¨®­ «®¢ å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë (­ ¯à., [8], [9]). � à ¡®â å ãª § ­­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï ®âáãâáâ¢¨¥
£« ¤ª®áâ¨ ­ ¡«î¤ «®áì ¢ ¯®¤¨­â¥£à «ì­®¬ ¢ëà ¦¥­¨¨ ªà¨â¥à¨ï ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨,   ¦¥« ¥¬ë©
à¥§ã«ìâ â ¤®áâ¨£ «áï §  áç¥â ¯¥à¥å®¤  ®â áâ ­¤ àâ­®© ¯à®¨§¢®¤­®© äã­ªæ¨®­ «  ª ¥¥ ¡®«¥¥
á« ¡ë¬  ­ «®£ ¬ (áã¡¤¨ää¥à¥­æ¨ «, ¯à®¨§¢®¤­ ï �« àª  ¨ â. ¯.). � ¤ ­­®¬ ¦¥ á«ãç ¥ ¨áå®¤-
­ë© äã­ªæ¨®­ « ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬,   ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë© ç«¥­ ¯à¨áãâáâ¢ã¥â ¢ ãà ¢­¥­¨¨
á®áâ®ï­¨ï. �®íâ®¬ã ¨á¯®«ì§®¢ âì â¥®à¨î ­¥£« ¤ª¨å äã­ªæ¨®­ «®¢ ­¥«ì§ï: ­¥£« ¤ª®áâì ¨¬¥¥â
®¯¥à â®à­ë©,   ­¥ äã­ªæ¨®­ «ì­ë© á¬ëá«. �ª §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¨£®¤­®© ¨ â¥®à¨ï à áè¨à¥­­®©
¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ (­ ¯à., [10]), ¯®áª®«ìªã ¤«ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ãà ¢­¥­¨ï ¢®§-
¬®¦­ ï ­¥¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì äã­ªæ¨¨ á®áâ®ï­¨ï ¯® ã¯à ¢«¥­¨î ®¡ãá«®¢«¥­  ­¥ â®¯®«®£¨-
ç¥áª¨¬¨ ¯à¨ç¨­ ¬¨ (®á« ¡«¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «ì­ëå á¢®©áâ¢ ¢ ¯à®æ¥áá¥ «¨­¥ à¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à ),
  ­¥£« ¤ª®áâìî ­¥«¨­¥©­®£® ç«¥­ .

�«ï ¯à¥®¤®«¥­¨ï ¨¬¥îé¨åáï âàã¤­®áâ¥© ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë© ¬¥â®¤ èâà ä  á
£« ¤ª®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ­¥«¨­¥©­®£® ç«¥­  ãà ¢­¥­¨ï. � á¨«ã ¤®áâ â®ç­® ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­¨
á«®¦­®áâ¨ § ¤ ç¨ 1 ­¥ ã¤ ¥âáï ®¡®á­®¢ âì áå®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤  èâà ä  ¢ ¯®«­®¬ ®¡ê¥¬¥ ¯®¤®¡­®
â®¬ã, ª ª íâ® ¤¥« ¥âáï ¢ [2]. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ à¥è¥­¨¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­®© § ¤ ç¨ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢
®¯à¥¤¥«¥­­®¬ á¬ëá«¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ ¨áå®¤­®© § ¤ ç¨. �¨­¨¬¨§ æ¨ï ¦¥  ¯¯à®ªá¨-
¬ æ¨®­­®£® äã­ªæ¨®­ «  ¢ ¢¨¤ã ¥£® £« ¤ª®áâ¨ ¬®¦¥â ®áãé¥áâ¢«ïâìáï áâ ­¤ àâ­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨.

2. �¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï § ¤ ç¨

�ªáâà¥¬ «ì­ë¥ § ¤ ç¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¢á¥£¤  ¬®£ãâ ¡ëâì à¥è¥­ë «¨èì ¯à¨¡«¨¦¥­­®. �ãé¥-
áâ¢ãîâ à §­ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨. �ãáâì, ¢ ç áâ­®áâ¨, à áá¬ âà¨¢ ¥âáï
§ ¤ ç  ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ äã­ªæ¨®­ «  � ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ �0 â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  �.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �®çªã  2 �0 ­ §®¢¥¬ á¨«ì­ë¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ ¬¨­¨-
¬¨§ æ¨¨ äã­ªæ¨®­ «  � ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ �0, ¥á«¨ ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¬ «®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ V à¥è¥-
­¨ï § ¤ ç¨ ¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «®£® ç¨á«  � > 0 á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ª«îç¥­¨¥  2 V ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢®
�( ) � inf �(�0) + �.

�  ¯à ªâ¨ª¥ ã¤®¢«¥â¢®à¨âì ãª § ­­ë¬ ¢ëè¥ âà¥¡®¢ ­¨ï¬, ª ª ¯à ¢¨«®, ­¥ ã¤ ¥âáï. � ª,
¤«ï § ¤ ç ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï, ­¥ ª®àà¥ªâ­ëå ¢ á¬ëá«¥ �¨å®­®¢ , ¬¨­¨¬¨§¨àãîé¨¥ ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ áå®¤ïâáï ª ®¯â¨¬ «ì­®¬ã ã¯à ¢«¥­¨î [11]. � íâ¨å ãá«®-
¢¨ïå £ à ­â¨à®¢ âì ¡«¨§®áâì ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤ ç¨ ª ®¯â¨¬ «ì­®¬ã
ã¯à ¢«¥­¨î ®¡ëç­® ­¥ ã¤ ¥âáï. �®¦­® «¨èì ­ ¤¥ïâìáï ­  ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ â ª®£® ¤®¯ãáâ¨¬®£®
ã¯à ¢«¥­¨ï, §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  ­  ª®â®à®¬ ¡ã¤¥â ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª® ª ¥£® ­¨¦­¥© £à ­¨. �
à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª ¡®«¥¥ á« ¡®¬ã ¯®­ïâ¨î ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤ ç¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �®çªã  2 �0 ­ §®¢¥¬ á« ¡ë¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ ¬¨­¨¬¨-
§ æ¨¨ äã­ªæ¨®­ «  � ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ �0, ¥á«¨ ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¬ «®£® ç¨á«  � > 0 á¯à ¢¥¤«¨¢®
­¥à ¢¥­áâ¢® �( ) � inf �(�0) + �.

�¡¥á¯¥ç¨âì ­ å®¦¤¥­¨¥ á« ¡®£® ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï ã¤ ¥âáï ¤«ï áãé¥áâ¢¥­­® ¡®«¥¥
è¨à®ª®£® ª« áá  § ¤ ç. �ç¨âë¢ ï, çâ® ª®àà¥ªâ­®áâì íªáâà¥¬ «ì­®© § ¤ ç¨ à¥ «¨§ã¥âáï «¨èì
¢ ¨áª«îç¨â¥«ì­ëå á«ãç ïå [12], § ç áâãî ¯à¨å®¤¨âáï ­ å®¤¨âì «¨èì á« ¡®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥
à¥è¥­¨¥ ¬­®£¨å ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ëå § ¤ ç, ¯à¨ç¥¬ ¢®§­¨ª ¥â ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢ ¥£® ¤ «ì­¥©è¥¬
®á« ¡«¥­¨¨. �â¬¥â¨¬, çâ® ¨áá«¥¤ã¥¬ ï § ¤ ç  1 å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ®âáãâáâ¢¨¥¬ ¨­ä®à¬ æ¨¨ ®
áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï á®áâ®ï­¨ï,   â ª¦¥ ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë¬ ®â-
áãâáâ¢¨¥¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  á®áâ®ï­¨ï, çâ® ­¥ ¬®¦¥â ­¥ ®âà §¨âìáï ­  á¢®©áâ¢ å
à¥è ¥¬®© § ¤ ç¨. � íâ®© á¢ï§¨ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï ¡®«¥¥ á« ¡ ï ä®à¬  ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï
§ ¤ ç¨.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �®çªã  2 � ­ §®¢¥¬ ®á« ¡«¥­­ë¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ ¬¨-
­¨¬¨§ æ¨¨ äã­ªæ¨®­ «  � ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ �0, ¥á«¨ ­ ©¤ãâáï â ª ï â®çª  ¨§ �0, ¥¥ ¤®áâ â®ç­®
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¬ « ï ®ªà¥áâ­®áâì V ¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «®¥ ç¨á«® � > 0, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ª«îç¥­¨¥  2 V ¨
­¥à ¢¥­áâ¢® �( ) � inf �(�0) + �.

�á«¨ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨ïå 2 ¨ 3 à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ®¡ê¥ªâ ­¥¯à¥¬¥­­® áç¨â ¥âáï í«¥¬¥­â®¬ ¬­®¦¥-
áâ¢  �0, ­  ª®â®à®¬ ¬¨­¨¬¨§¨àã¥âáï äã­ªæ¨®­ «, â® ¤«ï ®á« ¡«¥­­®£® ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï
íâ® ã¦¥ ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­®. �à¥¡ã¥âáï «¨èì, çâ®¡ë â®çª   ¯®¯ «  ¢ ¤®áâ â®ç­® ¬ «ãî ®ªà¥áâ-
­®áâì ª ª®£®-«¨¡® í«¥¬¥­â  ãª § ­­®£® ¬­®¦¥áâ¢ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì íâ®© â®çª¨
¬­®¦¥áâ¢ã �0 à¥ «¨§ã¥âáï ­¥ â®ç­®,   ¯à¨¡«¨¦¥­­®. �¥¬ á ¬ë¬ ®á« ¡«¥­­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥-
è¥­¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª¨¬ ª ¬­®¦¥áâ¢ã �0,   §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  ­  ­¥¬ ¬®¦¥â
¯à¥¢®áå®¤¨âì ­¨¦­îî £à ­ì íâ®£® äã­ªæ¨®­ «  ­  ¤ ­­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ­  áª®«ì ã£®¤­® ¬ «ãî
¢¥«¨ç¨­ã. �®­ïâ­®, çâ® á« ¡®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ®á« ¡«¥­­ë¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬,
­®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ­ ®¡®à®â. �á« ¡«ïï ®£à ­¨ç¥­¨ï, ¯à¥¤êï¢«ï¥¬ë¥ ª ¯à¨¡«¨¦¥­­®¬ã à¥-
è¥­¨î § ¤ ç¨, à áè¨àï¥¬ ª« áá § ¤ ç, ¤«ï ª®â®àëå ®­® ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­®.

�«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ®á« ¡«¥­­®£® ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï ¯®áâ ¢«¥­­®© § ¤ ç¨ ¯à¥¤« £ ¥âáï
¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë© ¬¥â®¤ èâà ä , ¢ª«îç îé¨© ¢ á¥¡ï £« ¤ªãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ãà ¢­¥­¨ï
á®áâ®ï­¨ï. � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨© fgng ª« áá G, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬

gn 2 C
1(R); n = 1; 2; : : : ; gn(y)! g(y) ¢ Lq0(
) à ¢­®¬¥à­® ¯® y: (2)

�¯à¥¤¥«¨¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ W äã­ªæ¨®­ «

In(v; y) = I(v; y) +
1
"nq0

k�y + gn(y)� v � fkq
0

q0 ;

£¤¥ "n > 0 ¨ "n ! 0 ¯à¨ n ! 1. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
f"ng ­¨¦¥, ç¥¬ ã fgng, â. ¥. á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

sup
y
kgn(y)� g(y)kq0 = o("n): (3)

�â ¢¨âáï ¢ à¨ æ¨®­­ ï

� ¤ ç  (n). � ©â¨ â ª®¥ ã¯à ¢«¥­¨¥ v, ª®â®à®¥ ¬¨­¨¬¨§¨àã¥â äã­ªæ¨®­ « In ­  W0.

�¥®à¥¬  2. �«ï «î¡®£® n § ¤ ç  (n) à §à¥è¨¬ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì fwkg = fvk; ykg | ¬¨­¨¬¨§¨àãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¤«ï § -
¤ ç¨ (n). �­  ®£à ­¨ç¥­  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ W , ¯à¨ç¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

�yk + gn(yk) = vk + f + 'k;

£¤¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì f'kg ®£à ­¨ç¥­  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lq0(
). �®á«¥ ¢ë¤¥«¥­¨ï ¯®¤¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâ¥© ¯®«ãç ¥¬ áå®¤¨¬®áâì vk ! v á« ¡® ¢ L2(
), yk ! y á« ¡® ¢ H1

0
(
) ¨ 'k ! ' á« ¡®

¢ Lq0(
). �ç¥¢¨¤­®, ¯ à  (v; y) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢ã W0. �®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï ¨§ ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1, ¯®á«¥ ¯¥à¥å®¤  ª ¯à¥¤¥«ã ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ à ¢¥­áâ¢¥ ãáâ ­®¢¨¬ á®®â­®è¥­¨¥
�y + gn(y) = v + f + '. �ç¨âë¢ ï, çâ® äã­ªæ¨®­ « In ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© áâ¥¯¥­¥© (¡®«ìè¥ ¥¤¨-
­¨æë) âà¥å ­®à¬, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå á« ¡® ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­  á­¨§ã, § ¢¥àè ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨.

�¡®á­®¢ ­¨¥ ¬¥â®¤   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¤ ¥â

�¥®à¥¬  3. �«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® ­®¬¥à  n à¥è¥­¨¥ (vn; yn) § ¤ ç¨ (n) ï¢«ï¥âáï ®á« -
¡«¥­­ë¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ 1 ¢ á¬ëá«¥ á« ¡®© â®¯®«®£¨¨ ¯à®áâà ­áâ¢  W .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

In(vn; yn) = min In(W0) � In(v; y) = I(v; y) +
1
"nq0

kgn(y)� g(y)kq
0

q0 ;
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£¤¥ (v; y) ¥áâì à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ 1. �ç¨âë¢ ï ®æ¥­ªã (3), ¯à¨å®¤¨¬ ª ­¥à ¢¥­áâ¢ã

lim
n!1

In(vn; yn) � I(v; y): (4)

�âáî¤  á«¥¤ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®áâì ç¨á«®¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fIn(vn; yn)g. �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì ¯ à fvn; yng ®£à ­¨ç¥­  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ W ¨ á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

�yn + gn(yn) = vn + f + 'n; (5)

¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«­ï¥âáï ®æ¥­ª  k'nkq0 � c("n)1=q
0

, £¤¥ c > 0. �ç¨âë¢ ï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  G,
ãáâ ­®¢¨¬ ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fgn(yn)g ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lq0(
).

�ë¤¥«ïï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ¯®«ãç ¥¬ áå®¤¨¬®áâì vn ! v0 á« ¡® ¢ L2(
), yn ! y0 á« ¡®
¢ H1

0
(
), gn(yn) ! g0 á« ¡® ¢ Lq0(
) ¨ 'n ! 0 á« ¡® ¢ Lq0(
). �à¨ íâ®¬ ¯ à  (v0; y0) ï¢«ï¥âáï

í«¥¬¥­â®¬ ¬­®¦¥áâ¢  W0. �®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© �¥««¨å {�®­¤à è®¢ , ãáâ ­®¢¨¬, çâ® yn ! y0

á¨«ì­® ¢ L2(
) ¨ ¯. ¢. ­  
. �«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å â®ç¥ª x ¨§ 
 ¢ë¯®«­ïîâáï ­¥à ¢¥­áâ¢ 

jgn(yn(x))� g(y0(x))j � jgn(yn(x))� g(yn(x))j+ jg(yn(x))� g(y0(x))j �

� sup
y
jgn(y)� g(y)j + jg(yn(x))� g(y0(x))j:

�ç¨âë¢ ï ãá«®¢¨¥ (2), § ª«îç ¥¬, çâ® gn(yn)! g(y0) ¯. ¢. ­  
. �à¨¬¥­ïï «¥¬¬ã 1.3 ([3], á. 25),
ãáâ ­®¢¨¬, çâ® gn(yn)! g(y0) á« ¡® ¢ Lq0(
). �¬­®¦ ï à ¢¥­áâ¢® (5) ­  ¯à®¨§¢®«ì­ãî äã­ªæ¨î
ª« áá  H1

0
(
), ¨­â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯® ®¡« áâ¨ 
 ¨ ¯¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã, ¯®«ãç¨¬

�y0 + g(y0) = v0 + f:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, (v0; y0) ®ª §ë¢ ¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ à®© ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (1).
�â ª, ¯à¥¤¥« ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fvn; yng à¥è¥­¨© § ¤ ç¨ (n) ¢ á« ¡®© â®¯®«®£¨¨ ¯à®áâà ­-

áâ¢  W ï¢«ï¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ à®© ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (1). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å
­®¬¥à å n ¯ à  (vn; yn) ¯®¯ ¤ ¥â ¢ áª®«ì ã£®¤­® ¬ «ãî ®ªà¥áâ­®áâì ­¥ª®â®à®© ¤®¯ãáâ¨¬®© ¯ -
àë ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï (1). �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï äã­ªæ¨®­ «  In á«¥¤ã¥â ­¥à ¢¥­áâ¢® I(w) � In(w) ¤«ï
«î¡®© â®çª¨ w ¨§ W . �®£¤  ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï (4)

lim
n!1

I(vn; yn) � lim
n!1

In(vn; yn) � I(v; y):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®£® ç¨á«  � ­®¬¥à n ¬®¦­® ¢ë-
¡à âì áâ®«ì ¡®«ìè¨¬, çâ® §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  I(vn; yn) ¡ã¤¥â ¯à¥¢®áå®¤¨âì I(v; y) ­¥ ¡®«¥¥
ç¥¬ ­  �. �¥¬ á ¬ë¬ ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å n ¯ à  (vn; yn) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ®ª §ë¢ ¥âáï ®á« -
¡«¥­­ë¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ 1.

3. �¥è¥­¨¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­®© § ¤ ç¨

�«ï ¯à ªâ¨ç¥áª®£® ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¯®«ãç¥­­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ®¯¨è¥¬ ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë©  «£®à¨â¬
à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (n) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­®¬¥à  n. �çâ¥¬, çâ® ¤«ï ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ £« ¤ª®£® äã­ª-
æ¨®­ «  ­  ¢ë¯ãª«®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ¯à¨£®¤­ë áâ ­¤ àâ­ë¥ ¬¥â®¤ë
®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (­ ¯à., [11], á. 18). �à¨ íâ®¬ ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤­®© ¬¨­¨¬¨§¨àã¥¬®£® äã­ª-
æ¨®­ «  ¢ § ¤ ç¥ (n) ¯®âà¥¡ãîâáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  äã­ªæ¨¨ gn:

jgny(y)j � a1 + b1jyj
q�2 8y 2 R;

£¤¥ a1 > 0, b1 > 0, gny(y) | ¯à®¨§¢®¤­ ï ®â gn ¢ â®çª¥ y. �®£¤  ®¯¥à â®à gn(�) : Lq(
) !
Lq0(
) ®ª §ë¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬ ¯® �à¥è¥, ¯à¨ç¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® ([1], á. 312)
g0n(y)h(x) = gny(y(x))h(x) 8y 2 Lq(
). �®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© ¢«®¦¥­¨ï �®¡®«¥¢ , ãáâ ­®¢¨¬ ¤¨ä-
ä¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì ¯® �à¥è¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï gn(�) : H1

0
(
)! H�1(
).
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�¥®à¥¬  4. �¥è¥­¨¥ (vn; yn) § ¤ ç¨ (n) å à ªâ¥à¨§ã¥âáï á®®â­®è¥­¨ï¬¨

vn = �(pn=
); (6)

�yn + gn(yn) = vn + f + "q�1n jpnj
q�2pn; (7)

£¤¥ � | ¯à®¥ªâ®à ­  ¬­®¦¥áâ¢® U ,   äã­ªæ¨ï pn ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î

�pn + g0n(yn)pn = �z ��yn: (8)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«ì§ãïáì áâ ­¤ àâ­®© áå¥¬®© ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ äã­ªæ¨®­ «®¢ [13], ãáâ ­®-
¢¨¬, çâ® ®¯â¨¬ «ì­ ï ¯ à  (vn; yn) § ¤ ç¨ (n) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®è¥­¨ï¬

Inv(vn; yn)(v � vn) � 0 8v 2 U; Iny(vn; yn) = 0;

£¤¥ Inv(v; y), Iny(v; y) | ç áâ­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ äã­ªæ¨®­ «  In ¢ â®çª¥ (v; y). �â¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¥
­ å®¤ïâáï ®¡ëç­ë¬ ®¡à §®¬ ¨§ á®®â­®è¥­¨©

Inv(v; y)h =
Z



(
v � pn)h dx 8h 2 L2(
);

Iny(v; y)h =
Z



f(�z ��y)h� pn[�h+ g0n(y)h]gdx 8h 2 H1

0
(
);

£¤¥ pn = �("n)�1j�y+ gn(y)� v� f jq
0
�2[�y+ gn(y)� v� f ]. �§ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  ¯à¨ v = vn,

y = yn á«¥¤ã¥â á®®â­®è¥­¨¥ (7). � à¥§ã«ìâ â¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï íªáâà¥¬ã¬  ¯à¨­¨¬ îâ ¢¨¤
Z



(
vn � pn)(v � vn)dx � 0 8v 2 U;
Z



[�pn + g0n(y)pn ��z +�yn]h dx = 0 8h 2 H1

0
(
):

�â®à®¥ ¨§ íâ¨å ãá«®¢¨© ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¤ ¥â à ¢¥­áâ¢® (8). �«ï ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥-
£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ª ¢¨¤ã (6) ¤®áâ â®ç­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á¢®©áâ¢®¬ ¯à®¥ªâ®à  ­ 
¢ë¯ãª«®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ .

Ha ®á­®¢ ­¨¨ ¤®ª § ­­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ (n) âà¥¡ã¥âáï á­ -
ç «  à¥è¨âì ®¤­®à®¤­ãî § ¤ çã �¨à¨å«¥ ¤«ï á¨áâ¥¬ë ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© í««¨¯â¨ç¥áª®£®
â¨¯ 

�yn + gn(yn) = �(pn=
) + f + "q�1n jpnj
q�2pn;

�pn + g0n(yn)pn = �z ��yn;

¯®á«¥ ç¥£® äã­ªæ¨ï vn ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ (6). � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 3 ¯ à  (vn; yn)
®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ 1.

� ¬¥ç ­¨ï

1. �á«¨ ­¥«¨­¥©­ë© ç«¥­ ãà ¢­¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬, â® ¤«ï à¥è¥­¨ï § ¤ -
ç¨ ¬®¦­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï áâ ­¤ àâ­®© ä®à¬®© ¬¥â®¤  èâà ä  (¡¥§  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ®¯¥à â®à 
á®áâ®ï­¨ï). �à¨ íâ®¬ ¨¬¥¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ®¡®á­®¢ ­¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  ¢ ¡®«¥¥ á¨«ì­®¬
á¬ëá«¥ [2], ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï á« ¡®¥ ¨«¨ ¤ ¦¥ á¨«ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥
§ ¤ ç¨.

2. �¥®à¥¬  4 ¤ ¥â «¨èì ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ íªáâà¥¬ã¬  ¤«ï § ¤ ç¨ (n). �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£®
­¥â ã¢¥à¥­­®áâ¨ ¢ â®¬, çâ® ª®­ªà¥â­®¥ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (6){(8) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ¬¨­¨¬¨§¨àã¥â
äã­ªæ¨®­ « In ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ W0. �®â ¦¥ íää¥ªâ ­ ¡«î¤ ¥âáï ¨ ¤«ï à¥£ã«ïà­ëå (®¤­®§­ ç­®
à §à¥è¨¬ëå) ãà ¢­¥­¨© á £« ¤ª®© ­¥«¨­¥©­®áâìî (¢ ç áâ­®áâ¨, [4]{[7]).

3. �à ªâ¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ ¯®«ãç¥­­®© á¨áâ¥¬ë ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç¨ (n) ­ â «-
ª¨¢ ¥âáï ­  §­ ç¨â¥«ì­ë¥ âàã¤­®áâ¨. �® ¦¥ á ¬®¥ ¬®¦­® áª § âì ¨ ® ¬¥â®¤ å ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¤«ï
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£« ¤ª¨å á¨­£ã«ïà­ëå íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç (¢ ç áâ­®áâ¨, [2]),   ¤«ï à¥£ã«ïà­ëå ­¥«¨­¥©­ëå
ãà ¢­¥­¨© á ç áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®¥ ­ å®¦¤¥­¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï
®ª §ë¢ ¥âáï çà¥§¢ëç ©­® á«®¦­®© § ¤ ç¥©.

4. �à¨â¥à¨© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç¨ 1 ¬®¦¥â ¯à¥¤áâ ¢«ïâì á®¡®© ¨­â¥£à «ì­ë© äã­ª-
æ¨®­ « ®¡é¥£® ¢¨¤  á® áâ ­¤ àâ­ë¬¨ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ ­  ¯®¤¨­â¥£à «ì­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ (áâ¥¯¥­ì
à®áâ  ­¥«¨­¥©­®áâ¥©, ¢ë¯ãª«®áâì ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®áâì). �á«¨ á ¬ äã­ªæ¨®­ « ®ª §ë¢ ¥âáï
­¥£« ¤ª¨¬, â® ®¯¨á ­­ãî ¢ëè¥ ¬¥â®¤¨ªã ¬®¦­® ¯à¨¬¥­ïâì á®¢¬¥áâ­® á ¨§¢¥áâ­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨
­¥£« ¤ª®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (­ ¯à., [8], [9]). �®£¤  ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¤«ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­®©
§ ¤ ç¨ § ¯¨áë¢ ¥âáï ­¥ ¢ â¥à¬¨­ å ®¡ëç­ëå äã­ªæ¨®­ «ì­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå,   á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬
¨å ®¡®¡é¥­¨© â¨¯  áã¡£à ¤¨¥­â , ¯à®¨§¢®¤­®© �« àª  ¨ â. ¤.

5. �¯¨á ­­ ï ¬¥â®¤¨ª  (¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¬¥â®¤  èâà ä  á £« ¤ª®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ®¯¥à â®à  á®-
áâ®ï­¨ï ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ®á« ¡«¥­­®£® ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï ¢ ãá«®¢¨ïå á¨­£ã«ïà­®£® ãà ¢-
­¥­¨ï á ­¥£« ¤ª¨¬ ®¯¥à â®à®¬) ¢ ¯à¨­æ¨¯¥ ®áâ ¥âáï ¢ á¨«¥ ¨ ¤«ï ­¥à §à¥è¨¬ëå íªáâà¥¬ «ì­ëå
§ ¤ ç, ª®£¤  ªà¨â¥à¨© ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­®à¬ ¬¨ ¢ ¡®«¥¥ è¨à®ª¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å.

6. �à ¢­¥­¨¥ á®áâ®ï­¨ï ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¨¬¥¥â í««¨¯â¨ç¥áª¨© â¨¯. �®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë
®áâ îâáï ¢ á¨«¥ ¤«ï ¤®áâ â®ç­® è¨à®ª®£® ª« áá  § ¤ ç ®¯â¨¬ «ì­®£® ã¯à ¢«¥­¨ï, á¢ï§ ­­ëå á
­¥«¨­¥©­ë¬¨ ­¥áâ æ¨®­ à­ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ á ­¥£« ¤ª¨¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨.
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