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�®ïâ¨¥ £¥¥à¨ç¥áª®© ¬ã«ìâ¨ «£¥¡àë ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ¢ [1], £¤¥ ®® à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ¥ª®-
â®àë© ¯®¤å®¤ ª ¨§ãç¥¨î à¥è¥â®ª ¯®¤ «£¥¡à ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à. � ¤ ®© à ¡®â¥ à áá¬®-
âà¥ë ¢®¯à®áë, á¢ï§ ë¥ á à §à¥è¨¬®áâìî í«¥¬¥â àëå â¥®à¨© £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à
¨ á  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®áâìî â¥å ¨«¨ ¨ëå ª« áá®¢ £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à.

� ¯®¬¨¬, çâ® ¯®¤ ¬ã«ìâ¨äãªæ¨¥© f ®â n  à£ã¬¥â®¢   ¬®¦¥áâ¢¥ A ¯®¨¬ ¥âáï ®â®¡à -
¦¥¨¥ f : An ! P (A), £¤¥ P (A) | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬®¦¥áâ¢  A. �á«¨ � |
¥ª®â®à ï á¨£ âãà , â® ¯®¤ ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à®© A = hA;�i á ¡ §¨áë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ A á¨£ âãàë �
¯®¨¬ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® A á § ¤ ë¬¨   ¥¬ ¬ã«ìâ¨äãªæ¨ï¬¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ äãªæ¨-
® «ìë¬ § ª ¬ á¨£ âãàë �, ¨ á ¥é¥ ®¤®© ¤®¡ ¢®ç®© ¬ã«ìâ¨äãªæ¨¥© p0(x), ¥ ¢å®¤ïé¥©
¢ á¨£ âãàã �, á«ã¦ é¥© ¤«ï ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ ¯¥à¥¬¥ëå ¨ â ª®©, çâ® p0(a) = fag ¤«ï «î-
¡®£® a 2 A. �â¥à¯à¥â æ¨ï â¥à¬®¢ á¨£ âãàë � ¬ã«ìâ¨äãªæ¨ï¬¨   ¡ §¨áëå ¬®¦¥áâ¢ å
¬ã«ìâ¨ «£¥¡à á¨£ âãàë � ®á®¢     á«¥¤ãîé¥¬:

1) ¯¥à¥¬¥ë¥ x; y; z; : : : ¨â¥à¯à¥â¨àãîâáï ¬ã«ìâ¨äãªæ¨ï¬¨ p0(x); p0(y); p0(z); : : : ;
2) ¥á«¨ â¥à¬ë t1(x1); : : : ; tn(xn) ¯à®¨â¥à¯à¥â¨à®¢ ë   ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à¥ A = hA;�i ¬ã«ì-

â¨äãªæ¨ï¬¨ g1(x1); : : : ; gn(xn) á®®â¢¥âáâ¢¥® ¨ f(x1; : : : ; xn) 2 �, â® â¥à¬ f(t1(x1); : : : ; tn(xn))
¨â¥à¯à¥â¨àã¥âáï   A ®â®¡à ¦¥¨¥¬ h : Ak ! P (A) (k | ç¨á«® à §«¨çëå ¯¥à¥¬¥ëå ¢
â¥à¬ å t1(x1); : : : ; tn(xn)) â ª¨¬, çâ® ¤«ï «î¡ëå a1; : : : ; an 2 A

h(a1; : : : ; an) =
[
ff(c1; : : : ; cn) j ci 2 gi(ai)g:

�ãáâì â¥¯¥àì A = hA;�i | ¯à®¨§¢®«ì ï ã¨¢¥àá «ì ï  «£¥¡à  á¨£ âãàë � ¨ ¯ãáâì ¤«ï
«î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  X � A ç¥à¥§ hXi ®¡®§ ç¥® ®á®¢®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A,
¯®à®¦¤¥®© ¬®¦¥áâ¢®¬ X. �¥à¥§ � = hp1; p2; : : : ; pn; : : :i ®¡®§ ç¨¬ á¨£ âãàã, á®¤¥à¦ éãî ¯®
®¤®¬ã n-¬¥áâ®¬ã äãªæ¨® «ì®¬ã á¨¬¢®«ã pn ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n. �®¤ £¥¥à¨ç¥áª®©
¬ã«ìâ¨ «£¥¡à®© G(A) = hA; �i, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ã¨¢¥àá «ì®©  «£¥¡à¥ AhA;�i, ¡ã¤¥¬ ¯®¨-
¬ âì ¬ã«ìâ¨ «£¥¡àã á¨£ âãàë � â ªãî, çâ® pn(a1; : : : ; an) = hfa1; : : : ; angi ¤«ï «î¡ëå n � 1,
a1; : : : ; an 2 A ¨ p0(a1) = fa1g. �á«¨ K| ¥ª®â®àë© ª« áá  «£¥¡à, â® ç¥à¥§G(K) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¥¬ã ª« áá fG(A) j A 2 Kg £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à.

� [1] ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®á®¢®£® «®£¨ç¥áª®£® ï§ëª  ¤«ï ¨§ãç¥¨ï £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à
¯à¥¤«®¦¥ ï§ëª ã§ª®£® ¨áç¨á«¥¨ï ¯à¥¤¨ª â®¢ á¨£ âãàë �, ¢ ª®â®à®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥  â®¬ëå
ä®à¬ã« à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢ª«îç¥¨ï t1(x) � t2(x), £¤¥ ti(x) | â¥à¬ë á¨£ âãàë �. �à¨ íâ®¬
¯à¨ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ ¨áâ¨®áâ¨ íâ¨å  â®¬ëå ä®à¬ã«   ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à å § ª � ¨â¥à¯à¥â¨-
àã¥âáï ª ª â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®¥ ®â®è¥¨¥ \¡ëâì ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬", ä®à¬ã«ë íâ®£® ï§ëª 
¡ã¤¥¬ ¤ «¥¥  §ë¢ âì í«¥¬¥â àë¬¨, â¥®à¨¨ à §«¨çëå ª« áá®¢ ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à ¢ íâ®¬ ï§ë-
ª¥ | í«¥¬¥â àë¬¨ â¥®à¨ï¬¨. � [1] ¯®ª §    ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®áâì ª« áá  G = fG(A) j
A | ¯à®¨§¢®«ì ï ã¨¢¥àá «ì ï  «£¥¡à g ¢á¥å £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à ¢ íâ®¬ ï§ëª¥ ¨ ï¢-
® ¢ë¯¨á ë  ªá¨®¬ë �1{�3 ¤«ï í«¥¬¥â à®© â¥®à¨¨ íâ®£® ª« áá .

� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢®§¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á ® à §à¥è¨¬®áâ¨ í«¥¬¥â à®© â¥®à¨¨ ª« áá 
£¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à.
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�¥®à¥¬  1. �«¥¬¥â à ï â¥®à¨ï ª« áá  ¢á¥å £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à ¥à §à¥è¨¬ .

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç® ¯®áâà®¨âì í«¥¬¥â àãî ¨â¥à¯à¥-
â æ¨î ª« áá  ¢á¥å  â¨à¥ä«¥ªá¨¢ëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £à ä®¢ ¢ í«¥¬¥â à®© â¥®à¨¨ ª« áá 
¢á¥å £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à. �ãáâì G = h�;Ei |  â¨à¥ä«¥ªá¨¢ë© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© £à ä
(E � ���). � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî ã¨¢¥àá «ìãî  «£¥¡àã AG = hA; fi á¨£ âãàë, á®áâ®ïé¥©
¨§ ®¤®© ¤¢ãå¬¥áâ®© äãªæ¨¨, £¤¥ A = �

S
E. �¡®§ ç¨¬ ¤ «¥¥ í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  � « â¨-

áª¨¬¨,   í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  E | £à¥ç¥áª¨¬¨ ¡ãª¢ ¬¨. �à¨ íâ®¬ äãªæ¨î f ®¯à¥¤¥«¨¬   A
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

f(a; b) =

(
�; ¥á«¨ ha; bi = � 2 E;

a; ¥á«¨ ha; bi =2 E;

f(�; �) =

(
a; ¥á«¨ � = ha; bi = �;

�; ¥á«¨ � 6= �;

f(a; �) =

(
b; ¥á«¨ ha; bi = �;

� ¨ ç¥;

f(�; a) =

(
b; ¥á«¨ hb; ai = �;

� ¨ ç¥:

� ¬¥â¨¬, çâ® x 2 � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  hxiAG = fxg, â. ¥. ¬®¦¥áâ¢® � ¢ë¤¥«ï¥âáï ¢
¬ã«ìâ¨ «£¥¡à¥ G(AG) í«¥¬¥â à®© ä®à¬ã«®©. �®ç® â ª¦¥ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ®
¤«ï «î¡ëå x; y 2 � ¢ª«îç¥¨¥ hx; yi 2 E ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  jhx; yiAG j = 3.
�¥¬ á ¬ë¬, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â à ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ï ª« áá  ¢á¥å  â¨à¥ä«¥ª-
á¨¢ëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £à ä®¢ ¢ í«¥¬¥â à®© â¥®à¨¨ ª« áá  ¢á¥å £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à.
� á¨«ã íâ®£® ¨ å®à®è® ¨§¢¥áâ®©  á«¥¤áâ¢¥®© ¥à §à¥è¨¬®áâ¨ í«¥¬¥â à®© â¥®à¨¨ ª« áá 
 â¨à¥ä«¥ªá¨¢ëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £à ä®¢ ¯®«ãç ¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë. �

� á¢ï§¨ á ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬ â¥®à¥¬ë 1 ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¨â¥à¥á à¥§ã«ìâ âë ® à §à¥è¨¬®áâ¨ í«¥-
¬¥â àëå â¥®à¨© ª« áá®¢ G(K) = fG(A) j A 2 Kg ¤«ï à §«¨çëå ª®ªà¥âëå ª« áá®¢ K ã¨-
¢¥àá «ìëå  «£¥¡à. �ç¥¢¨¤® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥: ¥á«¨M | «®ª «ì®-ª®¥çë©  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬ë©
ª« áá ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à ª®¥ç®© á¨£ âãàë á à §à¥è¨¬®© í«¥¬¥â à®© â¥®à¨¥©, â® í«¥-
¬¥â à ï â¥®à¨ï ª« áá  G(M) £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à, ¯®à®¦¤¥ëå M- «£¥¡à ¬¨, à §-
à¥è¨¬ .

� ª, ª ¯à¨¬¥àã, ¡ã¤¥â à §à¥è¨¬  í«¥¬¥â à ï â¥®à¨ï ª« áá  G(BA), £¤¥ BA | ¬®£®-
®¡à §¨¥ ¢á¥å ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¯®«¥§® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ â¥®à¨¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª 
¬®£®®¡à §¨ï BA, ¤®¯ãáª îé¥© ª¢ â®àë ¯® ¯®¤ «£¥¡à ¬, ¨â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ¯®« ï «®£¨ª 
¢â®à®£® ¯®àï¤ª  [2].

�¤¨¬ ¨§ ¥áâ¥áâ¢¥ëå ¢®¯à®á®¢, á¢ï§ ëå á ¯®ïâ¨¥¬ £¥¥à¨ç¥áª®© ¬ã«ìâ¨ «£¥¡àë, ï¢«ï-
¥âáï ¢®¯à®á ®¡  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®áâ¨ ª« áá®¢ G(K) ¤«ï ®á®¢ëå ª« áá®¢ ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à:
£àã¯¯, ª®«¥æ, à¥è¥â®ª, ¯®«ãà¥è¥â®ª, ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¨ â. ¤. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á®¤¥à¦¨â
¦¥áâª¨¥ ®£à ¨ç¥¨ï ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ì®£® à¥è¥¨ï íâ®© ¯à®¡«¥¬ë.

�¥®à¥¬  2. a) �á«¨ K | ¥ «®ª «ì®-ª®¥çë©  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬ë© ª« áá ã¨¢¥àá «ìëå

 «£¥¡à ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®© á¨£ âãàë, â® ª« áá G(K) ¥  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬.

¡) �á«¨ K | «®ª «ì®-ª®¥çë© ã¨¢¥àá «ìë© ª« áá ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à ª®¥ç®© á¨£-

 âãàë �, â® ª« áá G(K)  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. a) � [1] ¤«ï ª ¦¤®© £¥¥à¨ç¥áª®© ¬ã«ìâ¨ «£¥¡àë G(A) = hA; �i á®¯®áâ -
¢«¥  ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¤¢ã®á®¢ ï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ G(A)0 = hA

S
Sub!(A); �; P;2i,

£¤¥ Sub!(A) | á®¢®ªã¯®áâì ª®¥ç®¯®à®¦¤¥ëå ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë A (¢ª«îç ï ¯ãáâãî ¯®¤-
 «£¥¡àã), ®¤®¬¥áâë© ¯à¥¤¨ª â P ¢ë¤¥«ï¥â ¯®¤¬®¦¥áâ¢® A ¨§ A

S
Sub!(A) ¨ 2 | â¥®à¥â¨ª®-
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¬®¦¥áâ¢¥ë© ¯à¥¤¨ª â ¯à¨ ¤«¥¦®áâ¨ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥â ¬¨ A ¨ Sub!(A). �à¨ íâ®¬ ¤«ï «î-
¡ëå a1; : : : ; an 2 A, b 2 Sub!(A) ¨ pn(x1; : : : ; xn) 2 � ¨¬¥¥¬

G(A)0 � pn(a1; : : : ; an) = b () G(A) � pn(a1; : : : ; an) = b:

�á«¨ ¦¥ áà¥¤¨ a1; : : : ; an 2 A
S
Sub!(A) ¥áâì í«¥¬¥â ¨§ Sub!(A), â®

G(A)0 � pn(a1; : : : ; an) = ?:

�ãáâì F | ¥áâ¥áâ¢¥ ï âà á«ïæ¨ï í«¥¬¥â àëå ä®à¬ã« ï§ëª  ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à á¨£ âãàë � ¢
í«¥¬¥â àë¥ ä®à¬ã«ë á¨£ âãàë h�; P;2i (á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï áâ ¤ àâë¬ âà á«ïæ¨ï¬ ï§ëª 
«®£¨ª¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¥£® äà £¬¥â®¢ ¢ í«¥¬¥â àë© ï§ëª ¤¢ã®á®¢ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å
á¨áâ¥¬ ¯à¨ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ®á®¢®£® ¬®¦¥áâ¢  ®¢ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨). �à¨ íâ®¬
¤«ï «î¡®© í«¥¬¥â à®© ä®à¬ã«ë ' ï§ëª  ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à ¨ «î¡®© ã¨¢¥àá «ì®©  «£¥¡àë A
¨¬¥¥â ¬¥áâ® íª¢¨¢ «¥â®áâì

G(A) � ' () G(A)0 � F ('):

�« áá G0 = fG(A)0 j G(A) 2 Gg  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á¨£ âãàë h�; P;2i ï¢«ï¥âáï  ªá¨®¬ â¨-
§¨àã¥¬ë¬. �¡®§ ç¨¬ í«¥¬¥â àãî â¥®à¨î íâ®£® ª« áá  ç¥à¥§ T .

� ª ª ª  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬ë© ª« áá K ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ¥ «®ª «ì®-ª®¥çë¬, â® ¯ãáâì A
¡ã¤¥â ¡¥áª®¥ç®© n-¯®à®¦¤¥®© ã¨¢¥àá «ì®© K- «£¥¡à®© ¤«ï ¥ª®â®à®£® n 2 !. �®¯ãáâ¨¬
¯à®â¨¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨î a) â¥®à¥¬ë ¨ ¯ãáâì T1 | íâ® í«¥¬¥â à ï â¥®à¨ï ª« áá  G(K) ¢ ï§ëª¥
¬ã«ìâ¨ «£¥¡à (F (T1) � T ). �®£¤ 

G(A) � 8x (x 2 pn(a1; : : : ; an))&T1

¤«ï ¥ª®â®àëå a1; : : : ; an 2 A. � á¨«ã ®â¬¥ç¥®£® ¢ëè¥

G(A)0 � F (8x (x 2 pn(a1; : : : ; an)))&F (T1):

�ãáâì D | ¥£« ¢ë© ã«ìâà ä¨«ìâà   !, â®£¤ 

(G(A)0)!=D � F (8x (x 2 pn(a1; : : : ; an)))&F (T1):

� ª ª ª ¬®é®áâì  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë (G(A)0)!=D ª®â¨ã «ì  ¨ (G(A)0)!=D � F (T1), â®
 ©¤¥âáï K- «£¥¡à  L â ª ï, çâ® G(L) �= (G(A)0)!=D. �®íâ®¬ã  ©¤¥âáï n-¯®à®¦¤¥ ï ª®â¨-
ã «ì ï ã¨¢¥àá «ì ï  «£¥¡à  L ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®© á¨£ âãàë. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥
¨ ¤®ª §ë¢ ¥â ¥ ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®áâì ª« áá  G(K).

¡) �ãáâì â¥¯¥àì K | «®ª «ì®-ª®¥çë© ã¨¢¥àá «ìë© ª« áá ª®¥ç®© á¨£ âãàë. � á¨«ã
«®ª «ì®© ª®¥ç®áâ¨ ¨  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®áâ¨ K áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï ' : ! ! ! â ª ï, çâ® ¤«ï
«î¡®£® n 2 ! «î¡®© n-¯®à®¦¤¥®© K- «£¥¡àë A ¬®é®áâì  «£¥¡àë A ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â '(n), â. ¥.

G(K) � 8x1; : : : ; xn 9xn+1; : : : ; x'(n) (pn(x1; : : : ; xn) = fx1; : : : ; x'(n)g):

�ãáâì An1 ; : : : ;A
n
l(n) | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ '(n)-í«¥¬¥âëå K- «£¥¡à á â®ç®áâìî ¤®

¨§®¬®àä¨§¬  ¨ Dn
k (x1; : : : ; x'(n)) | ¤¨ £à ¬¬   «£¥¡àë Ank ¢ á¨£ âãà¥ �. �¥à¥§ S

n
k (x1; : : : ; x'(n))

®¡®§ ç¨¬ ¤¨ £à ¬¬ã ¬ã«ìâ¨ «£¥¡àë G(Ank) ¢ á¨£ âãà¥ �. �ãáâì TK ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥© á®-
¢®ªã¯®áâìî ä®à¬ã« ï§ëª  £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à:

n
8x1; : : : ; xn 9xn+1; : : : ; x'(n)

_
�2Sn

l(n)_
k=1

Sn
k (x�(1); : : : ; x�('(n))) j n 2 !

o
;

£¤¥ Sn | á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯    ¬®¦¥áâ¢¥ f1; : : : ; '(n)g. �ç¥¢¨¤®, G(K) � TK. �®ª ¦¥¬,
çâ® ¢¥à® ¨ ®¡à â®¥, â. ¥. çâ® «î¡ ï ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à  L á¨£ âãàë �,   ª®â®à®© ¨áâ¨ë ä®à-
¬ã«ë ¨§ TK, ¨¬¥¥â ¢¨¤ G(A) ¤«ï ¥ª®â®à®©  «£¥¡àë A 2 K. �ãáâì C | ®á®¢®¥ ¬®¦¥áâ¢®
 «£¥¡àë L ¨ Ax | á®¢®ªã¯®áâì ã¨¢¥àá «ìëå  ªá¨®¬ ¤«ï ª« áá  K. �ãáâì D(L) | ¤¨ £à ¬-
¬   «£¥¡àë ¢ á¨£ âãà¥ �. � ª ª ª Ax | ¬®¦¥áâ¢® ã¨¢¥àá «ìëå  ªá¨®¬, â® ¤®áâ â®ç®
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¤®ª § âì á®¢¬¥áâ®áâì â¥®à¨¨ D(L)
S
Ax á¨£ âãàë �

S
�. �® â¥®à¥¬¥ ª®¬¯ ªâ®áâ¨ ¤®áâ â®ç-

® ¤®ª § âì á®¢¬¥áâ®áâì â¥®à¨¨ D(L)
S
f8x�(x)g ¤«ï «î¡®© ä®à¬ã«ë 8x�(x) ¨§ Ax ¨«¨, çâ®

â® ¦¥ á ¬®¥, ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡ëå c 2 L á®¢®ªã¯®áâì ä®à¬ã« D(L)
S
�(c) á®¢¬¥áâ . �ãáâì

c = hc1; : : : ; cni. �®áª®«ìªã K � TK, â®  ©¤ãâáï cn+1; : : : ; c'(n) 2 L ¨ � 2 Sn â ª¨¥, çâ®

L � Sn
k (c�(1); : : : ; c�('(n)))

¤«ï ¥ª®â®à®£® k � l(n). �® ¯®áâà®¥¨î L � fc�(1); : : : ; c�('(n))g �= G(Ank), A
n
k � D(c1; : : : ; c'(n)) ¨,

§ ç¨â, Ank � �(c1; : : : ; cn). �¥¬ á ¬ë¬   ¬®¦¥áâ¢¥ fc1; : : : ; c'(n)g ®¯à¥¤¥«¨¬ë äãªæ¨¨ á¨£ -
âãàë � â ª, çâ®   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ®¡®£ é¥¨¨ ¬ã«ìâ¨ «£¥¡àë L ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

L � D(L)
[
f�(c)g:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª §   á®¢¬¥áâ®áâì â¥®à¨¨ D(L)
S
Ax, â. ¥. â®, çâ®   ¬®¦¥áâ¢¥ C ¬®¦®

â ª ®¯à¥¤¥«¨âì äãªæ¨¨ á¨£ âãàë �, çâ® ¤«ï «î¡®£® n, ¤«ï «î¡ëå c1; : : : ; cn 2 L ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢® pn(c1; : : : ; cn) = hc1; : : : ; cni, £¤¥ hc1; : : : ; cni | ¯®¤ «£¥¡à , ¯®à®¦¤¥ ï ¬®¦¥áâ¢®¬
fc1; : : : ; cng ¢ á¨£ âãà¥ � ¨ ¯à¨ íâ®¬   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  «£¥¡à¥ á¨£ âãàë � ¡ã¤ãâ ¨áâ¨ë
ä®à¬ã«ë ¨§ Ax. � ç¥ £®¢®àï,  ©¤¥âáï  «£¥¡à  A ¨§ K â ª ï, çâ® K = G(A).

�§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë, ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â ¥ ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®áâì ¢ í«¥¬¥â à®¬ ï§ë-
ª¥ ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à ª« áá®¢ £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª« áá ¬ ¢á¥å £àã¯¯,
ª®«¥æ, à¥è¥â®ª, ¨  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®áâì ª« áá®¢ £¥¥à¨ç¥áª¨å ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
ª« áá ¬ ¢á¥å ¯®«ãà¥è¥â®ª ¨ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à.

� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢®§¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á ®  å®¦¤¥¨¨ ¤®áâ â®ç® ¯à®áâ®© á¨áâ¥¬ë  ª-
á¨®¬ ¤«ï ª« áá®¢ G(SL) ¨ G(BA), £¤¥ SL| ª« áá ¢á¥å ¯®«ãà¥è¥â®ª, BA| ª« áá ¢á¥å ¡ã«¥¢ëå
 «£¥¡à. �áâ ¢«ïï ®âªàëâë¬ ¢®¯à®á ® â ª®¢®© á¨áâ¥¬¥  ªá¨®¬ ¤«ï G(SL), ãª ¦¥¬ ¤®áâ â®ç®
¯à®áâãî á¨áâ¥¬ã  ªá¨®¬ ¤«ï ª« áá  G(BA).

�ãáâì L(2n) | ¡ã«¥¢   «£¥¡à , á®¤¥à¦ é ï 2n í«¥¬¥â®¢, ¨ L� | ¡ã«¥¢   «£¥¡à , ¤¢®©áâ¢¥-
 ï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ L. �®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® à¥è¥âª  ¯®¤ «£¥¡à Sub(L) ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë L (ª ª
ª®ªà¥â ï à¥è¥âª  ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ®á®¢®£® ¬®¦¥áâ¢   «£¥¡àë L) ®¯à¥¤¥«ï¥â   íâ®¬ ®á®¢-
®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã L á â®ç®áâìî ¤® ¤¢®©áâ¢¥®©. �âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ®
¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ª®¥çëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à L1 = hB;^1;_1;:1; 01; 11i ¨ L2 = hB;^2;_2;:2; 02; 12i,
§ ¤ ëå   ®¤®¬ ¨ â®¬ ¦¥ ª®¥ç®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ B, ¨§ à ¢¥áâ¢  G(L1) = G(L2) á«¥¤ã¥â «¨-
¡® L1 = L2, «¨¡® L1 = L�2. �ãáâì â¥¯¥àì D(x1; : : : ; x2n) | ¤¨ £à ¬¬  ¬ã«ìâ¨ «£¥¡àë G(L(2n)).
� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî á¨áâ¥¬ã  ªá¨®¬.

Ax1) �ªá¨®¬ë P1){3) ¨§ à ¡®âë [1].

Ax2) 8x1; x2; x3
� 8W
m=1

9 y1; : : : ; y2m(p3(x1; x2; x3) = fy1; : : : ; y2mg&D2m(y1; : : : ; y2m))
�
.

Ax3) �«ï «î¡®£® n 2 ! 8x1; : : : ; xn; y
�
y 2 pn(x1; : : : ; xn) =) 9 z1; : : : ; z22n�1; t1; : : : ; t22n�1;

9u1; : : : ; u22n�1; v1; : : : ; v22n�1; 9 r1; : : : ; r22n�1; q1; : : : ; q22n�1(u1; v1; r1; q1 2 fx1; : : : ; xng&
22
n

�1

&
i=2

ui; vi; ri; qi 2 fx1; : : : ; xn; z1; : : : ; zi; t1; : : : ; tig&
22
n

�1

&
i=1

(zi 2 p2(ui; vi)& ti 2 p2(ri; qi))& y 2

p2(z22n�1; t22n�1))
�
.

�¥®à¥¬  3. �®¢®ªã¯®áâì Ax1){Ax3) ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®©  ªá¨®¬ ¤«ï ª« áá  £¥¥à¨ç¥áª¨å

¬ã«ìâ¨ «£¥¡à G(BA).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë L, ®ç¥¢¨¤®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®G(L) � Ax1)&Ax2)&
Ax3). �®ª ¦¥¬, çâ® ¢¥à® ¨ ®¡à â®¥. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 ¨§ [1] ¨ Ax1) ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ®
¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®© ã¨¢¥àá «ì®©  «£¥¡àë A = hA;�i ¨¬¥¥â ¬¥áâ® G(A) � Ax2)&Ax3), â®
 ©¤¥âáï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  L = hA;^;_;:; 0; 1i â ª ï, çâ® G(A) = G(L).
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�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ á¨«ã  ªá¨®¬ë Ax2) ¤«ï «î¡ëå x1; x2; x3 2 A ¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® m � 8  ©-
¤ãâáï í«¥¬¥âë y1; : : : ; y2m 2 A â ª¨¥, çâ® p3(x1; x2; x3) = fy1; : : : ; y2mg ¨ G(A) � D2m(y1; : : : ; y2m).
�¥¬ á ¬ë¬   ¬®¦¥áâ¢¥ Yfx1;x2;x3g = fy1; : : : ; y2mg ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥à æ¨¨ ^fx1;x2;x3g,
_fx1;x2;x3g, :fx1;x2;x3g ¨ ª®áâ âë 0fx1;x2;x3g, 1fx1;x2;x3g â ª, çâ®

Lfx1;x2;x3g = hYfx1;x2;x3g;^fx1;x2;x3g;_fx1;x2;x3g;:fx1;x2;x3g; 0fx1;x2;x3g; 1fx1;x2;x3gi

¡ã¤¥â ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®© ¨ G = (Lfx1;x2;x3g) = G(A) � Yfx1;x2;x3g. �à¨ íâ®¬ ®¯¥à æ¨¨ ^, _,
:, 0, 1   Lfx1;x2;x3g (¢ á¨«ã § ¬¥ç¥®£® ¢ëè¥) ®¯à¥¤¥«ïîâáï á â®ç®áâìî ¤® ¤¢®©áâ¢¥®-
áâ¨. �¥¬ á ¬ë¬ ¡ §¨á®¥ ¬®¦¥áâ¢® A £¥¥à¨ç¥áª®© ¬ã«ìâ¨ «£¥¡àë G(A) ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®-
ªàëâë¬ 3-¯®à®¦¤¥ë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ p3(x1; x2; x3),   ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«¥ë
®¯¥à æ¨¨ ^fx1;x2;x3g, _fx1;x2;x3g; : : : ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¨ íâ¨ á ¬ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ®¯à¥¤¥«¥ë ®¤®-
§ ç® á â®ç®áâìî ¤® ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨. � á¨«ã ¯®á«¥¤¥£® ¬®¦® £«®¡ «ì® ®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥-
à æ¨¨ ^, _, :, 0, 1   ¬®¦¥áâ¢¥ A â ª, çâ® ¤«ï «î¡ëå x1; x2; x3 2 A ®¯¥à æ¨¨ ^, _, :,
0, 1, ®£à ¨ç¥ë¥   ¬®¦¥áâ¢® p3(x1; x2; x3), á®¢¯ ¤ îâ á ®¯¥à æ¨ï¬¨ ^fx1;x2;x3g, _fx1;x2;x3g.
� ª ª ª  ªá¨®¬ë ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ã¨¢¥àá «ìë ¨ § ¢¨áïâ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®â âà¥å ¯¥à¥¬¥ëå,
â® hA;^;_;:; 0; 1i ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©. �¡®§ ç¨¬ íâã ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ç¥à¥§ L. �ãáâì
pLn(x1; : : : ; xn) á®¢¯ ¤ ¥â á ®á®¢ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ ¯®¤ «£¥¡àë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë L, ¯®à®¦¤¥®©
í«¥¬¥â ¬¨ x1; : : : ; xn ¤«ï «î¡ëå x1; : : : ; xn 2 A. � á¨«ã ¯®áâà®¥¨ï L ¤«ï «î¡ëå x1; x2; x3 2 A
p3(x1; x2; x3) = pL3 (x1; x2; x3). � á¨«ã ¦¥ ¨áâ¨®áâ¨   ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à å G(A) ¨ G(L)  ªá¨®¬ë
Ax3) à ¢¥áâ¢® pn(x1; : : : ; xn) = pLn(x1; : : : ; xn) ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¤«ï «î¡®£® n 2 ! ¨ «î¡ëå
x1; : : : ; xn 2 A, â. ¥. G(A) = G(L).

� § ª«îç¥¨¥ ®â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£®  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬®£® ª« áá  K ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à
ç¨á«  � ä  ¨ �¥¢¥£¥©¬  ¤«ï ª« áá  ¬ã«ìâ¨ «£¥¡à G(K) ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ   «®£¨çëå ç¨á¥«
¤«ï «®£¨ª ¢¨¤  L!�;!, £¤¥ @� = maxfj�j;@0g ¨ � | á¨£ âãà  ª« áá  K. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ç¨á« 
�¥¢¥£¥©¬  ¨ � ä  ¤«ï ª« áá  G(K) á®¢¯ ¤ îâ ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ á ç¨á« ¬¨ �¥¢¥£¥©¬ 
¨ � ä  ª« áá  G(K)0=fG(A)0 j A2Kg ¤¢ã®á®¢ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á¨£ âãàë h�; P;2i,
ãª § ®£® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2. �à¨ íâ®¬ ¤«ï ¡¥áª®¥çëå  «£¥¡à A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à -
¢¥áâ¢® jAj = jG(A)j = jG(A)0j. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï ª« áá G(K)0 ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ ¢ «®£¨ª¥
L!�;!. �â® ¨ ¢«¥ç¥â ãª § ë¥ ¢ëè¥ ¥à ¢¥áâ¢  ¤«ï ç¨á¥« �¥¢¥£¥©¬  ¨ � ä  ª« áá  G(K)0

¨ «®£¨ª¨ L!�;!.
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