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�§¢¥áâ­®, çâ® ¯à¨¬¥­¥­¨¥ hp-¢¥àá¨¨ ¬¥â®¤  ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¤«ï à¥è¥­¨ï í««¨¯â¨ç¥-
áª¨å ªà ¥¢ëå § ¤ ç ¤ ¥â àï¤ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢ ¯® áà ¢­¥­¨î á h-¢¥àá¨¥©. � ç áâ­®áâ¨, áª®à®áâì ¥¥
áå®¤¨¬®áâ¨ ª ª ¯à ¢¨«® ¢ëè¥,   ¢ àï¤¥ ¢ ¦­ëå ¤«ï ¯à¨«®¦¥­¨© á«ãç ¥¢ ®­  ®¡« ¤ ¥â íªá-
¯®­¥­æ¨ «ì­®© áª®à®áâìî áå®¤¨¬®áâ¨ [1], [2]. �â® ¯®§¢®«ï¥â á®ªà â¨âì ç¨á«® ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¯à¨
à¥è¥­¨¨ á«®¦­ëå ¨­¦¥­¥à­ëå § ¤ ç. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¬ âà¨æë ¦¥áâª®áâ¨ hp-¢¥àá¨¨ áãé¥áâ¢¥­-
­® ¡®«¥¥ § ¯®«­¥­ë ¨ ¨¬¥îâ ¡®«¥¥ á«®¦­ãî áâàãªâãàã. �®íâ®¬ã ¢ ¯®«­®© ¬¥à¥ ¥¥ ¤®áâ®¨­áâ¢ 
¬®£ãâ ¡ëâì à¥ «¨§®¢ ­ë â®«ìª® ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ¡ëáâàëå  «£®à¨â¬®¢ à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å
á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨©.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, Av = f | á¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï (á. ¯. ®.) á¨áâ¥¬   «-
£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© á n � n-¬ âà¨æ¥©, ¨ n | ¯ à ¬¥âà. �«£®à¨â¬ à¥è¥­¨ï íâ®© § ¤ ç¨
­ §®¢¥¬ ¡ëáâàë¬ ¨«¨ ( á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨) ¯®çâ¨ ®¯â¨¬ «ì­ë¬, ¥á«¨ ®­ âà¥¡ã¥â O((1+ log n)kn)
 à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ®¯¥à æ¨© á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ¨ ­¥¡®«ìè¨¬ k. �á«¨ k = 0, â®  «£®à¨â¬ ­ §ë¢ -
¥âáï ®¯â¨¬ «ì­ë¬. �«ï à¥è¥­¨ï ç áâ® ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥­­ë© ¬¥â®¤ á®¯àï¦¥­­ëå
£à ¤¨¥­â®¢ (����) á ­¥ª®â®àë¬ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥¬ A. �®¤ (®¡é¥©)  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®© ¨«¨

¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© áâ®¨¬®áâìî ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ¯®­¨¬ ¥âáï  à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï áâ®¨¬®áâì à¥-
è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë ���� §  ¨áª«îç¥­¨¥¬ ã¬­®¦¥­¨© ¬ âà¨æë A ­  ¢¥ªâ®àë, ­¥¨§¡¥¦­ëå ¯à¨
¨â¥à æ¨®­­®¬ à¥è¥­¨¨. �­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, íää¥ªâ¨¢­®áâì ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ¨§¬¥àï¥âáï ­¥
â®«ìª® ®â­®á¨â¥«ì­®© ®¡ãá«®¢«¥­­®áâìî, ­® ¨ áâ®¨¬®áâìî à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë á ¬ âà¨æ¥© ¢ ¢¨¤¥
¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï. �®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®¡é¥©  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®© áâ®¨¬®áâ¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì
­ §ë¢ ¥âáï ¡ëáâàë¬, ¯®çâ¨ ®¯â¨¬ «ì­ë¬ ¨ ®¯â¨¬ «ì­ë¬. �«ï ªà âª®áâ¨  «£®à¨â¬ë à¥è¥-
­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© ­ §ë¢ îâáï â ª¦¥ á®«¢¥à ¬¨. � íâ®© à ¡®â¥
à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ¨¥à àå¨ç¥áª¨¥ hp-¤¨áªà¥â¨§ æ¨¨ í««¨¯â¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© ¢â®à®£®
¯®àï¤ª . �å ª®­¥ç­ë¥ í«¥¬¥­âë ¯à¥¤¯®« £ îâáï  áá®æ¨¨à®¢ ­ë¬¨ á ª¢ ¤à â­ë¬¨ ¡ §¨á­ë¬¨
í«¥¬¥­â ¬¨, ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨ ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¨­â¥-
£à¨à®¢ ­­ëå ¯®«¨­®¬®¢ �¥¦ ­¤à . �®íâ®¬ã ¯® ã¬®«ç ­¨î ¢á¥£¤  ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï íâ®â â¨¯
¤¨áªà¥â¨§ æ¨©.

�ªâ¨¢­®¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥© ¨ á®«¢¥à®¢ ��� hp-¢¥àá¨¨ ­ ç «®áì ¢
90-å ££., ª®£¤  ¤«ï h-¤¨áªà¥â¨§ æ¨© â ª¨¥  «£®à¨â¬ë ¡ë«¨ ã¦¥ ¤®áâ â®ç­® å®à®è® ¨§ãç¥-
­ë (á¬., ­ ¯à., [3] (1991), [4] (1996) ¨ ááë«ª¨ ¢ ­¨å). �® ¨¥à àå¨ç¥áª¨¬ hp-¤¨áªà¥â¨§ æ¨ï¬ ¢
1994{97 ££. ¡ë« ¢ë¯®«­¥­ àï¤ à ¡®â, ¢ ª®â®àëå à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢®¯à®áë, á¢ï§ ­­ë¥ c ¡«®ç­®-
¤¨ £®­ «ì­ë¬¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï¬¨, ¢ ª®â®àëå ¡«®ª ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¢ ¢¥àè¨­ å í«¥¬¥­â®¢
­¥§ ¢¨á¨¬ ®â ®áâ «ì­ëå, á ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¥¬ ¤®¯®«­¥­¨© �ãà , á ¤¢ãåãà®¢­¥¢ë¬¨ ���
¨ ��� á ¯¥à¥ªàëâ¨¥¬ ®¡« áâ¥© ¨ â.¯. (á¬. [5]{[9]). � ¨¡®«¥¥ à §à ¡®â ­­ ï áå¥¬  ¯®áâà®¥­¨ï

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
(¯à®¥ªâ ò00-01-00772), ¯à®£à ¬¬ë \�­¨¢¥àá¨â¥âë �®áá¨¨" (¯à®¥ªâ ò��.03.01.017) ¨ £à ­â  ¤«ï ¬®«®¤ëå
ª ­¤¨¤ â®¢ ­ ãª � ­ªâ-�¥â¥à¡ãà£  (òPD03-1.1-22).
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���-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï â¨¯  �¨à¨å«¥{�¨à¨å«¥ ¤«ï ¤¢ã¬¥à­ëå í««¨¯â¨ç¥áª¨å § ¤ ç ¡ë« 
¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¢ [10]{[12] ¨ ¡ë«  à §¢¨â  § â¥¬ ¢ [13]{[15]. �á­®¢­ë¥ ¤®áâ¨¦¥­¨ï íâ¨å à ¡®â § -
ª«îç «¨áì ¢ âà¥å ¬®¬¥­â å. �¤¨­ | ®¡®á­®¢ ­¨¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨ï á ¯®â¥à¥©
(1 + log p) ¢ ®â­®á¨â¥«ì­®© ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ¬ âà¨æ¥© ¨§ ¤¢ãå ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¡«®ª®¢, á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨å ­¥¨§¢¥áâ­ë¬ ¢ ¢¥àè¨­ å í«¥¬¥­â®¢ ¨ ®áâ «ì­ë¬ ­¥¨§¢¥áâ­ë¬ (á¬. â ª¦¥ [5]). �¢ 
¤àã£¨å | ¯®«ãç¥­¨e íää¥ªâ¨¢­ëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥© ª®­¥ç­®-à §­®áâ­®£® ¢¨¤  ¤«ï ¢­ã-
âà¥­­¨å § ¤ ç ­  ¯®¤®¡« áâïå ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥©-á®«¢¥à®¢ ¤«ï ¨­â¥àä¥©á-
­ëå § ¤ ç. � ¨¡®«¥¥ âàã¤®¥¬ª®© ª®¬¯®­¥­â®©  «£®à¨â¬®¢ ��� ¤«ï hp-¢¥àá¨¨ ï¢«ï¥âáï à¥è¥-
­¨¥ «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥ ­  ¯®¤®¡« áâïå ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨¨. �®âï ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯®«ãç¥­­®£®
ª®­¥ç­®-à §­®áâ­®£® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ã¬¥­ìè «® ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ãî áâ®¨¬®áâì íâ®© ª®¬¯®-
­¥­âë, ¯®áâà®¨âì ­  ¥£® ®á­®¢¥ ¯®çâ¨ ®¯â¨¬ «ì­ë¥ á®«¢¥àë ¤«ï «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥
ã¤ «®áì «¨èì ¢ ¡®«¥¥ ¯®§¤­¨å à ¡®â å [16], [17]. �­¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¢â®à¨ç­ë¥ ¨â¥à æ¨-
®­­ë¥ ¯à®æ¥ááë ��� ¤«ï ª®­¥ç­®-à §­®áâ­®© § ¤ ç¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«î.
� æ¥«®¬ íâ¨ à¥§ã«ìâ âë ¯à¨¢¥«¨ ª ­¥áª®«ìª¨¬ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï¬-á®«¢¥à ¬ ��� ¤«ï ¨¥-
à àå¨ç¥áª¨å hp-¤¨áªà¥â¨§ æ¨© í««¨¯â¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , ¨¬¥îé¨¬  à¨ä¬¥-
â¨ç¥áªãî áâ®¨¬®áâì O(p2(1 + ln p)k) c 1 � k � 3;5. �­¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢ à ¡®â å [18], [19].

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®¤­  ¨§ ¢¥àá¨© ¯®çâ¨ ®¯â¨¬ «ì­®£® ���  «£®à¨â¬ , ¯®«®-
¦¥­­®£® ¢ ®á­®¢ã à §à ¡ âë¢ ¥¬®£® ­ ¬¨ ¯ ª¥â  ¯à®£à ¬¬. �á­®¢­ë¬ ¥¥ á®¤¥à¦ ­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï
®¯¨á ­¨¥  «£®à¨â¬®¢ ¯ ª¥â  ¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ¨å  ­ «¨§  ¨ ®¡áã¦¤¥­¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ ¤®áâ â®ç­® ®¡-
è¨à­ëå ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â®¢. �á­®¢­®© æ¥«ìî â¥áâ¨à®¢ ­¨ï ��� á®«¢¥à  ¢ æ¥«®¬ ¨ ¢á¥å
¥£® ®á­®¢­ëå ª®¬¯®­¥­â ¡ë«® ­  ¤ ­­®¬ íâ ¯¥ ãáâ ­®¢«¥­¨¥  á¨¬¯â®â¨ª ¯® p ¨å ¯à ªâ¨ç¥áª®©
âàã¤®¥¬ª®áâ¨ ¨ áà ¢­¥­¨¥ ¨å á  ¯à¨®à­ë¬¨ ®æ¥­ª ¬¨. � áª®«ìª® ¨§¢¥áâ­®, ¢ à ¡®â¥ ¢¯¥à¢ë¥
¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ç¨á«¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥­­ë¥ á ¯®¬®éìî ª®¬¯«¥ªá  ¯à®£à ¬¬ ��� ­  ¡ §¥
hp-¢¥àá¨¨. �à®¤¥« ­ àï¤ íªá¯¥à¨¬¥­â®¢ á® ¢á¥¬¨ ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ���-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï á
æ¥«ìî ¯®¤â¢¥à¦¤¥­¨ï ¯®«ãç¥­­ëå à ­¥¥ ¢ [14], [15], [19]  ¯à¨®à­ëå ®æ¥­®ª á¯¥ªâà «ì­®© íª¢¨¢ -
«¥­â­®áâ¨ ¨ ®¡ê¥¬  ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© à ¡®âë. � ª ¨§¢¥áâ­®, ®á­®¢­ë¬¨ ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ï¢«ïîâáï
á«¥¤ãîé¨¥.

1. �®«¢¥àë ¤«ï «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥ ­  ¯®¤®¡« áâïå ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨¨ | ª®­¥ç­ëå í«¥-
¬¥­â å.

2. �à®æ¥¤ãàë ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¨ ®£à ­¨ç¥­¨ï á ¬¥¦í«¥¬¥­â­®© £à ­¨æë ¢­ãâàì ª®­¥ç­ëå í«¥-
¬¥­â®¢.

3. �à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì-á®«¢¥à ¤«ï ¤®¯®«­¥­¨ï �ãà , ¯®«ãç ¥¬®£® ¯®á«¥ ª®­¤¥­á æ¨¨ ¢­ã-
âà¥­­¨å ¤«ï ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ­¥¨§¢¥áâ­ëå.

4. �®«¢¥à ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ á ¬ âà¨æ¥©, ï¢«ïîé¥©áï ¡«®ª®¬ ¬ âà¨æë ¦¥áâª®áâ¨, á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ­¥¨§¢¥áâ­ë¬ ¢ ¢¥àè¨­ å ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢.

� ¬¥â¨¬, çâ® ­¨ ª®­¤¥­á æ¨ï ¢­ãâà¥­­¨å ­¥¨§¢¥áâ­ëå, ­¨ ¤®¯®«­¥­¨¥ �ãà  ¢  «£®à¨â¬¥ ­¥
¨á¯®«ì§ãîâáï. �ë ­¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬  «£®à¨â¬ë ¤«ï ç¥â¢¥àâ®© ª®¬¯®­¥­âë, ¯®áª®«ìªã ãª § ­-
­ë© ¡«®ª ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© ¦¥áâª®áâ¨ ¤«ï  ­á ¬¡«ï ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .
�«ï á¨áâ¥¬ á â ª¨¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨ ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì æ¥«ë© ­ ¡®à ¡ëáâàëå  «£®à¨â¬®¢, ¯®«ã-
ç¥­­ëå ¤«ï h-¢¥àá¨¨.

�¥áâ¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨«®áì ¤«ï ¢¥áì¬  è¨à®ª®£® ¤¨ ¯ §®­  §­ ç¥­¨© p, ¢ ­¥ª®â®àëå íªá-
¯¥à¨¬¥­â å ¤® p > 500, ¢ëå®¤ïé¨å §  ¯à¥¤¥«ë, å à ªâ¥à­ë¥ ¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¤«ï ¯à ªâ¨ª¨
à¥è¥­¨ï ¯à¨ª« ¤­ëå § ¤ ç. �¤­ ª® íâ® ¯®§¢®«¨«® ¢® ¢á¥å íªá¯¥à¨¬¥­â å ¤®áâ¨çì  á¨¬¯â®â¨-
ç¥áª¨å §®­ ¨ ãáâ ­®¢¨âì  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¨áá«¥¤ã¥¬ëå ¢¥«¨ç¨­ ¤«ï ¨å áà ¢­¥­¨ï á
â¥®à¥â¨ç¥áª¨¬¨ ®æ¥­ª ¬¨.

�à¥¤áâ ¢«¥­­ë© ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥  «£®à¨â¬ ¤®¯ãáª ¥â £«ã¡®ª®¥ à á¯ à ««¥«¨¢ ­¨¥. �á­®¢-
­®© ®¡ê¥¬ ¢ëç¨á«¥­¨© ¬®¦¥â ¯à®¨§¢®¤¨âìáï ­¥§ ¢¨á¨¬® ¤«ï ª ¦¤®£® ª®­¥ç­®£® í«¥¬¥­â , ª -
¦¤®© áâ®à®­ë ¨ ¯®¤§ ¤ ç¨ ¤«ï ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¢ ¢¥àè¨­ å. �á«¨ ¤«ï «®ª «ì­ëå § ¤ ç ­  ª®-
­¥ç­ëå í«¥¬¥­â å ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¢â®à¨ç­ë© ���, â® ¢®§¬®¦­® ¤ «ì­¥©è¥¥ à á¯ à ««¥«¨¢ ­¨¥.
� ãª § ­­ë¬ á¢®©áâ¢®¬ á¢ï§ ­® ­¥ ¬¥­¥¥ ¢ ¦­®¥ ¤àã£®¥: ®¯¨áë¢ ¥¬ë©  «£®à¨â¬ ��� ã¤®-
¡¥­ ¤«ï ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢  ¤ ¯â¨¢­ëå à¥¦¨¬ å. �­ ­¥ â¥àï¥â ¢ ¡ëáâà®¤¥©áâ¢¨¨, ¥á«¨ ¯®àï¤-
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ª¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¢­ãâà¥­­¨å ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© ­  ª ¦¤®¬ í«¥¬¥­â¥ ¨ ¯à®áâà ­áâ¢ á«¥¤®¢
ª®­¥ç­®-í«¥¬¥­â­ëå äã­ªæ¨© ­  ª ¦¤®© áâ®à®­¥ à §«¨ç­ë.

1. �«£®à¨â¬ ��� ¨ ¥£® ®á­®¢­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë

1.1. �¥à àå¨ç¥áª ï p-¢¥àá¨ï. � áá¬®âà¨¬ ®¡®¡é¥­­ãî ¯®áâ ­®¢ªã § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¤«ï í«-

«¨¯â¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¢ ®¡« áâ¨ 
 � R2: ­ ©â¨ äã­ªæ¨î u 2
0

W 1
2(
) â ªãî,

çâ®

a
(u; v)� (f; v) = 0 ¤«ï «î¡®£® v 2
0

W 1
2(
):

�¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  a
(u; v) ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç­®©, ®£à ­¨ç¥­­®© ¨ ª®íàæ¨â¨¢­®©. �à -
­¨æ  ®¡« áâ¨ 
 á®áâ®¨â ¨§ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  £« ¤ª¨å ªà¨¢ëå, ã£«ë ¬¥¦¤ã ª®â®àë¬¨ «¥¦ â
¢ ¨­â¥à¢ «¥ (0; 2�). �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¤®áâ â®ç­® ¬ «®£® ¯ à ¬¥âà  á¥âª¨ h ®¡« áâì 
 ¯à¥¤-
áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï R = O(h�2) ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï á®¢¬¥áâ­ëå ªà¨¢®«¨­¥©­ëå ç¥-

âëà¥åã£®«ì­¨ª®¢
R

[
r=1

�r, ¯à¨ç¥¬ á®¢¬¥áâ­ë¥ ï¢­® § ¤ ­­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï x = x(r)(y) ª¢ ¤à â 

� = [�1; 1]� [�1; 1] ­  ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª¨ �r ­¥¢ëà®¦¤¥­ë ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ®¡®¡é¥­­ë¬ ãá«®-
¢¨ï¬ ª¢ §¨®¤­®à®¤­®áâ¨ (­ ¯à., [14], [15]). � §¨á­ë© ª®­¥ç­ë© í«¥¬¥­â E ¥áâì ª¢ ¤à â � á
¡ §¨á®¬M = fLi;j , 0 � i; j � pg, £¤¥ Li;j(x1; x2) = Li(x1)Lj(x2), äã­ªæ¨¨ Lj ¤«ï j > 1 ï¢«ïîâáï
¨­â¥£à¨à®¢ ­­ë¬¨ ¯®«¨­®¬ ¬¨ �¥¦ ­¤à  á ­®à¬¨à®¢®ç­ë¬ ¬­®¦¨â¥«¥¬

Lj(x) = �j

Z x

�1

Lj�1(t)dt; �j =
1
2

q
(2j � 3)(2j � 1)(2j + 1);

  L0(x) = 0;5(1 + x), L1(x) = 0;5(1 � x) | «¨­¥©­ë¥ \ã§«®¢ë¥" äã­ªæ¨¨.
�à¥¤áâ ¢¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® M ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢­ãâà¥­­¨å ª®®à¤¨­ â­ëå

äã­ªæ¨©MI = fLi;j , 2 � i; j � pg, ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© áâ®à®­MII = fLi;j , i = 0; 1, 2 � j � p
¨«¨ j = 0; 1, 2 � i � pg ¨ ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© ¢¥àè¨­MIII = fLi;j , i = 0; 1, j = 0; 1g. �¢¥¤¥¬
®¡ëç­ë¬ á¯®á®¡®¬ ª®­¥ç­®í«¥¬¥­â­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®

H0(
) = fu 2 C(
) j u(x(r)(y)) 2 span(M); y 2 �; r = 1; : : : ; Rg \
0

W 1
2(
)

¨ ¥£® ¡ §¨á � = f�igi=1;:::;N à §®¡ê¥¬ ­  âà¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  �I, �II ¨ �III. �®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢­ã-
âà¥­­¨å ¡ §¨á­ëå äã­ªæ¨© �I á®áâ®¨â ¨§ äã­ªæ¨© �i, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ®â«¨ç ¥âáï ®â ­ã«ï
â®«ìª® ­  ®¤­®¬ í«¥¬¥­â¥ �r ¨ �i(x(r)(y)) 2MI. � ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¡ §¨á­ëå äã­ªæ¨© áâ®à®­ �II

¢å®¤ïâ äã­ªæ¨¨ �i, ª®â®àë¥ ®â«¨ç­ë ®â ­ã«ï ­  ¯ à¥ ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ �r, �t á ®¡é¥© áâ®-
à®­®© ¨ �i(x(r)(y)); �i(x(t)(y)) 2 MII. �®¤¬­®¦¥áâ¢® ¡ §¨á­ëå äã­ªæ¨© ¢¥àè¨­ �III á®áâ ¢«ïîâ
äã­ªæ¨¨ �i, ­¥ à ¢­ë¥ ­ã«î â®«ìª® ­  ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â å �r á ®¡é¥© ¢¥àè¨­®©, ­  ª®â®àëå
�i(x(r)(y)) 2 MIII. �­ «®£¨ç­® à §®¡ì¥¬ ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ uI 2 R

NI , uII 2 R
NII ,

uIII 2 R
NIII ¢¥ªâ®àë ¢­ãâà¥­­¨å ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå áâ®à®­ ¨ ¢¥àè¨­ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,

£¤¥ N = NI +NII + NIII | ®¡é¥¥ ç¨á«® ­¥¨§¢¥áâ­ëå. �à¨­ïâ®¬ã ã¯®àï¤®ç¥­¨î á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ª®­¥ç­®í«¥¬¥­â­®© á¨áâ¥¬ë  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨©

Ku = f (1.1)

¢ ¡«®ç­®¬ ¢¨¤¥

K =

0@ KI KI;II KI;III

KII;I KII KII;III

KIII;I KIII;II KIII

1A ; u =

0@ uI
uII
uIII

1A ; f =

0@ fI
fII
fIII

1A :

1.2. �âàãªâãà  ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ���. �«¥¤ãï [14], [15] ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨-
¢ â¥«ï ��� ¢¢¥¤¥¬ ¡®«¥¥ ¯à®áâãî ¬ âà¨æã, ç¥¬ K. �¢ï¦¥¬ á ª ¦¤ë¬ í«¥¬¥­â®¬ �r ¬ âà¨æã
Ar � A = bA1 + h2 bA0 ¨«¨ Ar � A = bA1 £¤¥ bA1 | ¬ âà¨æ  ¦¥áâª®áâ¨ ¡ §¨á­®£® í«¥¬¥­â  E ,
¨­¤ãæ¨àã¥¬ ï ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬®© ba�(w; v) = R

�

(Ow �Ov+wv)dx, a bA0 | ¥£® ¬ âà¨æ  ¬ ááë ¯à¨
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«®ª «ì­®© ­ã¬¥à æ¨¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ � £«®¡ «ì­ãî ¬ âà¨æã, ¯®«ãç îéãîáï ¢
à¥§ã«ìâ â¥ ¯à®æ¥¤ãàë á¡®àª¨ ( ­ «®£¨ç­®© á¡®àª¥ K) ¬ âà¨æ Ar, ¨ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¥ ¢ ¡«®ç­®¬
¢¨¤¥ á ãç¥â®¬ à §¤¥«¥­¨ï ­¥¨§¢¥áâ­ëå ­  ¢­ãâà¥­­¨¥, ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ áâ®à®­ ¨ ¢¥àè¨­

� =

0@ �I �I;II �I;III

�II;I �II �II;III

�III;I �III;II �III

1A : (1.2)

�¯¥ªâà «ì­ ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ¬ âà¨æ � ¨ K á«¥¤ã¥â [20] ¨§ ãá«®¢¨© ®¡®¡é¥­­®© ª¢ §¨®¤­®-
à®¤­®áâ¨. �à®¬¥ â®£®, ¬ âà¨æ 

�(0) =

0@ �I �I;II O

�I;I �I O

O O �III

1A =

 
�

(I)
O

O �III

!
;

¯®«ãç¥­­ ï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ®¡­ã«¥­¨ï ¡«®ª®¢ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï äã­ªæ¨© ¢¥àè¨­ á ®áâ «ì­ë¬¨,
ï¢«ï¥âáï [14], [15] ¯®çâ¨ á¯¥ªâà «ì­®-íª¢¨¢ «¥­â­®© K:

(1 + ln p)�1�(0) � K � �
(0):

�­ ª � ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¤«ï § ¯¨á¨ ­¥à ¢¥­áâ¢, ¢ë¯®«­ïîé¨åáï á â®ç­®áâìî ¤® ­¥ § ¢¨áïé¨å ®â h
¨ p ¯®áâ®ï­­ëå.

�«®¡ «ì­ë© ���-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì K ¤«ï �(0) ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ç¥à¥§ ®¡à â­ë© ª ­¥¬ã, ¯à¨-
­ï¢

K
�1 = K(+)

I +K(+)
II +K(+)

III : (1.3)

�á­®¢­®© ¢¥àá¨¨ ¯ ª¥â  á®®â¢¥âáâ¢ãîâ

K
(+)
I =

0@ K
�1
I O O

O O O

O O O

1A ; K
(+)
III =

0@ O O O

O O O

O O K
�1
III

1A ;

£¤¥ K�1
L | ­¥ï¢­® § ¤ ­­ë¥ ¬ âà¨æë, ï¢«ïîé¨¥áï à¥§ã«ìâ â®¬ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ­¥â®ç­ëå ¨â¥à -

æ¨®­­ëå á®«¢¥à®¢ á ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¬ ¨ ­¥¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬ ¨â¥à æ¨© ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ á ¬ -
âà¨æ ¬¨ �L. � K

(+)
I ¨ K(+)

III ¬®¦­®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¨á¯®«ì§®¢ âì K�1
L = ��1

L , L = I; III, â. ¥.
¯á¥¢¤®®¡à â­ë¥ ¬ âà¨æë ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¡«®ª ¬ ¬ âà¨æë �, ®¤­ ª® íâ® ¯à¥¤¯®« £ ¥â â®ç-
­ë¥ ¬¥â®¤ë à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ á ¬ âà¨æ ¬¨ �L. �ãáâì AI | ¡«®ª ¬ âà¨æë A, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­ 
¢­ãâà¥­­¨å ­¥¨§¢¥áâ­ëå. �®áª®«ìªã �I = diagfAI;AI; : : : ;AIg, â® à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë á ¬ âà¨æ¥©
�I âà¥¡ã¥â à¥è¥­¨ï R á¨áâ¥¬ á ¬ âà¨æ¥© AI ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì «®ª «ì-
­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¡«®ç­®-¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  á R ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ¡«®ª ¬¨
K
�1
I = diagffA�1

I ;fA�1
I ; : : : ;fA�1

I g. �¤¥áì fA�1
I | ®¯¥à â®à, ï¢«ïîé¨©áï à¥§ã«ìâ â®¬ ¯à¨¬¥­¥­¨ï

­¥ª®â®à®£® ¢â®à¨ç­®£® ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá  á ­¥¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬ ¨â¥à æ¨© ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨-
áâ¥¬ë á ¬ âà¨æ¥©AI. �áî¤ã ¢ áâ âì¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¢®«­ã ¢ ®¡®§­ ç¥­¨¨ ®¯¥à â®à®¢, ¯®à®¦¤¥­­ëå
¢â®à¨ç­ë¬ ¨â¥à æ¨®­­ë¬ ¯à®æ¥áá®¬ ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ¨­â¥àä¥©á­ëå § ¤ ç K(+)
II á¢ï§ ­® á à §«®¦¥­¨¥¬

�
(I) =

�
I O

�II;I�
�1
I I

� �
�I O

O S

� �
I �

�1
I �I;II

O I

�
;

£¤¥ S = �I � �II;I�
�1
I �I;II | ¤®¯®«­¥­¨¥ �ãà . � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡«®ç­®-

¤¨ £®­ «ì­ë© ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì S ¤«ï ¤®¯®«­¥­¨ï �ãà  á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ¡«®ª ¬¨ ¤«ï ª -
¦¤®© ¨§ áâ®à®­ âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ (¯à¨ ãá«®¢¨¨ ®¤­®â¨¯­®© ­ã¬¥à æ¨¨ ­¥¨§¢¥áâ­ëå ª ¦¤®© ¨§
áâ®à®­), â. ¥. S = diagfS0;S0; : : : ;S0g. �à¨ íâ®¬ ®­ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬

(1 + ln p)�1S � S � (1 + ln p) S: (1.4)
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�ãáâì P : RNII ! R
NI+NII | ®¯¥à â®à ¯à®¤®«¦¥­¨ï â ª®©, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  vII 2 RNII

¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

kPvIIk�(I) � 
PkvIIkS; (1.5)

c 
P ¯®áâ®ï­­®© ¨«¨ á« ¡® § ¢¨áïé¥© ®â p. �®« £ ¥¬ K(+)
II = PS

�1
P
>. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Pr

®£à ­¨ç¥­¨¥ ®¯¥à â®à  P ­  í«¥¬¥­â á ­®¬¥à®¬ r. � á¨«ã á¢®©áâ¢ ¬ âà¨æ �I ¨ S ¢á¥ íâ¨
®£à ­¨ç¥­¨ï ®¤¨­ ª®¢ë ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¨¤¥­â¨ç­®áâ¨ «®ª «ì­ëå ­ã¬¥à æ¨© ¢­ãâà¥­­¨å ª®®à¤¨-
­ â­ëå äã­ªæ¨© ­  ¢á¥å í«¥¬¥­â å ¨ ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© áâ®à®­ ­  ¢á¥å áâ®à®­ å, â. ¥.
Pr � PE

: R4(p�1) ! R
(p�1)(p�1)+4(p�1) | ®¯¥à â®à ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¤«ï ¡ §¨á­®£® í«¥¬¥­â . �®-

«¥¥ â®£®, ¥á«¨ ¤«ï ¡«®ª®¢ ¬ âà¨æë A ¢¢¥áâ¨  ­ «®£¨ç­ãî (1.2) ¨­¤¥ªá æ¨î ¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì
®¡®§­ ç¥­¨ï

A(I) =
�
AI AI;II

AII;I AII

�
; SE = AII �AII;IA

�1
I AI;II;

â® (1.5) íª¢¨¢ «¥­â­® ­¥à ¢¥­áâ¢ã

kPEvIIkA(I) � 
PkvIIkSE: (1.6)

�¯¨á ­­ë© á¯®á®¡ ¯®áâà®¥­¨ï ���-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥© ¨á¯®«ì§®¢ «áï ¢ [12]{[15]. �¯à -
¢¥¤«¨¢  â¥®à¥¬  ([15], â¥®à¥¬  5.2), á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ãîé ï ® â®¬, çâ® ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ìK ¯®çâ¨
®¯â¨¬ «¥­ ¢ á¬ëá«¥ ®â­®á¨â¥«ì­®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨.

�¥®à¥¬  1.1. �ãáâì (1 + ln p)�1KL � �L � KL ¤«ï L = I; III ¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ­¥à ¢¥­áâ¢ 

(1:4) ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢® (1:6) á ¯®áâ®ï­­®© 
P . �®£¤ 

(1 + ln p)�2K � K � (1 + ln p)K:

�«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (1.1) ¯à¨¬¥­¨¬ ���� á ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥¬, ®¡à â­ë© ª ª®â®à®¬ã
¨¬¥¥â ¢¨¤ (1.3),

u(1) := 0, r(1) := f , p(0) := 0, r(0) := 0, �1 := 0
for k := 1; 2; : : :
z(k) := K�1r(k)

if k > 1
�k := [(z(k))>(r(k))]=[(z(k�1))>r(k�1)]

endif

p(k) := z(k) + �kp
(k�1), �k :=

(z(k))>r(k)

(p(k))>Kp(k)
, r(k+1) := r(k) � �kKp

(k), u(k+1) := u(k) + �kp
(k)

endfor.
� ¯®á«¥¤­¥¥ ¢à¥¬ï ¯à®¡«¥¬¥ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©-

­ëå ãà ¢­¥­¨© ¯à¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¨ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢â®à¨ç­ëå â®ç­ëå ¨ ­¥â®ç­ëå á®«¢¥à®¢
ã¤¥«ï¥âáï ¬­®£® ¢­¨¬ ­¨ï. � àï¤¥ à ¡®â ®­  à áá¬ âà¨¢ « áì á ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®© â®çª¨
§à¥­¨ï (­ ¯à., [21]{[23]). � [22] ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥­ ¢ à¨ ­â ����, ¬¥­¥¥ çã¢áâ¢¨â¥«ì­ë© ª ®è¨¡-
ª ¬ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë á ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥¬. � íâ®¬ ¢ à¨ ­â¥, ª®â®àë© â ª¦¥ à¥ «¨§®¢ ­ ¢
¯ ª¥â¥ ¯à®£à ¬¬ ¨ ¨á¯®«ì§®¢ «áï ¢ ­ è¨å ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â å, ¨â¥à æ¨®­­ë© ¯ à ¬¥âà
�k ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥

�k := (z(k))>(r(k) � r(k�1))=[(z(k�1))>r(k�1)] : (1.7)

� «¥¥ à áá¬®âà¨¬ ®á­®¢­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë ���-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï K, ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¨¬
â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï áâ®¨¬®áâì à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë á ¬ âà¨æ¥© K ¡ã¤¥â ¯®çâ¨
®¯â¨¬ «ì­®©.
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1.3. �à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¥ «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© á¥ªæ¨¨,
ã¬­®¦¥­¨¥ K(+)

I vI âà¥¡ã¥â «¨èì à¥è¥­¨ï R á¨áâ¥¬ á ¬ âà¨æ¥© AI. �§¢¥áâ­ë¥ ¯à¨¥¬ë ¯®áâà®-
¥­¨ï ¡ëáâàëå ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥©-á®«¢¥à®¢ AI (á¬. [24], [25], [16]{[18]) ®á­®¢ ­ë ­  á¯¥ª-
âà «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­®¬ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥ ª®­¥ç­®-à §­®áâ­®£® ¢¨¤ , ¯®«ãç¥­­®¬ ¢ [12], ª®-
â®àë© ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡ §®¢ë¬. �«ï ¯à®áâ®âë ¨§«®¦¥­¨ï áç¨â ¥¬ p = 2N + 1 á æ¥«ë¬ N ¨
à §®¡ì¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢­ãâà¥­­¨å ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© ¡ §¨á­®£® í«¥¬¥­â  ­  ç¥âëà¥ ¯®¤¬­®-
¦¥áâ¢  ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ç¥â­®áâìî-­¥ç¥â­®áâìî ¨å ¯®àï¤ª®¢ ¯® ª ¦¤®© ¨§ ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥­­ëå:
MI =Mee

I [M
eo
I [M

oe
I [M

oo
I , £¤¥

Mee
I = fL2;2;L2;4; : : : ;L2;2N ;L4;2;L4;4; : : : ;L4;2N ; : : : ;L2N;2;L2N;4; : : : ;L2N;2Ng;

Meo
I = fL2;3;L2;5; : : : ;L2;2N+1;L4;3;L4;5; : : : ;L4;2N+1; : : : ;L2N;3;L2N;5; : : : ;L2N;2N+1g;

Moe
I = fL3;2;L3;4; : : : ;L3;2N ;L5;2;L5;4; : : : ;L5;2N ; : : : ;L2N+1;2;L2N+1;4; : : : ;L2N+1;2Ng;

Moo
I = fL3;3;L3;5; : : : ;L3;2N+1;L5;3;L5;5; : : : ;L5;2N+1; : : : ;L2N+1;3;L2N+1;5; : : : ;L2N+1;2N+1g:

�®á«¥ íâ®£® ¬ âà¨æ  ¦¥áâª®áâ¨ ¢­ãâà¥­­¨å äã­ªæ¨©AI ¡ §¨á­®£® í«¥¬¥­â  áâ ­®¢¨âáï ¡«®ç­®-
¤¨ £®­ «ì­®©: AI = diagfAe;e;Ae;o;Ao;e;Ao;og (á¬. [12]). �«®ª¨ ¡ §®¢®£® ¡«®ç­®-¤¨ £®­ «ì­®£®
¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï AI = diagfAe;e;Ae;o;Ao;e;Ao;og ®¯à¥¤¥«¨¬ á®®â­®è¥­¨ï¬¨

Aa;b = Da 
 (�+D�1
b ) + (�+D�1

a )
Db;

¢ ª®â®àëå a, b ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï e, o ¨

De = diagf4i2gi=1;2;:::;N ; Do = diagf4i2 + 4i+ 1gi=1;2;:::;N ;

� =
1
2

0BBBB@
2 �1
�1 2 �1 0

: : : : : :
0 �1 2 �1

�1 2

1CCCCA :

�â®â ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì á¯¥ªâà «ì­®-íª¢¨¢ «¥­â¥­ ¬ âà¨æ¥ ¦¥áâª®áâ¨ ¢­ãâà¥­­¨å äã­ªæ¨©
¡ §¨á­®£® í«¥¬¥­â  [13]: AI � AI � AI. �à®¬¥ â®£®, ¢á¥ ¡«®ª¨ Aa;b á¯¥ªâà «ì­®-íª¢¨¢ «¥­â­ë
¤àã£ ¤àã£ã, ¯®íâ®¬ã ¬®¦­® â ª¦¥ ¯®«®¦¨âì A = diagfAa;a;Aa;a;Aa;a;Aa;ag c a = e ¨«¨ a = o.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ¡ëáâà®£® á®«¢¥à  ¤«ï ¬ âà¨æë AI ¤®áâ â®ç­® ¯®«ãç¨âì â ª®©
á®«¢¥à ¤«ï Ae;e.

� [12], ª ª ¨ ¢ [26], áâ ¢¨« áì æ¥«ì ¯®«ãç¨âì ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì ª®­¥ç­®-à §­®áâ­®£® ¢¨¤ .
�ç¥¢¨¤­®, Ae;e ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© ª®­¥ç­®-à §­®áâ­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ­  ª¢ ¤à â­®© á¥âª¥ á
è £®¬ } = 1=N (¨ ¯ïâ¨â®ç¥ç­ë¬ è ¡«®­®¬) í««¨¯â¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï ¢â®à®£® ¯®àï¤ª 

LAu � �2(�
2
1u

00
�2�2

+ �22u
00
�1�1

) + (�21=�
2
2 + �22=�

2
1)u = F (�); � = (�1; �2) 2 �1; uj@�1 = 0;

¢ ª¢ ¤à â¥ �1 := (0; 1)� (0; 1). �®íää¨æ¨¥­âë íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï ¢ëà®¦¤ îâáï,   ª®íää¨æ¨¥­âë
¯à¨ ¬« ¤è¨å ç«¥­ å ¨¬¥îâ, ªà®¬¥ â®£®, ®á®¡¥­­®áâ¨. �â® ï¢¨«®áì ¯à¨ç¨­®© â®£®, çâ® ¡ëáâàë¥
á®«¢¥àë ¤«ï ¬ âà¨æë AI ¯®ï¢¨«¨áì «¨èì ¢ ¯®á«¥¤­¨¥ £®¤ë ¢ áâ âìïå [24], [16]{[18] ¨ ¯à¥¯à¨­â¥
[25]. �­¨ ®â­®áïâáï ª âà¥¬ â¨¯ ¬: ��� ¤«ï ª®­¥ç­®-à §­®áâ­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, ¬­®£®á¥â®ç­ë©
¬¥â®¤ ¨ ¬¥â®¤, ®á­®¢ ­­ë© ­  á¯¥æ¨ «ì­®© ¬­®£®ãà®¢­¥¢®© ¢í©¢«¥â­®© ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¯à®áâà ­-
áâ¢  ªãá®ç­®-«¨­¥©­ëå äã­ªæ¨© ­  à ¢­®¬¥à­®© á¥âª¥. �® ¢á¥å ¨§ ­¨å á­ ç «  áâà®ïâáï ¡«¨§ª¨¥
ª AI ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¨, ¡®«¥¥ ¯à¨á¯®á®¡«¥­­ë¥ ª ª®­ªà¥â­®¬ã á®«¢¥àã.
� ¯à¨¬¥à, ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï ��� ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï-á®«¢¥à  ¢ [16], [17] ¡ë«  ¢¢¥¤¥­  ¡®«¥¥
ªàã¯­ ï ®àâ®£®­ «ì­ ï ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨®­­ ï á¥âª , á£ãé îé ïáï ¯® ª ¦¤®© ¨§ ¯¥à¥¬¥­­ëå �1,
�2 á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ®¡à §®¬ ª ­ã«î â ª, çâ® ­  ª ¦¤®© ¥¥ ïç¥©ª¥ ª®íää¨æ¨¥­âë ®â«¨ç îâáï ®â
¯®áâ®ï­­ëå ­  ®¤­ã ¨ âã ¦¥ (®â­®á¨â¥«ì­®) ç áâì, â. ¥. ä ªâ¨ç¥áª¨ AI § ¬¥­ï«áï á¯¥ªâà «ì-
­® íª¢¨¢ «¥­â­ë¬ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥¬ BI, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¬ã ®¯¥à â®àã
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LB á ªãá®ç­®-¯®áâ®ï­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ¤«ï ª®â®à®£® áâà®¨«áï ���. � [24], [25] ¬­®-
£®ãà®¢­¥¢ë¥  «£®à¨â¬ë áâà®¨«¨áì ¤«ï ã¯à®é¥­­®£® á ¯®â¥à¥© á¯¥ªâà «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨
¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï

A I = diagfA e;e ; A e;o ; A o;e ; A o;og; A a;b = Da 
�+�
Db; (1.8)

¤«ï ª®â®à®£® cond(A �1I AI) � (1 + log p). �­ ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®-à §­®áâ­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ®¯¥-
à â®à  ªà ¥¢®© § ¤ ç¨

LA u � �2(�
2
1u

00
�2�2

+ �22u
00
�1�1

) = F (�); � 2 �1; uj@�1 = 0:

�¤¨­ ¨§ ¬®¤ã«¥© ¯ ª¥â  à¥ «¨§ã¥â â ª¦¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ¬­®£®ãà®¢­¥¢®£®  «£®à¨â¬  ­  á«ãç ©
¯à®¨§¢®«ì­®£® p.1

�¡é ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï áâ®¨¬®áâì ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥©-á®«¢¥à®¢ A I ¨ BI ¤«ï ¬ âà¨æë AI

ª®«¥¡«¥âáï ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢¥àá¨¨ á®«¢¥à  ®â p2(1+ln p)0;5 ¤® p2(1+ln p)4;5. �  ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­ë¬
®¯¨á ­¨¥¬ ¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï íâ¨å á®«¢¥à®¢ ¬ë ®âáë« ¥¬ ª æ¨â¨à®¢ ­­ë¬ ¢ëè¥
à ¡®â ¬.

1.4. �à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï �ãà  ¨ ¯à®¤®«¦¥­¨ï á ¨­â¥àä¥©á . �«ï ¯®áâà®¥­¨ï
K

(+)
II ­ã¦­ë: ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì S ¤«ï ¤®¯®«­¥­¨ï �ãà  S ¨ ®¯¥à â®à ¯à®¤®«¦¥­¨ï P, ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ (1.4) ¨ (1.6). �«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¡«®ª  S0 ¬ âà¨æë S ¤®áâ â®ç­®, á«¥¤ãï
[13], à áá¬®âà¥âì ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï�ãà  SE ¡ §¨á­®£® í«¥¬¥­â . �ã¤¥¬ áç¨â âì,
­¥ ­ àãè ï ®¡é­®áâ¨, çâ® p = 2N +1. �¥à¥ã¯®àï¤®ç¨¬ ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨ áâ®à®­ ¡ §¨á­®-
£® í«¥¬¥­â , ¯à¥¤áâ ¢¨¢ ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨© áâ®à®­ ¢ ¢¨¤¥MII =M

(1)
II [M

(2)
II [M

(3)
II [M

(4)
II â ª,

çâ® ª ¦¤®¥ ¨§M(s)
II ¡ã¤¥â á®¤¥à¦ âì ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨ s-®© áâ®à®­ë, ¯à®­ã¬¥à®¢ ­­ë¥ á

ãç¥â®¬ ç¥â­®áâ¨-­¥ç¥â­®áâ¨ ¨­¤¥ªá®¢,

M(1)
II =M(1;e)

II [M(1;o)
II ; M(1;e)

II = fL2;1;L4;1; :::;L2N;1g; M
(1;o)
II = fL3;1;L5;1; :::;L2N+1;1g;

M(2)
II =M(2;e)

II [M(2;o)
II ; M(2;e)

II = fL1;2;L1;4; :::;L1;2Ng; M
(2;o)
II = fL1;3;L1;5; :::;L1;2N+1g;

M(3)
II =M(3;e)

II [M(3;o)
II ; M(3;e)

II = fL2;0;L4;0; :::;L2N;0g; M
(3;o)
II = fL3;0;L5;0; :::;L2N+1;0g;

M(4)
II =M(4;e)

II [M(4;o)
II ; M(4;e)

II = fL0;2;L0;4; :::;L0;2Ng; M
(4;o)
II = fL0;3;L0;5; :::;L0;2N+1g:

(1.9)

�à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ì ¤«ï SE ¢ë¡¨à ¥¬ ¢ ¢¨¤¥ SE = diag[S0;S0;S0;S0], £¤¥ ª ¦¤ë© ¡«®ª S0

®â¢¥ç ¥â ®¤­®© ¨§ áâ®à®­ ¡ §¨á­®£® í«¥¬¥­â . �¯à¥¤¥«¥­¨¥ S0 á¢ï§ ­® á à §«¨ç­ë¬¨ ¯à¥¤áâ -
¢«¥­¨ï¬¨ ¯®«¨­®¬  q(x) áâ¥¯¥­¨ 2N + 1 ­  ®âà¥§ª¥

q(x) =
2N+1X
i=0

aiLi(x); q(x) =
2N+1X
i=0

bix
i; q(cos�) =

2N+1X
i=0

ci cos i�:

�¢¥¤¥¬ ¬ âà¨æã D = diagf0; 1; : : : ; 2N +1g ¨ ¢¥àå­¨¥ âà¥ã£®«ì­ë¥ ¬ âà¨æë B, C, ª®â®àë¥ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîâ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬

Ba = b; Cb = c; a = faigi=0;1;:::;2N+1; b = fbigi=0;1;:::;2N+1; c = fcigi=0;1;:::;2N+1:

�ãáâì W = CB. � âà¨æ  S0 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¬ âà¨æ  ln(1 + p)W>
DW á ¢ëç¥àª­ãâë¬¨

áâà®ª ¬¨ ¨ áâ®«¡æ ¬¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ a0 ¨ a1, â. ¥. ¯¥à¢ë¬ ¤¢ã¬ äã­ªæ¨ï¬ L0 ¨ L1.

�¥®à¥¬  1.2 ([14], â¥®à¥¬  3.1). �¯à ¢¥¤«¨¢ë ­¥à ¢¥­áâ¢  (1+ ln p)�1SE�SE�(1+ ln p)k�1SE

¯à¨ A = bA1, k = 3 ¨ ¯à¨ A = bA1 + h2 bA0, k = 2.

1�â®â  «£®à¨â¬ ¨ ¬®¤ã«ì à §à ¡®â ­ë �.�. �¬¨à­®¢ë¬ ¨ �.�. �¬¨à­®¢®©.
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ â¥®à¥¬ë 1.2 á«¥¤ã¥â (1.4), ¥á«¨ ¯à¨ á¡®àª¥ � ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ¬ âà¨æë
Ar � bA1.

�áâ ­®¢¨¬áï ­  ­¥ª®â®àëå ®á®¡¥­­®áâïå à¥ «¨§ æ¨¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï S. �à¨­ïâ ï ¯¥-
à¥­ã¬¥à æ¨ï ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© áâ®à®­ (1.9) ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã, çâ® ¬ âà¨æëW ¨ D à á¯ -
¤ îâáï ­  ¤¢  ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¯®¤¡«®ª  ¤«ï ­¥¨§¢¥áâ­ëå, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ç¥â­ë¬ ¨ ­¥ç¥â­ë¬
¡ §¨á­ë¬ äã­ªæ¨ï¬. C«¥¤®¢ â¥«ì­®,

W
>
DW =

 
W

(e)
O

O W
(o)

!> 
D

(e)
O

O D
(o)

! 
W

(e)
O

O W
(o)

!
;

£¤¥ D(e) = diagf0; 2; : : : ; 2Ng, D(o) = diagf1; 3; : : : ; 2N + 1g. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¥
¨­â¥àä¥©á­®© § ¤ ç¨ ­  ª ¦¤®¬ è £¥ ¢­¥è­¥£® ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá  âà¥¡ã¥â à¥è¥­¨ï 2Ns

á¨áâ¥¬ ¢¨¤  Fy = d, £¤¥ F ¯®«ãç ¥¬ ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¥¬ ¯¥à¢®© áâà®ª¨ ¨§ ¬ âà¨æë

S0 =W
>
DW ;

¢ ª®â®à®© «¨¡® W = W
(e) ¨ D = D

(e), «¨¡® W = W
(o) ¨ D = D

(o). �à®áâ®© ¯à¨¥¬ ¯®¬®-
£ ¥â ¨§¡¥¦ âì ¯¥à¥¬­®¦¥­¨ï ¬ âà¨æ á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¥¬ ¯¥à¢®© áâà®ª¨ ¨ áâ®«¡æ 
¨ à¥è¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬ á ¯®«­®áâìî § ¯®«­¥­­ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ z ¨ u à¥è¥­¨ï
¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå á¨áâ¥¬

W
>
DWz = f 1; 0; : : : ; 0| {z }

N+1

g>; W
>
DWu =

�
0
d

�
: (1.10)

�¥à¢ãî ¨§ ­¨å ¤®áâ â®ç­® à¥è¨âì ®¤¨­ à § ¯¥à¥¤ ­ ç «®¬ ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá . �®¬¯®­¥­âë
à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë Fy = d ­ å®¤ïâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ yk = uk+1 � (u1=z1)zk+1 ¤«ï k = 1; 2; : : : ; N .
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡à é¥­¨¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï ¨­â¥àä¥©á­ëå § ¤ ç S á¢®¤¨âáï ª à¥è¥­¨î
á¨áâ¥¬ á âà¥ã£®«ì­ë¬¨ ¨ ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æ ¬¨ ¤«ï ª ¦¤®© áâ®à®­ë âà¨ ­£ã«ïæ¨¨, ¨ ¥£®
¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï áâ®¨¬®áâì á®áâ ¢«ï¥â NsO(p2) = O(Rp2), £¤¥ Ns | ç¨á«® áâ®à®­.

�ë¡®à ®¯¥à â®à  ¯à®¤®«¦¥­¨ï P, íª¢¨¢ «¥­â­® PE, áãé¥áâ¢¥­­® ®¯à¥¤¥«ï¥â íää¥ªâ¨¢-
­®áâì ¨­â¥àä¥©á­®© ª®¬¯®­¥­âë K(+)

II . �®«®¦¨¬ P>

E = (�AII;I
eA�1
I;pr j III), £¤¥ eA�1

I;pr ï¢«ï¥âáï
®¯¥à â®à®¬, ¯®à®¦¤¥­­ë¬ ¨â¥à æ¨®­­ë¬ ¯à®æ¥áá®¬

wk+1 = wk + �kA
�1
1 (A1w

k � vI;r); w0 = 0; (1.11)

¤«ï ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ AIw = vI;r ¤«ï ª ¦¤®£® ª®­¥ç­®£® í«¥¬¥­â  r, ¢ ª®â®à®¬
k = 0; 1; : : : ; n ¨ �k | ç¥¡ëè¥¢áª¨¥ ¨â¥à æ¨®­­ë¥ ¯ à ¬¥âàë, AI | ¡ëáâàë© ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ -
â¥«ì-á®«¢¥à ¤«ï ¬ âà¨æë AI.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ «ì­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¬ âà¨æ 

eA�1
I;pr =

�
I�

nY
k=1

(I� �kA
�1
I AI)

�
A�1

I :

� [19], [27] ¤®ª § ­®, çâ® ¤«ï ¢ë¯®«­¥­¨ï á¢®©áâ¢  (1.5) ®¯¥à â®à  ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¤®áâ â®ç­®
á¤¥« âì n = npr(p) = O((ln(1 + p))=�) ¨â¥à æ¨© ¢ (1.11), £¤¥ � | ª®íää¨æ¨¥­â á¦ â¨ï ­¥¢ï§ª¨
­  ®¤­®© ¨â¥à æ¨¨. �«ï ¬¥â®¤  ¯à®áâëå ¨â¥à æ¨© á ¯®áâ®ï­­ë¬ ¨â¥à æ¨®­­ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬
�k � �0 = O(1) ¨¬¥¥¬ � = (�max � �min)=(�max + �min) = O(1), £¤¥ �max ¨ �min | ¬ ªá¨¬ «ì­®¥
¨ ¬¨­¨¬ «ì­®¥ á®¡áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  ®¡®¡é¥­­®© ¯à®¡«¥¬ë AIx = �AIx. � ª®© ¢ë¡®à ®¯¥à â®à 
¯à®¤®«¦¥­¨ï ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã, çâ®

K
(+)
II =

 
� e��1

I;pr�I;II

III

!
S
�1(��I;I

e��1
I;pr j III); e��1

I;pr = diagf eA�1
I;pr; : : : ;

eA�1
I;prg:
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�¬­®¦¥­¨¥ K(+)
II ¢® ¢­¥è­¥¬ ¨â¥à æ¨®­­®¬ ¯à®æ¥áá¥ ­  â¥ªãé¥¬ è £¥ ­  ¢¥ªâ®à ­¥¢ï§ª¨

r =

0@ rI
rII
rIII

1A =
�
r(I)

rIII

�

­¥ âà¥¡ã¥â ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­®© á¡®àª¨ ¬ âà¨æ ¨ á®áâ®¨â ¨§ âà¥å íâ ¯®¢.
1. �ã¦¥­¨¥

wI  e��1
I;prrI; zII  ��II;IwI + rII: (1.12)

�¯¥à æ¨ï e��1
I;prrI âà¥¡ã¥â à¥è¥­¨ï R á¨áâ¥¬ AIw

(r)
I = r

(r)
I ¯à¨ ¯®¬®é¨ npr ¨â¥à æ¨© ¯à¥¤®¡ãá«®-

¢«¥­­®£® ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá  (1.11). �¬­®¦¥­¨¥ �II;IwI â ª¦¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯®í«¥¬¥­â­®
AII;Iw

(r)
I ¤«ï ¢á¥å r, ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢¥ªâ®àë § â¥¬ á®¡¨à îâáï.

2. �à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï �ãà 

zII  S
�1
wII

âà¥¡ã¥â à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ ¢¨¤  (1.10) ­¥§ ¢¨á¨¬® ¤«ï ª ¦¤®© áâ®à®­ë âà¨ ­£ã«ïæ¨¨.
3. �à®¤®«¦¥­¨¥ �

vI
vII

�
 

 e��1
I;pr�I;II

III

!
zII (1.13)

§ ª«îç ¥âáï ¢ ¯®í«¥¬¥­â­ëå ã¬­®¦¥­¨ïå zr  AI;IIz
(r)
II á ¯®¤¢¥ªâ®à ¬¨ áâ®à®­ í«¥¬¥­â®¢ ¨

¯®í«¥¬¥­â­®¬ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ á ¬ âà¨æ¥© AIv
(r)
I = z

(r)
I â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¯. 1.

� âà¨æ  ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ¢­ãâà¥­­¨å äã­ªæ¨© á ª®®à¤¨­ â­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ áâ®à®­ AI;II

¨¬¥¥â á¨«ì­® à §à¥¦¥­­ãî áâàãªâãàã

AI;II =

0BB@
Aee;II

Aeo;II

Aoe;II

Aoo;II

1CCA ; Aee;II =

0BBBBBB@
B1 O D O B1 O D O

B2 O O O B2 O O O

B3 O O O B3 O O O
...

...
...

...
...

...
...

...
BN O O O BN O O O

1CCCCCCA :

�à¨ íâ®¬ ¡«®ª Aee;II á®áâ®¨â ¨§ ¤¨ £®­ «ì­ëå ¬ âà¨æ D ¨ ¬ âà¨æ Bi à §¬¥à  N �N , ¢ ª ¦¤®©
¨§ ª®â®àëå â®«ìª® ®¤¨­ ­¥­ã«¥¢®© ª®íää¨æ¨¥­â (Bi)1;i 6= 0 ¯à¨ ¢á¥å i = 1; : : : ; N . �âàãªâãà 
¬ âà¨æAeo;II, Aoe;II ¨Aoo;II á®¢¯ ¤ ¥â á® áâàãªâãà®© Aee;II á â®ç­®áâìî ¤® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¡«®ç­ëå
áâ®«¡æ®¢ [28]. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ã¬­®¦¥­¨¥ ¬ âà¨æëAI;II ­  ¢¥ªâ®à âà¥¡ã¥â O(p)  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å
¤¥©áâ¢¨©, ¥á«¨ ã¬­®¦¥­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï â®«ìª® ¤«ï ­¥­ã«¥¢ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢.

�¡é ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï áâ®¨¬®áâì ®¯¥à æ¨¨ v K(+)
II r áª« ¤ë¢ ¥âáï ¨§ áâ®¨¬®áâ¨ à¥è¥­¨ï

á¨áâ¥¬ë á ¬ âà¨æ¥© S (á¬. ¢ëè¥) ¨ áâ®¨¬®áâ¨ ®¯¥à æ¨© ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¨ áã¦¥­¨ï. �à¨ íâ®¬
¯®á«¥¤­ïï ï¢«ï¥âáï ­ ¨¡®«ìè¥© ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â £« ¢­ë© ç«¥­ ®¡é¥© ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© áâ®¨¬®áâ¨.
�­  ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ç¨á«  ¨â¥à æ¨© (1.11), ª®â®à®¥ ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ «î¡®£® ¨§ ãª § ­­ëå
á®«¢¥à®¢ ¤«ï ¢­ãâà¥­­¨å § ¤ ç �¨à¨å«¥ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â O((1 + ln p)(1 + ln(1 + ln p))), ¨ ç¨á« 
¤¥©áâ¢¨© ­  ®¤­®© ¨â¥à æ¨¨, âà¥¡ã¥¬ëå ¤«ï à¥è¥­¨ï ¢­ãâà¥­­¨å § ¤ ç �¨à¨å«¥.

�¥®à¥¬  1.3. �ãáâì ¤«ï à¥è¥­¨ï «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥ ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¡ëáâàë© á®«-

¢¥à c ®¡é¥© ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© áâ®¨¬®áâìî O(p2(1 + ln p)k),   ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¥ ¤®¯®«­¥-

­¨ï �ãà  ¨ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ á ¨­â¥àä¥©á  ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï á®£« á­® ¯. 1:4. �ãáâì â ª¦¥ 

| ®¡« áâì, á®áâ ¢«¥­­ ï ¨§ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢, ¨ á¥âª  ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¯àï¬®ã£®«ì-

­ ï. �®£¤  ®¡é ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï áâ®¨¬®áâì á®«¢¥à  ��� ¤«ï á¨áâ¥¬ë (1:1) ®æ¥­¨¢ ¥âáï
¢ O(p2(1 + ln p)2;5+k(1 + ln(1 + ln p)))  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ¤¥©áâ¢¨©.
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� ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â å, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¢ à §¤¥«¥ 2, «®ª «ì­ë¥ § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ à¥-
è «¨áì ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢¥àá¨©, ®¯¨á ­­ëå ¢ ¯. 1.3, ¬­®£®ãà®¢­¥¢®£® á®«¢¥à  ¨ á®«¢¥à  â¨¯  ���
á ªà ©­¨¬¨ ¨§ ãª § ­­ëå ¢ ¯. 1.3 ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ë¬¨ áâ®¨¬®áâï¬¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ k = 0;5
¨ k = 4;5. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ (ªà¨¢®«¨­¥©­ë¥ ª®­¥ç­ë¥ í«¥¬¥­âë, ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ª®-
íää¨æ¨¥­âë í««¨¯â¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï) ®æ¥­ª  â¥®à¥¬ë 1.3 á®åà ­ï¥âáï ¡¥§ ãç¥â  áâ®¨¬®áâ¨
®¯¥à æ¨© ã¬­®¦¥­¨ï ­  ª ¦¤®© ¨â¥à æ¨¨ ­  ¬ âà¨æã K.

2. �¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â®¢

2.1. �¡é ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª . �¨á«¥­­ë¥ íªá¯¥à¨¬¥­âë ¯à®¨§¢®¤¨«¨áì á ®â¤¥«ì­ë¬¨ ª®¬¯®-
­¥­â ¬¨ | á®«¢¥à ¬¨ ���, ¨ á ��� ¢ æ¥«®¬.

�á­®¢­®© ¨, ª ª ¯à ¢¨«®, ­ ¨¡®«¥¥ âàã¤®¥¬ª®© ª®¬¯®­¥­â®© ��� ï¢«ï¥âáï á®«¢¥à ¤«ï «®-
ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥. �«ï á®«¢¥à , ®á­®¢ ­­®£® ­  ¢â®à¨ç­®¬ ��� [16], [17], ª®â®àë© ¨á-
¯®«ì§ã¥âáï ¯à¨ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ á ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥¬ «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥, ¯à¨¢®¤¨¬
ç áâì à¥§ã«ìâ â®¢ â¥áâ¨à®¢ ­¨ï, ¯®«ãç¥­ëå �.�ëâ®¢ë¬. �¥§ã«ìâ âë ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­-
â®¢ á ¬­®£®á¥â®ç­ë¬ á®«¢¥à®¬ ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [24] ¨ [19]. �à ªâ¨ç¥áª ï âàã¤®¥¬ª®áâì ®¡®¨å
á®«¢¥à®¢ ¢ è¨à®ª®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ §­ ç¥­¨© p ¯®¤â¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ®­¨ ®â­®áïâáï ª ª« ááã ¡ëáâàëå.

�®¢®«ì­® ®¡è¨à­®¥ íªá¯¥à¨¬¥­â¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨«®áì á ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¯à®¤®«¦¥­¨ï á ¨­-
â¥àä¥©á  ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢â®à¨ç­ëå ¨â¥à æ¨®­­ëå ¯à®æ¥áá®¢ á ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï¬¨{á®«¢¥à ¬¨
«®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥. �¤¥áì â ª¦¥ ¯®¤â¢¥à¤¨«áï ®á­®¢­®© ¢ë¢®¤ ¨§  ¯à¨®à­ëå ®æ¥­®ª, á®-
£« á­® ª®â®à®¬ã ¤«ï ®¡¥á¯¥ç¥­¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¢­¥è­¥£® ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá  ¨ ¥¥ ãáª®à¥­¨ï
ç¨á«® ¨â¥à æ¨© ¯à¨ ¯à®¤®«¦¥­¨¨ ¤®«¦­® ¡ëâì ¢ O(ln(1 + p)) à § ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¯à¨ ­¥¯®áà¥¤-
áâ¢¥­­®¬ à¥è¥­¨¨ «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥. �ë«  â ª¦¥ ç¨á«¥­­® ¨áá«¥¤®¢ ­  § ¢¨á¨¬®áâì
®¡®¡é¥­­®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ¤®¯®«­¥­¨ï �ãà  ¯à¨ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¨ ¯®áà¥¤áâ¢®¬
®¯¨á ­­®£® ¢ ¯. 1.4 ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«ï.

�ää¥ªâ¨¢­®áâì ��� ¢ æ¥«®¬ ¯à®¢¥àï« áì ¯® ®â­®è¥­¨î ª æ¥«®¬ã àï¤ã ¥£® ¯ à ¬¥âà®¢.
�¥è «¨áì § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¢ ª¢ ¤à â­®© ¨ L-®¡à §­®© ®¡« áâïå. �à¨ íâ®¬ ­ á ¨­â¥à¥á®¢ «¨ § -
¢¨á¨¬®áâ¨ ç¨á«  £«®¡ «ì­ëå ¨â¥à æ¨© ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥­­®£® ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥­­ëå £à ¤¨¥­â®¢ ¨
¢à¥¬¥­¨ áç¥â  ®â p ¨ ª®«¨ç¥áâ¢  ¢â®à¨ç­ëå ¨â¥à æ¨©. � ª®­¥æ, áà ¢­¨¢ «¨áì § âà âë ¯à®æ¥á-
á®à­®£® ¢à¥¬¥­¨ ¯® ®â­®è¥­¨î ª ¯®£à¥è­®áâ¨ à¥è¥­¨©, ¯®«ãç ¥¬ëå ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®¯¨á ­­®£®
¢ à ¡®â¥ ��� ­  ¡ §¥ p-¢¥àá¨¨ ¨ ¬­®£®á¥â®ç­®£® á®«¢¥à  ª®¬¬¥àç¥áª®£® ¯ ª¥â  ANSYS ¤«ï
h-¢¥àá¨¨.

2.2. �¥è¥­¨¥ «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥. �à¨¢®¤¨¬ ç áâì à¥§ã«ìâ â®¢, ª®â®àë¥ ª á îâáï ¯®-
çâ¨ ®¯â¨¬ «ì­®£® á®«¢¥à , ®á­®¢ ­­®£® ­  ¢â®à¨ç­®© ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨¨ [16], [17]. �à¨¬¥­ï« áì ­ ¨-
¡®«¥¥ ¯à®áâ ï ¤«ï ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¢¥àá¨ï  «£®à¨â¬ , ¤«ï ª®â®à®£®  ¯à¨®à­ ï ®æ¥­ª  ¢ëç¨-
á«¨â¥«ì­®© áâ®¨¬®áâ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ O(p2(1 + ln p)4;5), [16], [17]. �à¥¬ï à¥è¥­¨ï (¢ á¥ª.) á¨áâ¥¬ë
«¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© á ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¬ âà¨æë ¨ ¯®áâ®ï­-
­®© ¯à ¢®© ç áâìî ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â N (p = 2N + 1) ¯à¨¢¥¤¥­® ­  à¨á. 1. � àª¥à ¬¨ ®â¬¥ç¥­ë
§­ ç¥­¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ O(N 2(lnN)3;5). �ëç¨á«¥­¨ï ¯à®¢®¤¨«¨áì ­  ª®¬¯ìîâ¥à¥ Pentium IV
2.4 GHz á 1 GB ®¯¥à â¨¢­®© ¯ ¬ïâ¨. � ª ¢¨¤­® ¨§ £à ä¨ª , ­  ¯à ªâ¨ª¥ á®«¢¥à ®ª §ë¢ ¥âáï
¡®«¥¥ ¡ëáâà®¤¥©áâ¢ãîé¨¬ ¯® áà ¢­¥­¨î á ¯à®£­®§®¬ ­  ®á­®¢¥  ¯à¨®à­®© ®æ¥­ª¨.

2.3. �¯¥à æ¨¨ ¯à®¤®«¦¥­¨ï{áã¦¥­¨ï. �à®¤®«¦¥­¨ï (1.13) ¨ áã¦¥­¨ï (1.12) ¢ë¯®«­ï«¨áì
¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢â®à¨ç­®£® ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá  | ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¥­­®£® ¬¥â®¤  á®¯àï¦¥­­ëå
£à ¤¨¥­â®¢ á ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥¬ (1.8) ¨ ¢ë¡®à®¬ ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯ à ¬¥âà  �k ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨
á (1.7). �à¨ íâ®¬ ¢ àì¨à®¢ «®áì ç¨á«® ¢â®à¨ç­ëå ¨â¥à æ¨©. �¨á«¥­­ë¥ íªá¯¥à¨¬¥­âë ¯®§¢®«¨-
«¨ ãáâ ­®¢¨âì ®¯â¨¬ «ì­ãî (¢ á¬ëá«¥ ã¬¥­ìè¥­¨ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå § âà â £«®¡ «ì­®£® ¨â¥à -
æ¨®­­®£® á®«¢¥à ) § ¢¨á¨¬®áâì ª®«¨ç¥áâ¢  ¨â¥à æ¨© npr ¢â®à¨ç­®£® ¨â¥à æ¨®­­®£® á®«¢¥à  ®â p
(á¬. à¨á. 2a)), ª®â®à ï ¯®«­®áâìî á®£« áã¥âáï á â¥®à¥â¨ç¥áª®© ®æ¥­ª®© npr(p) = O((ln(1+p))=�).
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�¨á. 1. �ëç¨á«¨â¥«ì­ ï áâ®¨¬®áâì á®«¢¥à  ¤«ï «®ª «ì­ëå § ¤ ç �¨à¨å«¥

�¨á. 2. a) ®¯â¨¬ «ì­®¥ ç¨á«® ¨â¥à æ¨© npr ¢â®à¨ç­®£® ¨â¥à æ¨®­­®£® á®«¢¥à  ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨
®â p; ¡) § ¢¨á¨¬®áâì ­¥¢ï§ª¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï ®â ç¨á«  ¨â¥à æ¨© £«®¡ «ì­®£® á®«¢¥à 

�áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¢«¨ï­¨ï ç¨á«  ¨â¥à æ¨© npr ¢® ¢â®à¨ç­®¬ á®«¢¥à¥, ¯à¨¬¥­ï¥¬®¬ ¢ ¯à®¤®«-
¦¥­¨ïå ¨ áã¦¥­¨ïå, ­  íää¥ªâ¨¢­®áâì £«®¡ «ì­®£® ¨â¥à æ¨®­­®£® á®«¢¥à  ¯®§¢®«ï¥â á¤¥« âì
â ª¦¥ á«¥¤ãîé¨¥ ¢ë¢®¤ë. �¬¥­ìè¥­¨¥ npr ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®â¥à¥ áå®¤¨¬®áâ¨ ¢­¥è­¥£® ¨â¥à æ¨®­-
­®£® ¯à®æ¥áá . �à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ npr ¢® ¢â®à¨ç­®¬ á®«¢¥à¥ ç¨á«® ¨â¥à æ¨© ng ¢­¥è­¥£® ¯à®æ¥á-
á  ã¬¥­ìè ¥âáï, ®¤­ ª® ®¡é¨¥ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ë¥ § âà âë ¢®§à áâ îâ. �  à¨á. 2¡) ¯à¥¤áâ ¢«¥­®
ã¬¥­ìè¥­¨¥ ­¥¢ï§ª¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®© ­®à¬¥ 
k = kKu(k) � fk2=kfk2 ¯à¨ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ë (1.1) ¢
§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ç¨á«  ¨â¥à æ¨© £«®¡ «ì­®£® á®«¢¥à  k ¤«ï p = 127 ¨ à §«¨ç­ëå §­ ç¥­¨© npr.
�­ «®£¨ç­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯®«ãç îâáï ¨ ¤«ï ¤àã£¨å §­ ç¥­¨© p.

2.4. �à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨¥ ¤®¯®«­¥­¨ï �ãà . �¥è « áì § ¤ ç  ­  á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï SEx =
�x ¨ ®¡®¡é¥­­ ï § ¤ ç  ­  á®¡áâ¢¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï SEx = �SEx. �«ï á«ãç ï A = A1 § ¢¨á¨¬®áâì
ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ¤®¯®«­¥­¨ï�ãà  ®â p ¯à¨¢¥¤¥­  ­  à¨á. 3a),   à¨á. 3¡) á®¤¥à¦¨â § ¢¨á¨-
¬®áâì ®â p ®¡®¡é¥­­®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ cond(S�1E SE). �à ä¨ª¨ ¯à¨¢¥¤¥­ë à §¤¥«ì­® ¯®
¯à¨ç¨­¥ áãé¥áâ¢¥­­®© à §­¨æë ¢ áª®à®áâïå à®áâ  íâ¨å ç¨á¥« ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨. �¨á«¥­­ë¥ íªá-
¯¥à¨¬¥­âë ¯®«­®áâìî ¯®¤â¢¥à¤¨«¨  ¯à¨®à­ë¥ ®æ¥­ª¨ â¥®à¥¬ë 1.2  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®£® ¯®¢¥¤¥­¨ï
®¡®¡é¥­­®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨.

2.5. ��� ¤«ï § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¢ L-®¡à §­®© ®¡« áâ¨. �«ï L-®¡à §­®© ®¡« áâ¨, ¨§®¡à ¦¥­­®©
­  à¨á. 4, à¥è « áì § ¤ ç  �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï �ã áá®­ 

u00xx + u00yy = �f(x; y) (2.1)

á ®¤­®à®¤­ë¬¨ ªà ¥¢ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ ¤«ï f(x; y) � 1. �¨áâ¥¬  «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢-
­¥­¨© p-¢¥àá¨¨ (1.1) à¥è « áì ¯à¨ ¯®¬®é¨ ����, ®¯¨á ­­®£® ¢ ¯. 1.2, á ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥-

20



«¥¬ ��� ¨ ¨â¥à æ¨®­­ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬ �k, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ¯® ä®à¬ã«¥ (1.7). �¨á«® ng ¨â¥à æ¨©
����, ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï ã¬¥­ìè¥­¨ï ¯®£à¥è­®áâ¨ ¯® ­¥¢ï§ª¥ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®© ­®à¬¥ ¢ 104 à §,
¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â p ¯à¨¢¥¤¥­® ­  à¨á. 5 ),   ¢à¥¬ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë t (¢ á¥ª.) ­  ª®¬¯ìîâ¥à¥
Pentium III-733 Mhz c 768Mb ®¯¥à â¨¢­®© ¯ ¬ïâ¨ | ­  à¨á. 5¡). �®¢¥¤¥­¨¥ ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¨
¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå § âà â á®£« áã¥âáï á  ¯à¨®à­ë¬¨ ®æ¥­ª ¬¨.

�¨á. 3.  ) § ¢¨á¨¬®áâì ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ ¤®¯®«­¥­¨ï �ãà  cond(SE) ®â p;
¡) § ¢¨á¨¬®áâì ®¡®¡é¥­­®£® ç¨á«  ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ cond(S�1E SE) ®â p

�¨á. 4. L-®¡à §­ ï ®¡« áâì

�¨á. 5.  ) § ¢¨á¨¬®áâì ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ���� ®â p;
¡) § ¢¨á¨¬®áâì ¢à¥¬¥­¨ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© p-¢¥àá¨¨ ®â p

2.6. p- ¨ h-¢¥àá¨¨ ¢ § ¤ ç¥ á £« ¤ª¨¬ à¥è¥­¨¥¬. � á«ãç ¥ £« ¤ª¨å à¥è¥­¨© áª®à®áâì áå®¤¨-
¬®áâ¨ p-¢¥àá¨¨, ª ª ¯à ¢¨«®, ¢ëè¥ áª®à®áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ h-¢¥àá¨¨ (­ ¯à., [1], [2]). �à¥¤áâ ¢«ï¥â
¨­â¥à¥á áà ¢­¥­¨¥ ¢à¥¬¥­¨ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© ¤«ï h- ¨ p-¤¨á-
ªà¥â¨§ æ¨©, ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï á ®¤¨­ ª®¢®© ®â­®á¨â¥«ì­®©
¯®£à¥è­®áâìî ¢ í­¥à£¥â¨ç¥áª®© ­®à¬¥. � ­ è¥¬ ç¨á«¥­­®¬ íªá¯¥à¨¬¥­â¥ à¥è « áì ®¤­®à®¤­ ï
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£à ­¨ç­ ï § ¤ ç  �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï �ã áá®­  (2.1) ¢ ª¢ ¤à â¥ (�4; 4) � (4; 4) c ¯à ¢®©
ç áâìî f(x; y) = 2�2 sin�x sin�y, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â®ç­®¬ã à¥è¥­¨î uex(x; y) = sin�x sin�y.

�à¥¬¥­­ë¥ § âà âë t (¢ á¥ª.) ­  à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ç¨-
á«  áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ë NDOF ¯à¨¢¥¤¥­ë ­  à¨á. 6a) (¤«ï h-¢¥àá¨¨) ¨ à¨á. 6¡) (¤«ï p-¢¥àá¨¨).
�â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï h-¢¥àá¨¨ NDOF = O(h�2),   ¢ á«ãç ¥ p-¢¥àá¨¨ NDOF = O(p2). �¥è¥­¨¥ á¨áâ¥-
¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© h-¢¥àá¨¨ ®áãé¥áâ¢«ï«®áì ¢ ANSYS ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¬­®£®á¥â®ç­®£® á®«-
¢¥à  (Algebraic multigrid solver). � ­ è¥¬ ¯ ª¥â¥ ¯à®£à ¬¬ à¥ «¨§®¢ ­ ¨â¥à æ¨®­­ë© á®«¢¥à á
���-¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¥¬, ®¯¨á ­­ë© ¢ ¯¯. 1.2{1.4. �¨áã­®ª 7a) á®¤¥à¦¨â áà ¢­¥­¨¥ ¢ëç¨-
á«¨â¥«ì­ëå § âà â t (¢ á¥ª.) ¯àï¬®£® ¨ ¨â¥à æ¨®­­®£® á®«¢¥à®¢ ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå
ãà ¢­¥­¨©, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® h- ¨ p-¤¨áªà¥â¨§ æ¨©, ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ®â­®á¨â¥«ì­®© ®è¨¡ª¨ ¯à¨-
¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï ¢ í­¥à£¥â¨ç¥áª®© ­®à¬¥.

�¨á. 6.  ) ¢à¥¬ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© h-¢¥àá¨¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ç¨á« 
áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ë; ¡) ¢à¥¬ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© p-¢¥àá¨¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨

®â ç¨á«  áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ë

�¨á. 7.  ) á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå § âà â ­  à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© p-
¨ h-¢¥àá¨©; ¡) § ¢¨á¨¬®áâì ®â­®á¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ ª®­¥ç­®í«¥¬¥­â­®£® à¥è¥­¨ï

¢ í­¥à£¥â¨ç¥áª®© ­®à¬¥ ®â ç¨á«  áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ë NDOF

�áá«¥¤®¢ «®áì â ª¦¥ ã¬¥­ìè¥­¨¥ ®â­®á¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢ í­¥à£¥â¨ç¥áª®© ­®à¬¥ �E
¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ç¨á«  áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ NDOF . �¥è¥­¨¥ ¯à¨ ¯®¬®é¨ h-¢¥àá¨¨ ¡ë«® ¯®«ãç¥­® ¢
¯ ª¥â¥ ANSYS,   ¤«ï p-¢¥àá¨¨ ¨á¯®«ì§®¢ «áï ­ è ¯ ª¥â. �®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë (á¬. à¨á. 7¡))
¯®«­®áâìî á®£« áãîâáï á  ¯à¨®à­ë¬¨ ®æ¥­ª ¬¨ áª®à®áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ h- ¨ p-¢¥àá¨© ¬¥â®¤  ª®-
­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢.
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