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Аннотация

В работе рассмотрены модели однофазной фильтрации жидкости в трещиноватой
среде. Наличие трещин оказывает существенное влияние на процессы фильтрации, по-
скольку трещины являются каналами высокой проводимости. Математическая модель
описана параболическим уравнением для давления. Представлены два подхода к аппрок-
симации течения в трещинах: подход 1 (посредством задания неоднородных коэффици-
ентов для ячейки, занятой трещиной) и подход 2 (с использованием дискретной модели
трещин). Оба подхода позволяют проводить явное моделирование течения в трещинах
с использованием сеточных методов. Аппроксимация задачи проведена с использова-
нием метода конечных разностей и метода конечных элементов. Проведено численное
сравнение двух представленных методов на модельной двумерной задаче. Представлены
результаты моделирования и для трехмерного случая.

Ключевые слова: математическое моделирование, течение однофазной жидкости,
фильтрация, трещиноватые пористые среды, неоднородные коэффициенты, дискретная
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Введение

Математические модели процессов разработки месторождений нефти и газа ба-
зируются на фундаментальных законах механики многофазных сред [1–3]. Значи-
тельный интерес вызывают процессы фильтрации в неоднородных и трещиноватых
пластах [4–6]. Трещины являются каналами высокой проводимости небольшого
объема, но за счет высокой проводимости их влияние на общую картину течения
может быть значительным [7, 8].

Современные подходы к моделированию задач многофазной фильтрации в тре-
щиноватых и неоднородных средах ограничены некоторыми идеализированными
моделями [9–11]. Среди них можно выделить подходы, связанные с моделями
двойной пористости [12–16] или c моделями встроенных трещин (EFM, embedded
fracture model) [17, 18]. Модели двойной пористости используются в случае, когда
система трещин является связной [12, 13]. Современные идеализированные модели
двойной (или более) пористости и/или проницаемости, как правило, ограничены
двумя или более определенными масштабами и строятся в предположении априори
неизвестных для общего случая ограничений.

Другим популярным подходом для моделирования фильтрации в трещинова-
тых средах является метод явного моделирования течения в трещинах, который
может быть использован для несвязанных протяженных трещин. В данной модели
течения в каждой трещине и в матрице пористой среды моделируются напрямую
с использованием закона Дарси. Одним из методов явного моделирования является
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расчет с прямым заданием неоднородных свойств на ячейке расчетной сетки, что
приводит к излишнему увеличению количества неизвестных, поскольку на практи-
ке толщина трещин пренебрежимо мала по сравнению с характерными размерами
ячейки. Еще одним методом моделирования течения в трещинах является исполь-
зование дискретной системы трещин (DFN, discrete fractrure network) [11, 19, 20].
Отметим, что при этом численное решение происходит на мелкой сетке, данный
метод является наиболее точным для моделирования трещиноватых сред, но и
вычислительно дорогостоящим [21, 22]

Работа состоит из пяти разделов. В разд. 1 приводятся уравнения, описываю-
щие течение слабосжимаемой жидкости в трещиноватой пористой среде. В разд. 2
и 3 представлена аппроксимация уравнения по времени и по пространству. Рас-
сматриваются два подхода аппроксимации течения в трещинах: подход 1 с исполь-
зованием неоднородных коэффициентов и подход 2 с использованием непосред-
ственной аппроксимации трещин в пространстве, меньшей на единицу размерности
(дискретная модель трещин). Изучаются как конечно-разностная (в разд. 2), так и
конечно-элементная (в разд. 3) аппроксимации. Результаты численных расчетов на
структурированных сетках с использованием конечно-разностных аппроксимаций
представлены в разд. 4. В разд. 5 представлены результаты численного решения за-
дачи фильтрации в двумерной и трехмерной постановках на неструктурированной
сетке с использованием метода конечных элементов.

1. Постановка задачи

Рассмотрим процесс фильтрации в некоторой области Ω . Процесс фильтрации
жидкости в пористой среде описывается законом сохранения массы [1, 3, 6]

∂(φρ)
∂t

+ div(ρu) = q, x ∈ Ω, (1)

и законом Дарси

u = −k

µ
∇p, x ∈ Ω, (2)

где φ – пористость, u – скорость течения жидкости в пористой среде, p – давление,
µ , ρ – вязкость и плотность жидкости, q – источники/стоки и k = k(x) – тензор
проницаемости пористой среды.

В случае течения слабосжимаемого жидкости в пористой среде имеем

∂(φρ)
∂t

= ρ(φcf + cφ0)
∂p

∂t
, cf =

1
ρ

∂ρ

∂p
, φ ≈ φ0(1 + c(p− p0)),

где cf – коэффициент сжимаемости жидкости, c – коэффициент сжимаемости
пористой среды, а через φ0 обозначена пористость коллектора при давлении p0 .

С учетом проведенных упрощений получаем следующее параболическое урав-
нение для давления:

b
∂p

∂t
− div (a∇p) = q, x ∈ Ω, (3)

где b(x) = ρ(φ(x)cf + cφ0(x)) , a(x) = ρ
k(x)
µ

и ρ = ρ(p) , φ = φ(p) .

Пусть область Ω = Ωm

⋃
Ωf состоит из двух подобластей: Ωm – подобласть

матрицы пористой среды и Ωf – подобласть трещин (см. рис. 1). Будем предпо-
лагать, что течения в трещинах и в пористой среде описываются законом Дарси,
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Рис. 1. Трещиноватая пористая среда

тогда математическая модель течения жидкости в трещиноватой пористой среде
описывается уравнением (3) с неоднородными коэффициентами

b(x) =

{
bf , x ∈ Ωf ,

bm, x ∈ Ωm,
a(x) =

{
af , x ∈ Ωf ,

am, x ∈ Ωm,
(4)

где

bf = ρ(φfct + cfφ0,f ), af = ρ
kf

µ
, bm = ρ(φmct + cmφ0,m), am = ρ

km

µ
,

kf , km – проницаемость трещин и пористой среды соответственно, φf , φm и cf ,
cm – пористость, сжимаемость трещин и пористой среды соответственно.

Уравнение (3) дополним начальным условием p = p0(x) , x ∈ Ω , и граничными
условиями

p = g(x), x ∈ ΓD,

−a
∂p

∂n
= 0, x ∈ ΓN ,

(5)

где ΓD

⋃
ΓN = ∂Ω .

В представленной математической модели при описании течений в каждой тре-
щине и в матрице пористой среды используется закон Дарси. Явная аппроксимация
рассматриваемого уравнения (3) c неоднородными коэффициентами (4) может при-
вести к излишнему увеличению количества неизвестных, поскольку толщина тре-
щин пренебрежимо мала по сравнению с характерными размерами ячейки. Другим
способом моделирования течения в трещинах является дискретная модель сети тре-
щин.

Далее рассмотрим как конечно-разностную, так и конечно-элементную аппрок-
симации уравнения (3) с использованием описанных выше подходов.

2. Конечно-разностная аппроксимация уравнений

Рассмотрим конечно-разностную аппроксимацию уравнения на структуриро-
ванной расчетной сетке. Для численного решения задачи будем использовать два
следующих подхода к аппроксимации (см. рис. 2):

• подход 1 – подход с неоднородными коэффициентами в подобластях;
• подход 2 – дискретная модель трещин.
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Рис. 2. Расчетная сетка для трещиноватой пористой среды с явным учетом течения в тре-
щинах: слева – подход 1 ; справа – подход 2

Подход 1 применим в случае, когда удается построить пространственную сетку
таким образом, что каждая трещина занимает некоторое множество соседних
ячеек. Это может привести к системам уравнений очень большой размерности,
поскольку толщина трещин существенно меньше размерности блока при модели-
ровании нефтяных или газовых месторождений.

В области Ω определим структурированную равномерную расчетную сетку ωm

с шагами hx и hy по направлениям x и y соответственно. Запишем конечно-раз-
ностную дискретизацию уравнения (3) с коэффициентами (4) [23, 24]

bi,j

pn+1
i,j − pn

i,j

τ
− ai+1/2,j

pn+1
i+1,j − pn+1

i,j

h2
x

+ ai−1/2,j

pn+1
i,j − pn+1

i−1,j

h2
x

−

− ai,j+1/2

pn+1
i,j − pn+1

i,j+1

h2
y

+ ai,j−1/2

pn+1
i,j − pn+1

i,j−1

h2
y

= qi,j , (6)

где коэффициенты bi,j = b(xi, yj) , qi,j = q(xi, yj) определены в ячейках (в эле-
ментарном объеме K ), а коэффициенты ai±1/2,j и ai,j±1/2 определим как среднее
значение между значениями в ячейках (подход 1a)

aav
i+1/2,j =

ai+1,j + ai,j

2
, aav

i,j+1/2 =
ai,j+1 + ai,j

2
(7)

или как среднегармоническое значение (подход 1b)

aha
i+1/2,j = 2

(
1

ai+1,j
+

1
ai,j

)−1

, aha
i,j+1/2 = 2

(
1

ai,j+1
+

1
ai,j

)−1

, (8)

где ai,j = a(xi, yj) . Отметим, что подход 1b задания коэффициентов основан на
использовании интегро-интерполяционного метода (метода баланса) [23, 24] и яв-
ляется более предпочтительным для задач со значениями коэффициентов, изме-
няющихся в большом диапазоне.

Для аппроксимации по времени была использована абсолютно устойчивая неяв-
ная разностная схема с равномерным шагом по времени τ , при этом верхний индекс
означает номер временного слоя tn = nτ .

Рассмотрим теперь подход 2 конечно-разностой аппроксимации с использова-
нием дискретной модели трещин [11, 19, 20], когда предполагается, что толщина
трещин значительно меньше размера ячейки и трещины геометрически определя-
ются как объекты пониженной размерности, то есть размерность трещин на один
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порядок ниже размерности, используемой для описания пористой среды. Напри-
мер, в двумерном случае пористая среда представима в виде двумерной области,
а трещины – в виде одномерных линий (см. рис. 2, справа).

При моделировании трещин область фильтрации Ω представляется в виде Ω =
= Ωm ⊕i Ωi

f , где Ωm – пористая среда и Ωi
f – i -я трещина. В области пористой

среды Ωm введем структурированную равномерную расчетную сетку ωm . В под-
областях трещин Ωi

f размерности (d−1) определим также сетки ωi
f , узлы и грани

которых совпадают с некоторыми узлами и гранями сетки ωm .
Запишем дискретную задачу для матрицы пористой среды с постоянными ко-

эффициентами am и bm на расчетной сетке (xi, yj) ∈ ωm

bm

pn+1
i,j − pn

i,j

τ
− am

pn+1
i+1,j − pn+1

i,j

h2
x

+ am

pn+1
i,j − pn+1

i−1,j

h2
x

−

− am

pn+1
i,j − pn+1

i,j+1

h2
y

+ am

pn+1
i,j − pn+1

i,j−1

h2
y

= qi,j . (9)

Для сети трещин имеем следующую аппроксимацию на сетке ωi
f :

bf
pn+1

k − pn
k

τ
− af

pn+1
k+1 − pn+1

k

h2
f

+ af

pn+1
k − pn+1

k−1

h2
f

= 0, (10)

где k – индекс, соответствующий трещине. Для трещины, расположенной горизон-
тально, k = i и hf = hx , для вертикальной трещины k = j и hf = hy . В общем
случае трещина может располагаться под любым углом или иметь любую произ-
вольную геометрию.

При матричной записи уравнений (9)–(10) сложим матрицу Am , соответству-
ющую пористой среде, и матрицы Ai

f для трещин (это можно осуществить, по-
скольку узлы сеток совпадают):

(
Mm +

∑

i

M i
f + τAm + τ

∑

i

Ai
f

)
pn+1 =

(
Mm +

∑

i

M i
f

)
pn + Q. (11)

Здесь матрицы Am и Af соответствуют аппроксимации оператора диффузии, Q –
вектор правой части, Mm = amI , Mf = afI , I – единичная матрица.

Нами рассмотрена аппроксимация для двумерного случая расчетной области,
Аналогичная аппроксимация может быть записана и для трехмерного случая. От-
метим, что в общем случае коэффициенты пористой среды и трещин могут быть
неоднородными.

3. Конечно-элементная аппроксимация уравнений

Для проведения численных расчетов на неструктурированных сетках применим
метод конечных элементов. Для аппроксимации по времени будем использовать
устойчивую неявную разностную схему. Как и в предыдущем разделе, рассматри-
ваем как подход 1, когда a = a(x) , b = b(x) , так и подход 2 с использованием
дискретной модели трещин (см. рис. 3). Рассмотрим сначала подход 1.

Вариационную постановку задачи (3) запишем следующим образом [25]:

Найти p ∈ V :
∫

Ω

b
pn+1 − pn

τ
v dx +

∫

Ω

(
a∇pn+1,∇v

)
dx =

=
∫

Ω

qv dx ∀ v ∈ V̂ , (12)
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Рис. 3. Расчетная сетка для трещиноватой пористой среды с явным учетом течения в тре-
щинах: слева – подход 1; справа – подход 2

где
V = {p ∈ H1 : p = g, x ∈ ΓD}, V̂ = {p ∈ H1 : p = 0, x ∈ ΓD},

H1 = H1(Ω) – пространство функций v , имеющих в Ω обобщенные производные,
интегрируемые с квадратом.

Для численного решения задачи перейдем от непрерывной вариационной зада-
чи (12) к дискретной с использованием некоторой триангуляции Th в области Ω ,
где h – характерный параметр триангуляции. Введем конечномерные пространства
Vh ⊂ V и V̂h ⊂ V̂ и определим следующую дискретную задачу:

Найти ph ∈ Vh :
∫

Ω

b
pn+1

h − pn
h

τ
vh dx +

∫

Ω

(
a∇pn+1

h ,∇vh

)
dx =

=
∫

Ω

qvh dx, ∀ vh ∈ V̂h. (13)

В качестве базисных функций будем использовать стандартные линейные базисные
функции класса P 1 .

В соответствии со стандартным методом Галеркина решение задачи будем ис-
кать в виде

p =
N∑

i=1

piφi,

где φi – линейные базисные функции класса P 1 , N – количество узлов триангу-
ляции Th . Уравнение (13) может быть представлено в матричной форме

(M + τA)pn+1 = τF + Mpn, (14)

где A и M – матрицы жесткости и масс соответственно,

A = [aij ] =
∫

Ω

a∇φi · ∇φj dx. M = [mij ] =
∫

Ω

bφiφj dx, F = {fi} =
∫

Ω

qφi dx.

Отметим, что размерность получаемой системы равна N ×N .
Рассмотрим далее подход 2 [11, 19, 20]. Дискретизация трещин производится

на одну размерность меньше, чем дискретизация пористой среды, то есть если
d = 2, 3 – размерность пространства, то течения в трещинах будем описывать
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Рис. 4. Результаты численного решения модельной задачи с использованием конечно-
разностной аппроксимации для различных временных слоев: m = 1 , 5 и 20 : сверху –
подход 1a; в центре – подход 2: снизу – подход 1b

уравнениями размерности (d− 1) . Таким образом, при рассмотрении среды в дву-
мерном случае трещины представляются одномерными линиями, а в трехмерном –
двумерными поверхностями [21, 22].

Запишем вариационную постановку, соответствующую уравнению (3), с учетом
дискретной модели трещин

∫

Ωm

bm
pn+1 − pn

τ
v dx + +

∑

i

∫

Ωf,i

bf
pn+1 − pn

τ
vf dx+

∫

Ωm

(
am∇pn+1,∇v

)
dx +

∑

i

∫

Ωf,i

(
af∇pn+1,∇vf

)
dx =

∫

Ω

qv dx. (15)

В следующем разделе представим результаты численного моделирования для
двух предложенных подходов с использованием как метода конечных разностей,
так и метода конечных элементов.

4. Численное сравнение методов на структурированной сетке

Приведем результаты численного решения модельной задачи в области Ω =
= [0, Lx] × [0, Ly] , где Lx = 1.2 и Ly = 1.0 . Расчет будем проводить до 20-го
временного слоя включительно с временным шагом τ = 0.05 . На правой и левой



ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ. . . 107

Рис. 5. Результаты численного решения модельной задачи с использованием конечно-
элементной аппроксимации для различных временных слоев: m = 1 , 5 и 20 : сверху –
подход 1a; снизу – подход 2

границах зададим граничные условия Дирихле:

p = 1 при x = 0 и p = 0 при x = Lx,

а на верхней и нижней границах – однородные граничные условия Неймана

∂p

∂n
= 0.

Расчетная сетка содержит N = 70 × 70 узлов. Параметры задачи: am = 0.01 ,
bm = 1.0 для матрицы пористой среды и af = 1000 , bf = 0.1 для сети трещин.
Начальное условие задавалось нулевым во всей области Ω .

Далее приведем численное решение задачи с использованием предлагаемых
подходов 1a, формула (6), 1b, формула (7), и 2. Отметим, что конечно-элементная
аппроксимация в случае неоднородных коэффициентов аналогична подходу 1a, по-
скольку при построении локальных матриц для ячеек расчетной сетки коэффици-
енты предполагаются постоянными.

На рис. 4 приведены результаты численного решения задачи с использовани-
ем конечно-разностной аппроксимации для различных временных слоев: m = 1 ,
5 и 20 . На рис. 5 представлены результаты для конечно-элементной аппроксима-
ции. Для численного сравнения предлагаемых подходов решения задачи в трещи-
новатых пористых средах вычислялась относительная L2 -погрешность решения
с использованием дискретной модели трещин (подход 2) и подходов с заданием
неоднородного коэффициента на ячейке расчетной сетки

e =

√√√√
∫

Ω

(u1 − u2)2
/√√√√

∫

Ω

u2
2,

где u1 и u2 – решения задачи с использованием подходов 1 и 2 соответственно.
На рис. 6 представлено численное сравнение этих подходов и изображена погреш-
ность в различные моменты времени. Проведенные расчеты позволяют сделать
следующие выводы:
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Рис. 6. Численное сравнение подходов 1 и 2. Погрешность на различные моменты времени:
слева – метод конечных разностей; справа – метод конечных элементов

Рис. 7. Расчетная сетка для дискретной модели трещин в двумерной постановке

1) в начальный момент времени разница решений с использованием подходов
1 и 2 существенна, так, например, для метода конечных-разностей погрешность
на 5-м временном слое составляет 15% для подхода 1a и 6.7% для подхода 1b
(см. рис. 5);

2) на конечный момент времени разница решений сокращается, так, напри-
мер, для метода конечных разностей погрешность на последний момент времени
составляет 5.8% для подхода 1a и 2% для подхода 1b;

3) использование среднегармонического значения коэффициентов для аппрок-
симации методом конечных разностей приводит к существенно лучшим результа-
там, когда уменьшается эффект «численного размазывания» решения, и, следова-
тельно, такая аппроксимация является более предпочтительной для задач с сильно
меняющимися коэффициентами;

4) для конечно-элементной аппроксимации получаем аналогичные результаты
для подходов 1a и 2, то есть разница решений убывает по времени. Следовательно,
для решения задач в трещиноватых пористых средах подход 2 аппроксимации яв-
ляется предпочтительным.

Отметим также, что подход 1 с неоднородными коэффициентами применим и
для задач с заданием низкой проницаемости на трещинах, то есть фильтрации при
наличии барьеров.

5. Результаты численного моделирования двумерной и трехмерной
задач фильтрации в трещиноватой пористой среде

Представим результаты численного моделирования с помощью метода конеч-
ных элементов процессов фильтрации в области с более сложной геометрией тре-
щин. Расчетная область имеет длину 2 км и высоту 500 м. В середине обла-
сти расположена скважина с длиной 375 м, которая задается в виде точечного
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Рис. 8. Распределение поля давления для двумерной задачи для различных моменты
времени: 1 ч, 1 сут и 7 сут

Рис. 9. Расчетная сетка и геометрия трещин для трехмерной задачи фильтрации в тре-
щиноватой пористой среде

источника. Расчетная сетка представлена на рис. 7 и содержит 21410 узлов и 42213
элементов. Как говорилось ранее, трещины в виде линии – это грани треугольных
элементов. Дискретизация конечными элементами производится с учетом того, что
на трещинах и на скважинах должны существовать узлы, соединяющие элементы.
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Рис. 10. Распределение поля давления в различные моменты времени в трехмерном слу-
чае: 6 ч, 12 ч и 1 сут
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Расчет проводился при следующих входных данных: сжимаемость среды cr =
= 10−8 Па−1 , проницаемость среды для пор km = 10−13 м2 , проницаемость среды
для трещин kf = 10−9 м2 , вязкость флюида µ = 2 · 10−5 Па · с; на границе i -й
скважины полагаем p = gi = 35.5 МПа. Моделирование проводилось до Tmax =
= 1 неделя с начальном условием u0 = 36 МПа и шагом по времени τ = 1 ч.

На рис. 8 представлены результаты численного решения задачи на различные
моменты времени, которые иллюстрируют влияние сети трещин на процесс филь-
трации. Отметим, что по трещинам, которые проходят через скважину, происходит
основной поток флюида.

Нами была рассмотрена также и трехмерная постановка задачи. Расчетная
область имеет длину 1000 м, ширину 500 м и высоту 500 м, радиус скважины
составляет 10 см. На рис. 9 изображена расчетная сетка с тетраэдральными эле-
ментами и содержит 130110 узлов и 731468 элементов. Параметры задачи брались
аналогичными предыдущей двумерной задачи.

На рис. 10 представлены распределения поля давления в различные моменты
времени. Как и предполагалось, в трещинах скорость намного больше, чем в по-
рах, и, следовательно, наличие сети трещин может значительно менять характер
течения в пористой среде.
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Abstract

The models of single-phase fluid filtration in the fractured medium have been considered.
Fractures have a significant impact on filtration processes, because they act as highly conduc-
tive channels. The mathematical model has been described by a parabolic pressure equation.
Two approaches to flow approximation in fractures have been discussed: Approach 1 (by defi-
ning the nonhomogeneous coefficient for a cell occupied by the fracture); Approach 2 (by using
a discrete model of fractures). Both approaches enable the explicit flow simulation in frac-
tures by means of grid methods. Approximation of the problem has been performed using
the method of finite differences and the method of finite elements. Numerical comparison of
the two methods based on the model two-dimensional problem has been carried out. The results
of simulation for the three-dimensional case have been presented.

Keywords: mathematical simulation, single-phase fluid flow, filtration, fractured porous
media, nonhomogeneous coefficients, discrete model of fractures, method of finite differences,
method of finite elements
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Figure Captions

Fig. 1. Fractured porous medium.

Fig. 2. The computational grid for the fractured porous medium with explicit account of
the flow in fractures: on the left – Approach 1; on the right – Approach 2.

Fig. 3. The computational grid for the fractured porous medium with explicit account of
the flow in fractures: on the left – Approach 1; on the right – Approach 2.

Fig. 4. The results of the numerical solution of the model problem using finite-difference
approximation for various time layers: m = 1, 5 and 20: above – Approach 1a; in the center –
Approach 2: below – Approach 1b.

Fig. 5. The results of the numerical solution of the model problem using the finite-element
approximation for various time layers: m = 1, 5 and 20: above – Approach 1a; below –
Approach 2.

Fig. 6. The numerical comparison of Approaches 1 and 2. Error at various moments of
time: on the left – method of finite differences; on the left – method of finite elements.

Fig. 7. The computational grid for the two-dimensional discrete model of fractures.

Fig. 8. The distribution of the pressure field for the two-dimensional problem at various
moments of time: 1 h, 1 day, and 7 days.

Fig. 9. The computational grid and geometry of fractures for the three-dimensional problem
of filtration in the fractured porous medium.

Fig. 10. The distribution of the pressure field at various moments of time in the three-
dimensional case: 6 h, 12 h, and 1 day.
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