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�¢¥¤¥¨¥

�§ãç¥¨¥ £¥®¬¥âà¨¨ â®â «ì®£® ¯à®áâà áâ¢  à áá«®¥¨ï ¯à¨®¡à¥«® á ¬®áâ®ïâ¥«ì®¥ § -
ç¥¨¥ ¯®á«¥ à ¡®â 50-å £®¤®¢ �.�.� ¯â¥¢  ¨ � á ª¨, ¨áâ®à¨ï íâ¨å ¢®¯à®á®¢ ®á¢¥é¥  ¢ ®¡§®à å
[1] ¨ [2]. �¥«ìî íâ®© áâ âì¨ ï¢«ï¥âáï ãáâ ®¢«¥¨¥ á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ å à ªâ¥à¨-
áâ¨ª ¬¨ £à áá¬ ®¢  à áá«®¥¨ï ¨ à¨¬ ®¢ë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ á«ã¦ é¨¬ ¥£® ¡ §®©. �à¨ íâ®¬
£à áá¬ ®¢® à áá«®¥¨¥  ¤¥«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥®© à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª®©, £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá«
ª®â®à®© ¡ë« ¨áá«¥¤®¢   ¢â®à®¬ ¢ [6]. � «®£¨ç ï § ¤ ç  ¤«ï ª á â¥«ì®£®, áä¥à¨ç¥áª®£® ¨
®à¬ «ì®£® à áá«®¥¨©,   â ª¦¥ à áá«®¥¨ï à¥¯¥à®¢ à¥è « áì � á ª¨, �®¬¡à®¢áª¨¬, �®ª®¬,
�¬¯®«ìáª¨¬ ¨ ¤àã£¨¬¨  ¢â®à ¬¨. �®¤à®¡ ï ¨ä®à¬ æ¨ï ® ¯®«ãç¥ëå ¯® íâ®© ¯à®¡«¥¬¥ à¥-
§ã«ìâ â å ¨¬¥¥âáï ¢ âà¥âì¥¬ ¯ à £à ä¥ [2]. � ¯¥à¢®© ç áâ¨ áâ âì¨ áâà®¨âáï ®¡à §ãîé ï á¨áâ¥¬ 
¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© £à áá¬ ®¢  à áá«®¥¨ï, á¢®©áâ¢  ª®â®à®© ¯®§¢®«ïîâ á¢ï§ âì £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥
å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¡ §ë ¨ â®â «ì®£® ¯à®áâà áâ¢  à áá«®¥¨ï. �á®¢®© â¥å¨ç¥áª®© âàã¤®áâìî,
ª®â®àãî ¯à¨è«®áì ¯à¥®¤®«¥âì ¤«ï £à áá¬ ®¢  à áá«®¥¨ï, ¡ë«  § ¤ ç  ¯®áâà®¥¨ï á¯¥æ¨ «ì-
ëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© £à áá¬ ®¢  à áá«®¥¨ï, ï¢«ïîé¨åáï «¨äâ ¬¨ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥-
§®àëå ¯®«¥© (®¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.2). �áî¤ã ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ à¨¬ ®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï ¯à¥¤¯®« £ îâáï
£« ¤ª¨¬¨, ª« áá  C1, ª ª á ¬® ¬®£®®¡à §¨¥, â ª ¨ ¥£® à¨¬ ®¢  ¬¥âà¨ª , ¨ ¢áî¤ã ¤¥©áâ¢ã¥â
¯à ¢¨«® �©èâ¥© .

1. �®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë   à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨

�â®â ¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ªà âª®¬ã ¨§«®¦¥¨î ª ª å®à®è® ¨§¢¥áâëå, â ª ¨ á¯¥æ¨ «ì®
§¤¥áì ¢¢®¤¨¬ëå ¯®ïâ¨© ¨ á¢®©áâ¢ ¤«ï (1,1)-â¥§®à®¢   à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ � á à¨¬ -
®¢ë¬ ¬¥âà¨ç¥áª¨¬ â¥§®à®¬ g, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ è¨à®ª® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ª ç¥áâ¢¥ â¥å¨ç¥áª¨å
áà¥¤áâ¢ ¢ x 3 ¤«ï ®¯¨á ¨ï £¥®¬¥âà¨¨ £à áá¬ ®¢  à áá«®¥¨ï. � ¨¡®«¥¥ ¯®¤å®¤ïé¥©  è¨¬
æ¥«ï¬ ¨â¥à¯à¥â æ¨¥© 1-ª®âà ¢ à¨ â®£® ¨ 1-ª®¢ à¨ â®£® â¥§®à®£® ¯®«ï ¡ã¤¥â á«ã¦¨âì
®¯¥à â®à ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ï ([3], £«. 1, ¯à. 3.1), á®£« á® ª®â®à®© â¥§®à®¥ ¯®«¥ Q â¨¯  (1,1)
ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ ¬®¤ã«ï £« ¤ª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©   � ¢ á¥¡ï. �à¨ íâ®¬
(1,1)-â¥§®à ¢ â®çª¥ u0 = (ua0) ¬®£®®¡à §¨ï � ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬

Q = Qb
adu

a 

@

@ub
: Tu0M ! Tu0M (1)

¢ ª á â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �®¬¯®¥âë íâ®£® â¥§®à  Qb
a(u) ®â®á¨â¥«ì® ª®®à¤¨ â u

b ï¢«ï-
îâáï £« ¤ª¨¬¨ äãªæ¨ï¬¨ íâ¨å ª®®à¤¨ â. (1,1)-â¥§®à®¥ ¯®«¥ Q  §ë¢ ¥âáï ª®á®á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª¨¬   ¬®£®®¡à §¨¨ M , ¥á«¨ ®® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç® ¢ ª ¦¤®¬ ª á â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥
®â®á¨â¥«ì® áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï, ¨¤ãæ¨à®¢ ®£® à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª®©

g(QX;Y ) + g(X;QY ) = 0; (2)

£¤¥ X ¨ Y | «î¡ë¥ ª á â¥«ìë¥ ¢¥ªâ®àë ª M . � ¤ «ì¥©è¥¬, ¥á«¨ ¥ ®£®¢®à¥® ¯à®â¨¢®¥,
¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë¥ ¯®«ï â¨¯  (1,1) ¯à®áâ® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨,
¨ ¥á«¨ ¨§ ª®â¥ªáâ  ¯®ïâ®, ®â®á¨â¥«ì® ª ª®£® ¡ §¨á  à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¬ âà¨æ  «¨¥©®£®
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®¯¥à â®à  ¨«¨ ª¢ ¤à â¨ç ï ä®à¬ , â® ¨å ¬ âà¨æ  ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï â®© ¦¥ ¡ãª¢®©, çâ® ¨
®¯¥à â®à ¨«¨ ª¢ ¤à â¨ç ï ä®à¬ .

�ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ª®¬¯®¥âë Sb
a (1,1)-â¥§®à  S ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¯à®¨§¢®«ì®£® (¥

®¡ï§ â¥«ì® ª®®à¤¨ â®£®) ¯®«ï à¥¯¥à®¢ E = (E1; : : : ; En), ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ä®à¬ã«®©

S = Sb
a�

a 
Eb; (3)

£¤¥ � = (�a) | ª®à¥¯¥à®¥ ¯®«¥ ¤¢®©áâ¢¥®¥ ª E,   «®£¨ç®© ä®à¬ã«¥ (1).
�« áá¨ç¥áª®¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥¨¥ �2(M) á ¯à®áâà áâ¢®¬ E(M) ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å í¤®¬®à-

ä¨§¬®¢ ¤«ï TuM , ([3], c. 152; [4], á. 317) ¯®§¢®«ï¥â ¤«ï «î¡®© ¯ àë ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© X ¨ Y  
¬®£®®¡à §¨¨ M ®¯à¥¤¥«¨âì ä®à¬ã«®©

X ^ Y (U) :=
1
2
(g(U; Y )X � g(U;X)Y ) (4)

ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®¥ â¥§®à®¥ ¯®«¥, ®â¢¥ç îé¥¥ à §«®¦¨¬®¬ã ¡¨¢¥ªâ®àã X^Y . �ç¥¢¨¤®, çâ®
¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ª ¦¤®© â®çª¨ ¬®£®®¡à §¨ï áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á ¢ ¬®¤ã«¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª¨å â¥§®àëå ¯®«¥©, á®áâ ¢«¥ë© ¨§ n(n�1)

2
ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®àëå ¯®«¥© Ua ^Ub,

®â¢¥ç îé¨å à §«®¦¨¬ë¬ ¡¨¢¥ªâ®à ¬. � ¯à¨¬¥à, ¢ë¡¥à¥¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ Ua ª®®à¤¨ âë¥ ¢¥ª-
â®àë @

@ua
. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë¥ ¯®«ï,

®â¢¥ç îé¨¥ à §«®¦¨¬®¬ã ¡¨¢¥ªâ®àã, ¯à®áâ® à §«®¦¨¬ë¬¨ ¡¨¢¥ªâ®à ¬¨. � ¤ «ì¥©è¥¬ áª®-
¡®ç ï ®¯¥à æ¨ï ®â ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢ | íâ® ¢á¥£¤  ®¯¥à â®àë© ª®¬¬ãâ â®à,   ®â
¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© | íâ® áª®¡ª  �¨. �«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ®¯¨áë¢ ¥â ®¯¥à â®àë¥ á¢®©áâ¢ 
à §«®¦¨¬ëå ¡¨¢¥ªâ®à®¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.1. �ãáâì Q | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®¥ â¥§®à®¥ ¯®«¥,   X,
Y , Z | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï   à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M . �®£¤ 

 ) [Q;X ^ Y ] = QX ^ Y +X ^QY ;
¡) S

(X;Y;Z)
X ^ Y (Z) = X ^ Y (Z) + Y ^ Z(X) + Z ^X(Y ) = 0:

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.1. �á«¨ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï X, Y , U , W   à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M â ª®¢ë,
çâ® X ¨ Y ®àâ®£® «ìë U ¨ W , â®

a) [X ^W;Y ^W ] = � 1
2
kWk2X ^ Y , ¡) [X ^ Y;U ^W ] = 0.

�®«ì§ãïáì áâ ¤ àâë¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ¯à®¤®«¦¥¨ï à¨¬ ®¢  ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥§®à  g  
¢áî  «£¥¡àã â¥§®à®¢ T(M) ([3], c. 152), ¯à¨¢¥¤¥¬ ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å
â¥§®à®¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.2. �«ï «î¡ëå ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®àëå ¯®«¥© P , Q ¨ S ¨ «î¡ëå
¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© X, Y   à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ à ¢¥áâ¢ : a)
g(Q;S) = �TrQS, ¡) g(Q;X ^ Y ) = g(QY;X), ¢) g([Q;S]; P ) + g(S; [Q;P ]) = 0, £¤¥ Tr | á«¥¤ë©
äãªæ¨® «.

�®ª § â¥«ìáâ¢® a) ([3], £«. 4, x 1, ¯à¨¬¥à 1.6). ¡) � ¯«®áª®áâ¨,  âïãâ®©   ¢¥ªâ®àë X ¨
Y , ¢ë¡¥à¥¬ ®àâë U ¨ V . �®¯®«¨¬ ¨å ®àâ®®à¬ «ìë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¤® ¡ §¨á  ¢ ª á â¥«ì®¬
¯à®áâà áâ¢¥. �à¨ç¥¬   íâ¨å ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¢¥ªâ®à å à §«®¦¨¬ë© ¡¨¢¥ªâ®à X^Y ¤¥©áâ¢ã¥â
âà¨¢¨ «ì®. �®£¤ , ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì à ¢¥áâ¢®¬  ) ¨ â¥¬, çâ® á«¥¤ ¥ § ¢¨á¨â ®â ¡ §¨á , ¢
ª®â®à®¬ ® ¢ëç¨á«ï¥âáï, ¯®«ãç¨¬

g(Q;X ^ Y ) = �TrQ �X ^ Y = �(g(Q �X ^ Y (U); U) + g(Q �X ^ Y (V ); V )) =

= �
1
2
(g(U; Y )g(QX;U) � g(U;X)g(QY;U) + g(V; Y )g(QX;V )�

�g(V;X)g(QY; V )) = �
1
2
(g(g(QX;U)U + g(QX;V )V; Y )� g(g(QY;U)U +

+g(QY; V )V;X)) = �
1
2
(g(QX;Y )� g(QY;X)) = g(QY;X):
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¢) �§ á¢®©áâ¢   ) ¨ ¨¢ à¨ â®áâ¨ á«¥¤®£® äãªæ¨® «  ¨¬¥¥¬

g([Q;S]; P ) + g(S; [Q;P ]) = �Tr[Q;S]P � TrS[Q;P ] = 0: �

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.2. g(X ^ Y;X ^ Y ) = 1
2
(kXk2kY k2 � g(X;Y )2).

�ãáâì rX | ª®¢ à¨ â ï ¯à®¨§¢®¤ ï à¨¬ ®¢®© á¢ï§®áâ¨   M , ª®â®à ï áâ ¤ àâë¬
®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï   ¬®¤ã«¥ ¢á¥å â¥§®àëå ¯®«¥© ¨ á®åà ï¥â ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç®áâì (1,1)-
â¥§®à®¢. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¬ âà¨ç®¥ à ¢¥áâ¢® ¤«ï ª®¢ à¨ â®© ¯à®¨§-
¢®¤®© (1,1)-â¥§®à®£® ¯®«ï Q ¢¤®«ì ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Y , § ¤ ëå ¬ âà¨æ¥© ¨ ¢¥ªâ®à-áâ®«¡æ®¬
¨å ª®¬¯®¥â ®â®á¨â¥«ì® ¯à®¨§¢®«ì®£® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E

rYQ = dQ(Y ) + �(Y )Q�Q�(Y ); (5)

£¤¥ �(Y ) = �(�)(Y ) | ¬ âà¨æ  § ç¥¨© ª®¬¯®¥â ¬ âà¨æë �à¨áâ®ää¥«ï ([5], x 2) ®â®á¨-
â¥«ì® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E, â. ¥. § ç¥¨© 1-ä®à¬,   ¢¥ªâ®à¥ Y . �¨ää¥à¥æ¨ « ¬ âà¨æë dQ

¯®¨¬ ¥âáï, ª ª ®¡ëç®, ¯®ª®¬¯®¥â®, â. ¥. íâ® ¬ âà¨æ  1-ä®à¬   ¬®£®®¡à §¨¨ M . �«ï ¬ -
âà¨æë �à¨áâ®ää¥«ï �(�) ¢ë¯®«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥¬®¥ á¢®©áâ¢®: ®â®á¨â¥«ì®
®àâ®®à¬ «ì®£® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E ®  ï¢«ï¥âáï ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©, â. ¥. �t(�) = ��(�).

�ãáâì R(X;Y ) | ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ªà¨¢¨§ë, ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¯à®¤®«¦¥-
ë¬   ¢áî  «£¥¡àã â¥§®à®¢ T(M)   à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M :

R(X;Y )Q = rXrYQ�rYrXQ�r[X;Y ]Q: (6)

� ãç¥â®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«¥¨ï (4) ¯à®áâà áâ¢  ¡¨¢¥ªâ®à®¢ á ¯à®áâà áâ¢®¬ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å
â¥§®à®¢ ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à ªà¨¢¨§ë �, ª ª á ¬®á®¯àï¦¥ë© í¤®¬®àä¨§¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥
ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢ ä®à¬ã«®© �(X^Y ) := R(X;Y ). � ¬®á®¯àï¦¥®áâì, ¢ëà ¦¥ ï
ä®à¬ã«®©

g(R(X;Y )Z;W ) = g(R(Z;W )X;Y ); (7)

á«¥¤ã¥â ¨§ ¯®á«¥¤¥£® ¢ àï¤ã ç¥âëà¥å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ R(X;Y ), ¯à¨¢¥¤¥ëå ¢ ([3],
£«. V). �ç¥¢¨¤®, çâ®   ®á®¢ ¨¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.2 ¡) ¤«ï ®¯¥à â®à  ªà¨¢¨§ë ¢ë¯®«ï¥âáï
á¢®©áâ¢®

g(�(X ^ Y ); U ^ V ) = g(R(X;Y )V;U): (8)

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.3. �«ï «î¡ëå ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢ Q ¨ S   à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®-
®¡à §¨¨ M ¨ «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ X, Y ¨ Z ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ :

a) g(�(Q); S) = g(Q; �(S)); ¡) g((rZ�)(Q); S) = g(Q; (rZ�)(S));

¢) R(X;Y )Q = [R(X;Y ); Q]; £) rX [Q;S] = [rXQ;S] + [Q;rXS]:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã «¨¥©®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨© à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ á¢®©áâ¢ å  ){¢), ¤®-
áâ â®ç® ¤®ª § âì íâ¨ à ¢¥áâ¢  ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë Q ¨ S ®â®-
¦¤¥áâ¢«ïîâáï ¯® ä®à¬ã«¥ (4) á à §«®¦¨¬ë¬¨ ¡¨¢¥ªâ®à ¬¨, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á.

 ) �§ ä®à¬ã« (7) ¨ (8) á«¥¤ã¥â, çâ® g(�(X ^ Y ); U ^ V ) = g(R(X;Y )V;U) = g(R(V;U)X;Y ) =
g(X ^ Y; �(U ^ V )).

¡) �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®¢ à¨ â®© ¯à®¨§¢®¤®© ®â â¥§®à®£® ¯®«ï

g((rZ�)(X ^ Y ); U ^ V ) = g(rZ�(X ^ Y ); U ^ V )� g(�(rZ(X ^ Y )); U ^ V ) =

= g(rZ�(X ^ Y ); U ^ V )� g(�(rZX ^ Y ); U ^ V )� g(�(X ^rZY ); U ^ V ) =

= g(rZR(X;Y ); U ^ V )� g(R(rZX;Y )V;U)� g(R(X;rZY )V;U) =
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� ª ª ª R(X;Y ) | ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© â¥§®à,   ª®¢ à¨ â ï ¯à®¨§¢®¤ ï á®åà ï¥â ª®á®-
á¨¬¬¥âà¨ç®áâì â¥§®à®¢ (1,1) ¨  á«¥¤ã¥â ¢á¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  â¥§®à  ªà¨¢¨§ë, â®
¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 1.2 ¡) ¨ ä®à¬ã«®© (7), ¯à®¤®«¦¨¬ à ¢¥áâ¢®

= g(rZR(X;Y )V �R(rZX;Y )V �R(X;rZY )V;U) = g((rZR)(X;Y )V;U) =

= g((rZR)(V;U)X;Y ) = g((rZ�)(V ^ U); Y ^X) = g((rZ�)(U ^ V );X ^ Y ):

¢) �¥®¡å®¤¨¬® ®â¬¥â¨âì, çâ® á«¥¢  ¢ à ¢¥áâ¢¥ ¯. ¢) áâ®¨â ®¯¥à â®à ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ªà¨¢¨§ë
¨§ (6),   á¯à ¢  R(X;Y ) à áá¬ âà¨¢ ¥âáï, ª ª ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© â¥§®à. �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®-
¦¥¨¥ 1.1  ) ¨ ä®à¬ã«ã

rX(U ^ V ) = rXU ^ V + U ^rXV ; (9)

ª®â®à ï «¥£ª® ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥  ¨§ ä®à¬ã«ë ¤«ï ª®¢ à¨ â®© ¯à®¨§¢®¤®© ®â â¥§®à®£®
¯®«ï ([3], £«. 3, ¯à¥¤«. 2.10), ¯®«ãç¨¬ à ¢¥áâ¢®

R(X;Y )(U ^ V ) = [R(X;Y ); U ^ V ]:

£) �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®¬¬ãâ â®à®£® ®¯¥à â®à  ¨ ([3], £«. 3, ¯à¥¤«. 2.10)

(rX [Q;S])(U) = rX([Q;S]U)� [Q;S]rXU = rX(QS(U)� SQ(U))�

�QS(rXU) + SQ(rXU) = rXQS(U) +QrXS(U)�rXSQ(U)� SrXQ(U)�

�QS(rXU) + SQ(rXU) = [rXQ;S](U) + [Q;rXS](U): �

�ãáâì � | ¥ª®â®à®¥ l-¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ ª á â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ TwM , w 2 M .
�ãáâì (1,1)-â¥§®àë pr, ort | íâ® ®¯¥à â®àë ¢ TwM ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   � ¨   ®àâ®®à¬ «ì®¥
¤®¯®«¥¨¥ ª �, á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.1. (1,1)-â¥§®àë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ä®à¬ã« ¬¨

jQj� = prQpr+ortQ ort; (10)

fQg� = prQ ort+ ortQpr; (11)

 §ë¢ îâáï ¢ãâà¥¥© ¨ ¢¥è¥© ª®¬¯®¥â ¬¨ (1,1)-â¥§®à  Q á®®â¢¥âáâ¢¥® ®â®á¨â¥«ì®
¯®¤¯à®áâà áâ¢  �.

�®£¤  ¨§ ª®â¥ªáâ  ¯®ïâ®, ®â®á¨â¥«ì® ª ª®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  � ¡¥àãâáï ¢¥èïï ¨«¨
¢ãâà¥ïï ª®¬¯®¥âë â¥§®à , â® ¨¤¥ªá � ç áâ® ®¯ãáª ¥âáï.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.2. �®¤¯à®áâà áâ¢  ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢, ¨¬¥îé¨å ã«¥¢ãî ¢¥è-
îî ®â®á¨â¥«ì® � ª®¬¯®¥âã, ®¡®§ ç îâáï I(�),   ã«¥¢ãî ¢ãâà¥îî | E(�) ¨  §ë¢ -
îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ãâà¥¨¬ ¨ ¢¥è¨¬ ®â®á¨â¥«ì® � ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ª®á®á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª¨å â¥§®à®¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.4. �áïª¨© (1; 1)-â¥§®à Q ¢ â®çª¥ u ¬®£®®¡à §¨ï M ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à -
§®¬ à §« £ ¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥

Q = jQj� + fQg�; (12)

£¤¥ �| ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢ TwM . �á«¨ Q| ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© â¥§®à, â® ¥£®
¢ãâà¥ïï ¨ ¢¥èïï ª®¬¯®¥âë | â ª¦¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë, ®àâ®£® «ìë¥
¬¥¦¤ã á®¡®©.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � §«®¦¥¨¥ (12) ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï â®¦¤¥áâ¢¥-
®£® (1,1)-â¥§®à  ¯® ä®à¬ã«¥ (13)

id = pr+ort; (13)

pr � ort = ort �pr = 0: (14)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, Q = id �Q�id = (pr+ort)Q(pr+ort) = (prQpr+ortQ ort)+(prQ ort+ ortQpr) =
jQj+fQg. �á«¨ Q ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥, â® ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì á ¬®á®¯àï¦¥®áâìî ®àâ®¯à®¥ªâ®à®¢
pr ¨ ort, ¯®«ãç¨¬ g(jQjX;Y ) = g(prQprX +ortQ ortX;Y ) = g(QprX;prY ) + g(Q ortX; ort Y ) =
�g(prX; QprY ) � g(ortX;Q ort Y ) = �g(X;prQprY ) � g(X; ortQ ortX) = �g(X; jQjY ). � «®-
£¨ç® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç®áâì ¢¥è¥© ª®¬¯®¥âë. �àâ®£® «ì®áâì ¢ãâà¥¥© ¨
¢¥è¥© ª®¬¯®¥â á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.2  ), á¢®©áâ¢  ¨¤¥¬¯®â¥â®áâ¨ ®àâ®¯à®¥ªâ®à®¢
pr ¨ ort,   â ª¦¥ à ¢¥áâ¢ (14). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, g(jQj; fSg) = �Tr jQjfSg = 0.

� ¤ «ì¥©è¥¬ ®àâ®®à¬ «ìë© à¥¯¥àE ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì  ¤ ¯â¨à®¢ ë¬ ª ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã
�, ¥á«¨ «¨¥© ï ®¡®«®çª  ¯¥à¢ëå l ¢¥ªâ®à®¢ E á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ �.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.3. �«ï ¬ âà¨æ ¢ãâà¥¥© ¨ ¢¥è¥© ª®¬¯®¥â ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®-
à®¢ ®â®á¨â¥«ì® à¥¯¥à  E,  ¤ ¯â¨à®¢ ®£® ª ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã �, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï

jQj =
�
Ql 0
0 Qp

�
; fQg =

�
0 �Qt

4

Q4 0

�
;

£¤¥ ¯®¤¬ âà¨æë Ql, Qp, Q4 ¨¬¥îâ à §¬¥àë l � l, p� p ¨ l � p á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � âà¨æë ®¯¥à â®à®¢ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® �, ®àâ®£® «ì-
®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ª � ¨ ¬ âà¨æ  ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® ®¯¥à â®à  Q ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨á¥ E ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì
á®®â¢¥âáâ¢¥® á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

pr =
�
Il 0
0 0

�
; ort =

�
0 0
0 Ip

�
; Q =

�
Ql �Qt

4

Q4 Qp

�
:

�®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ 1.1 ¨ ¯à ¢¨«®¬ ¯®¡«®ç®£® ã¬®¦¥¨ï ¬ âà¨æ, ¯®«ãç¨¬ ¥®¡-
å®¤¨¬ë© ¢¨¤ ¬ âà¨æ ¢¥è¥© ¨ ¢ãâà¥¥© ª®¬¯®¥â â¥§®à  Q.

�à¨¢¥¤¥ë¥ ¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª îâ ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1.3.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.4. �«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ X, Y ¨§ ª á â¥«ì®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ â®çª¥ w ¬®£®-
®¡à §¨ï M

jX ^ Y j = prX ^ prY + ortX ^ ortY; (15)

fX ^ Y g = ortX ^ prY + prX ^ ortY: (16)

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.5. �á¥ ¯à®áâà áâ¢® ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢ �2
wM ¢ â®çª¥ w 2M à §« -

£ ¥âáï ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã �2
wM = I(�)�E(�), £¤¥ � | ¥ª®â®à®¥ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®

¢ TwM .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.5. �«ï «î¡ëå ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢ Q ¨ S ¨ «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ X,
Y ¨ Z   ¬®£®®¡à §¨¨ M ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ 

 ) j[Q;S]j = [jQj; jSj] + [fQg; fSg]; ¢) S
(X;Y;Z)

jX ^ Y j(Z) = 0;

¡) f[Q;S]g = [jQj; fSg] + [fQg; jSj]; £) S
(X;Y;Z)

fX ^ Y g(Z) = 0:

�á¥ ª®¬¯®¥âë â¥§®à®¢ ¡¥àãâáï ®â®á¨â¥«ì® ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  � �
TwM , w 2M .
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�®ª § â¥«ìáâ¢®.  ), ¡) �â¨ ¯ãªâë ï¢«ïîâáï ¯àï¬ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¯à ¢¨« ¯®¡«®ç®£® ã¬®-
¦¥¨ï ¬ âà¨æ ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ª®¬¬ãâ â®à  ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 1.3. ¢) �§ ä®à¬ã«ë (15) á«¥¤ã¥â, çâ®

S
X;Y;Z

jX ^ Y j(Z) = S
X;Y;Z

(prX ^ prY )(Z) + S
X;Y;Z

(ortX ^ ortY )(Z) =

= S
X;Y;Z

(prX ^ prY )(prZ) + S
X;Y;Z

(ortX ^ ort Y )(ortZ):

� ¢¥áâ¢® ã«î íâ®£® ¢ëà ¦¥¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.1 ¡), ¯à¨¬¥¥®£® ª ¢¥ªâ®à ¬ prX,
prY , prZ ¨ ortX, ort Y , ortZ.

£) �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.4 ¨ ä®à¬ã«ë (16) ¯®«ãç¨¬

S
X;Y;Z

fX ^ Y g(Z) = S
X;Y;Z

X ^ Y (Z)� S
X;Y;Z

jX ^ Y j(Z):

� ¢¥áâ¢® ã«î íâ®£® ¢ëà ¦¥¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.1 ¡) ¨ à ¢¥áâ¢  ¢) ¤®ª §ë¢ ¥¬®£®
¯à¥¤«®¦¥¨ï.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.6. [fQg; fSg]; [jQj; jSj] 2 I(�), [fQg; jSj]; [jQj; fSg] 2 E(�) 8Q;S 2 �2(M).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.6. �ãáâì � | ¥ª®â®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ª á â¥«ì®£® ¯à®áâà áâ¢ 
ª ¬®£®®¡à §¨î M ¢ â®çª¥ u. �®£¤  ®¯¥à æ¨¨ ¢§ïâ¨ï ¢ãâà¥¥© ¨ ¢¥è¥© ª®¬¯®¥â (1; 1)-
â¥§®à  ®â®á¨â¥«ì® �, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ª ª í¤®¬®àä¨§¬ë ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ª®á®á¨¬¬¥-
âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢ ¢ â®çª¥ u, ï¢«ïîâáï ®àâ®¯à®¥ªâ®à ¬¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® «¨¥©ë© ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï ®àâ®¯à®¥ªâ®à®¬ â®-
£¤ , ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ï¢«ï¥âáï á ¬®á®¯àï¦¥ë¬ ¨¤¥¬¯®â¥â®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ 

g(fQg; S) = g(Q; fSg); (17)

ffQgg = fQg; (18)

g(jQj; S) = g(Q; jSj); (19)

kQk = jQj: (20)

�§ ¨¤¥¬¯®â¥â®áâ¨ ¨ á ¬®á®¯àï¦¥®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ pr ¨ ort ¢ TuM á«¥¤ã¥â, çâ®

g(fQg; S) = g(prQ ort; S) + (ortQpr; S) = g(Q ort;prS) + g(Qpr; ortS) =

= g(Q;prS ort) + g(Q; ort S pr) = g(Q; fSg):

� ¢¥áâ¢® (19) ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç®,   à ¢¥áâ¢  (18), (20) ¢ëâ¥ª îâ ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1.3.

2. �¥ªâ®àë¥ ¯®«ï ¢ £à áá¬ ®¢®¬ à áá«®¥¨¨

�â®â ¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ¯®áâà®¥¨î ®¡à §ãîé¥© á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©   £à áá¬ -
®¢®¬ à áá«®¥¨¨ Gl(M), ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®© ¡ã¤¥â ã¤®¡® ãáâ ®¢¨âì á¢ï§ì ¬¥¦¤ã £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª¨¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ ¡ §ë M , á«®ï Gl

n ¨ à áá«®¥¨ï Gl(M). �à¨ íâ®¬ £à áá¬ ®¢®
à áá«®¥¨¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª à¨¬ ®¢® ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥âà¨ª®© eg,  áá®æ¨¨à®¢ ®© ¯®áà¥¤-
áâ¢®¬ á¢ï§®áâ¨ á ¬¥âà¨ª®© ¡ §ë M ¨ ª ®¨ç¥áª®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®©  £à áá¬ ¨  
Gl
n ([5], ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 2). � ¬ ¦¥ ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 2 â¥®à¥¬ë � ¤«ï à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¨ eg ¡ë«  ¯®-

«ãç¥  ä®à¬ã« , ª®â®à ï á â®ç®áâìî ¤® ¢¢¥¤¥®£® ¢ x 1 ¯®ïâ¨ï ¢¥è¥© ª®¬¯®¥âë ¨¬¥¥â
¢¨¤

eg(Q1; Q2) = ��g(S1; S2)�
1
2
Trf!(S1)gV1 � f!(S2)gV1 : (21)

�¤¥áì St (t = 1; 2) | ª á â¥«ìë¥ ¢¥ªâ®àë ¢ à áá«®¥¨¨ ®àâ®®à¬ «ìëå à¥¯¥à®¢ O(M), ¯à¨-
ªà¥¯«¥ë¥ ¢ ®¤®© ¨ â®© ¦¥ ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¥, ¯à®¥ªâ¨àãîé¨¥áï   ª á â¥«ìë¥ ¢¥ªâ®àë
Qt ¢ £à áá¬ ®¢®¬ à áá«®¥¨¨ Gl(M) c ¯®¬®éìî ¯à®¥ªæ¨¨ RH (O(M) | ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì
ª ª £« ¢®¥ à áá«®¥¨¥  ¤ Gl(M) á® áâàãªâãà®© £àã¯¯®© H = Ol �Op ([3], £«. 1, ¯à¥¤«. 5.5)),
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á®¯®áâ ¢«ïîé¥© à¥¯¥àã ¨§ n ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ªM l-¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®,  âïãâ®¥  
¯¥à¢ë¥ l ¢¥ªâ®à®¢ à¥¯¥à : RH�St = Qt; !|ä®à¬  à¨¬ ®¢®© á¢ï§®áâ¨   O(M), �| ¯à®¥ªæ¨ï
¢ à áá«®¥¨¨ O(M), V1 = L(e1; : : : ; el) | «¨¥© ï ®¡®«®çª  ¯¥à¢ëå l ¢¥ªâ®à®¢ ª ®¨ç¥áª®£®
¡ §¨á  ¢ Rn .

�®á¯®«ì§ã¥¬áï «®ª «ìë¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨ ¢ O(M) ¨ Gl(M), ¯®¤à®¡® ®¡áã¦¤ ¥¬ë¬¨ ¢ [5],
[6]. � ¤ «ì¥©è¥¬ á¯¥ªâà ¨§¬¥¥¨ï ¨¤¥ªá®¢ a; b; c; f ®â 1 ¤® n; i, j, k, m | ®â 1 ¤® l; �, � |
®â 1 ¤® p (l ¨ p = n� l ä¨ªá¨à®¢ ë¥, n = dimM). � âà¨æë X à §¬¥à®¬ n� n

X =
�
Xl X4

X4 Xp

�
; h =

�
X�1
l 0
0 X�1

p

�
: (22)

£¤¥ Xl, Xp | ¯®¤¬ âà¨æë à §¬¥à®¢ l � l ¨ p � p á®®â¢¥âáâ¢¥®, á®¢¬¥áâ® á  ¡®à®¬ w =
(w1; : : : ; wn) ª®®à¤¨ â ¡ §®¢®£® ¬®£®®¡à §¨ï M § ¤ îâ ª®®à¤¨ âë â®çª¨ ¢ O(M), â. ¥. à¥¯¥à 
EX = (EaX

a
1 ; : : : ; EaX

a
n) (E | ä¨ªá¨à®¢ ®¥ ®àâ®®à¬ «ì®¥ à¥¯¥à®¥ ¯®«¥, ®¯à¥¤¥«¥®¥,

¢®®¡é¥ £®¢®àï, «®ª «ì®),   ¬ âà¨æë � à §¬¥à®¬ l � p á®¢¬¥áâ® á  ¡®à®¬ w § ¤ îâ ª®®à-
¤¨ âë â®çª¨ ¢ £à áá¬ ®¢®¬ à áá«®¥¨¨ Gl(M), â. ¥. ª®®à¤¨ âë l-¬¥à®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
ª á â¥«ì®£® ¯à®áâà áâ¢ , ï¢«ïîé¥£®áï à¥è¥¨¥¬ á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© ¨§ 1-ä®à¬ ¢ â®çª¥ w:

�l+� = ��k�
k; (23)

£¤¥ �a | ª®à¥¯¥à®¥ ¯®«¥, ¤¢®©áâ¢¥®¥ E. �áâ¥áâ¢¥®, ¯®á«¥¤¨¥ ª®®à¤¨ âë ®¯à¥¤¥«¥ë
«¨èì ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  �0, ï¢«ïîé¥£®áï «¨¥©®© ®¡®«®çª®© L(E1; : : : ; El) ¯¥à¢ëå
l ¢¥ªâ®à®¢ à¥¯¥à  E ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥ w0 ¡ §ë M . �¯¨á ë¥ ª®®à¤¨ âë ¢ O(M) ¨ Gl(M)
 §ë¢ îâáï [5], [6] ª®®à¤¨ â ¬¨ ®â®á¨â¥«ì® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E (¨«¨ ª®à¥¯¥à®£® ¯®«ï �). �
¯®á«¥¤ãîé¥¬ à §¡¨¢ª    ¡«®ª¨ ª¢ ¤à âëå ¬ âà¨æ à §¬¥à  n�n ¯à¨¨¬ ¥âáï ¯® ã¬®«ç ¨î,
ª ª ®¯¨á ® ¢ (22).

�¥¬¬  2.1. �à®¥ªæ¨ï RH : O(M)! Gl(M) ¢ ª®®à¤¨ â å ®â®á¨â¥«ì® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E
¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥:

� = RH(X) = X4 �X
�1
l (24)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � âà¨æ  h ¨§ (22), ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«¥  ¢ ¤®áâ â®ç® ¬ «®© ®ªà¥áâ®áâ¨
�0, ¯à¨ ¤«¥¦¨â áâàãªâãà®© £àã¯¯¥ H. �®£¤ , ã¬®¦¨¢ ¬ âà¨æã X ¨§ (22)   ¬ âà¨æã h,
¯®«ãç¨¬

X � h =
�
Xl X4

X4 Xp

�
�

�
X�1
l 0
0 X�1

p

�
=
�

Il X4 �X�1
p

X4 �X
�1
l Ip

�
:

�à®¢¥àª®©,   «®£¨ç®© â®©, ª®â®à ï ¯à¨¢¥¤¥  ¢ [6], ¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® à¥¯¥à á â ª¨-
¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨ ®¡« ¤ ¥â â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® ¯¥à¢ë¥ ¥£® l ¢¥ªâ®à®¢ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á¨áâ¥¬¥
(23).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.1. �ãáâì Q | ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®¥ â¥§®à®¥ ¯®«¥   M . �¥ªâ®à®¥ ¯®«¥
Qv   O(M)  §®¢¥¬ ¢¥àâ¨ª «ìë¬ «¨äâ®¬ Q ¢ O(M), ¥á«¨ ®® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ u ¨§ O(M)
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨©

��Q
v = 0; !u(Q

v) = adu�1Q = u�1 �Q � u: (25)

�¤¥áì à¥¯¥à u áâ ¤ àâë¬ ®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á «¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¨§ Rn   T�(u)M .

�à¨¢¥¤¥®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.1 ï¢«ï¥âáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥© ®¡é¥© ª®áâàãªæ¨¨.
�ãáâì P (M;G) | £« ¢®¥ à áá«®¥¨¥,G| ¥£® áâàãªâãà ï £àã¯¯ ,   g|  «£¥¡à  �¨ £àã¯¯ëG.
�«ï íää¥ªâ¨¢®£® «¥¢®£® ¤¥©áâ¢¨ï G   g ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¬¨ ad a� ¯®áâà®¨¬  áá®æ¨¨à®¢ ®¥
à áá«®¥¨¥ E á® áâ ¤ àâë¬ á«®¥¬ g. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥¨ïQ à áá«®¥¨ï E ãà ¢¥¨ï¬¨
(26) ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢¥àâ¨ª «ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ Qv ¢ P

��Q
v = 0; u

�
!u(Qv)

�
= Q: (26)
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�¤¥áì 8u 2 P ¨ 8A 2 g ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î  áá®æ¨¨à®¢ ®£® à áá«®¥¨ï ([3], á. 60) u(A) =
f(ua; ad a�1

�
A) j a 2 Gg | ®à¡¨â  ¯ àë (u;A), â. ¥. í«¥¬¥â ¨§ á«®ï E�(u). � á«ãç ¥, ª®£¤  G

ï¢«ï¥âáï ®¡é¥© «¨¥©®© £àã¯¯®© GLn ¨«¨ ¥¥ ¯®¤£àã¯¯®©, ª ª ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ 2.1, í«¥¬¥âë ¨§
Ex ¬®£ãâ ¡ëâì ®â®¦¤¥áâ¢«¥ë á í¤®¬®àä¨§¬ ¬¨ TxM , â. ¥. (1,1)-â¥§®à ¬¨,   ¢â®à ï ä®à¬ã« 
¢ (26) ¯à¨ íâ®¬ ¯à¥¢à é ¥âáï ¢® ¢â®àãî ä®à¬ã«ã ¢ (25), â. ª. ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ u(A) = u � A � u�1.

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ «î¡®¬ £« ¢®¬ à áá«®¥¨¨ ¨¬¥¥âáï ®¡à §ãîé ï á¨áâ¥¬  ¢¥àâ¨ª «ì-
®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï, á®áâ®ïé ï ¨§ äã¤ ¬¥â «ìëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© A�, ([3], á. 57), £¤¥ ª ª ¨
¯à¥¦¤¥ A 2 g. �¤ ª® ®â ¯®áâà®¥ëå ¢ëè¥ äã¤ ¬¥â «ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ ®â«¨ç ¥âáï â¥¬,
çâ® ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à ¢®¨¢ à¨ âë¬. � ¨¬¥®, ¯à ¢®¨¢ à¨ â®áâì Qv, ãáâ  ¢«¨¢ ¥¬ ï ¨-
¦¥ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2.2, ¯®§¢®«¨â ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«¨âì ¢¥àâ¨ª «ìë¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï   Gl(M).
�à ¤¨æ¨®ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ Y h, ï¢«ïîé¥¥áï £®à¨§®â «ìë¬ «¨äâ®¬
¢ O(M) ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Y   M , ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨©

��Y
h = Y; !(Y h) = 0: (27)

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤ ¥â íää¥ªâ¨¢ë© á¯®á®¡ ª®áâàã¨à®¢ ¨ï ¢¥àâ¨ª «ìëå «¨äâ®¢ ¨§
ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥ª¨å â¥§®à®¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.1. � ª®®à¤¨ â å (w;X)   O(M) ®â®á¨â¥«ì® ®àâ®®à¬ «ì®£® à¥¯¥à-
®£® ¯®«ï E ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ Qv ¤®¯ãáª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥:

Qv = TrQX
@

@Xt
; (28)

£¤¥ Q { ¬ âà¨æ  ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥§®à  ®â®á¨â¥«ì® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E,   @

@Xt =
( @

@X
)t = ( @

@Xa
b

) | ¬ âà¨æ  ª®®à¤¨ âëå ¢¥àâ¨ª «ìëå ¢¥ªâ®à®¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢ â®çª¥ X ¨§ O(M) ¢¥ªâ®à Qv = F a
b

@

@Xa
b

= TrF @

@Xt . �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï

2.1 á«¥¤ã¥â, çâ® !X(Qv) = X�1QX. �¥¯¥àì ¨§ «®ª «ì® ª®®à¤¨ â®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ä®à¬ë
á¢ï§®áâ¨ ! = X�1�X = X�1(dX + �(�)X) (£¤¥ �(�) { ¬ âà¨æ  �à¨áâ®ää¥«ï ®â®á¨â¥«ì®
ª®à¥¯¥à®£® ¯®«ï �, ([5], x 2)) ¢ ª®®à¤¨ â å (w;X),  å®¤¨¬ ¬ âà¨æã F = QX.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥®© ¯à®¢¥àª®© ¯ãâ¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨
á«¥¤ãîé¥£® á«¥¤áâ¢¨ï.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.1. �®ª «ì ï 1-¯ à ¬¥âà¨ç¥áª ï £àã¯¯  «®ª «ìëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©, ¨¤ãæ¨-
àã¥¬ ï ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬ Qv   O(M), ¨¬¥¥â ª®®à¤¨ â®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ qt(X) = exp(tQX):

�ç¥¢¨¤®, çâ® ¢ ª®®à¤¨ â å (w;X) ®â®á¨â¥«ì® ®àâ®®à¬ «ì®£® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E £®à¨-
§®â «ìë© «¨äâ ¤®¯ãáª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ «®ª «ì® ª®®à¤¨ â®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ([3], c. 140):

Y h = Y a @

@wa
� Tr�(Y )X

@

@Xt
; (29)

£¤¥ �(Y ) | â ª ï ¦¥ ¬ âà¨æ , ª ª ¢ (5), Y a | ª®¬¯®¥âë ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Y ®â®á¨â¥«ì®
ª®®à¤¨ â ¡ §ëM ,   ¢ ¬ âà¨æ¥ @

@Xt ª®¬¯®¥â ¬¨ á«ã¦ â ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï, ¯à¨ç¥¬ ¢ c-© áâà®ª¥ ¨
a-¬ áâ®«¡æ¥ áâ®¨â ¢¥ªâ®à @

@Xa
c

. �®à¬ã«  (29) ¤®¯ãáª ¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥, ¥ ¨á¯®«ì§ãîé¥¥ ¡ §®¢ëå
ª®®à¤¨ â,   ¨¬¥®,

Y h = �a(Y )[Ea]� Tr�(Y )X
@

@Xt
;

£¤¥ [Ea] | ª®®à¤¨ â®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Ea ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå ª®®à¤¨ â å  M .
�¨¬ ®¢  ¬¥âà¨ª  g ¢ O(M),  áá®æ¨¨à®¢  ï á à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª®© ¡ §ëM ¨ ª ®¨ç¥áª®©

á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬¥âà¨ª®© áâ ¤ àâ®£® á«®ï On (¬¥âà¨ª  �®ª ), ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëç¨á«¥  ¯®
ä®à¬ã«¥

g(S1; S2) = ��g(S1; S2)�
1
2
Tr!(S1)!(S2): (30)
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�¥¬¬  2.2. �ãáâì Q, S | ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë¥ ¯®«ï,   X, Y | ¢¥ªâ®àë¥
¯®«ï   à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M . �®£¤ 

g(Xh; Y h) = g(X;Y ); (31)

g(Qv;Xh) = 0; (32)

g(Qv; Sv) = �
1
2
TrQS =

1
2
g(Q;S); (33)

¯à¨ç¥¬ íâ¨ ¢ëà ¦¥¨ï ¥ § ¢¨áïâ ®â ¢¥àâ¨ª «ìëå ª®®à¤¨ â,   á«¥¤ ¢ ä®à¬ã«¥ (33) ¢ëç¨-
á«ï¥âáï ¢ ª á â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ª M .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥à¢ë¥ ¤¢¥ ä®à¬ã«ë, ®ç¥¢¨¤®, á«¥¤ãîâ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 2.1 ¨ ä®à¬ã«ë
(30). �®ª ¦¥¬ ä®à¬ã«ã (33).

g(Qv; Sv) = �
1
2
Tr!(Qv)!(Sv) = �

1
2
Tr(u�1 �Q � u)(u�1 � S � u) =

= �
1
2
Tru�1QSu = �

1
2
TrQS:

�®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® § ¯¨á ® ¢ á¨«ã ª®¬¬ãâ â¨¢®áâ¨ á«¥¤®£® äãªæ¨® « . �à¨¬¥¨¢ ¯.  )
¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.2, ¯®«ãç¨¬ ¢â®àãî ç áâì ¤®ª §ë¢ ¥¬®© ä®à¬ã«ë.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.2. �¥àâ¨ª «ìë© «¨äâ Qv ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥§®à®£® ¯®«ï Q ï¢«ï-
¥âáï ¯à ¢®¨¢ à¨ âë¬ ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬   O(M), â. ¥. Ra�Q

v = Qv 8a 2 On.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  a 2 On

!ua(Ra�Q
v) = (R�a!)u(Q

v) = (ad a�1)!u(Qv) = (ad a�1)(ad u�1Q) = ad(ua)�1Q = !ua(Qv):

� ª ª ª ¢¥àâ¨ª «ìë© «¨äâ ï¢«ï¥âáï ¢¥àâ¨ª «ìë¬ ¢¥ªâ®àë¬ ¯®«¥¬ ¨ ä®à¬  á¢ï§®áâ¨ ! ¥-
¢ëà®¦¤¥    ¢¥àâ¨ª «ìëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ å, â® íâ® à ¢¥áâ¢® ¤®ª §ë¢ ¥â à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥
¯à¥¤«®¦¥¨¥.

�®à®è® ¨§¢¥áâ® ([3], £«. 2, ¯à. 1.2), çâ® £®à¨§®â «ìë© «¨äâ Y h ¡ §®¢®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï
Y ¥áâì ¯à ¢®¨¢ à¨ â®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥   O(M). � ª¨¬ ®¡à §®¬,   à áá«®¥¨¨ ®àâ®®à-
¬ «ìëå à¥¯¥à®¢ O(M) ¯®áâà®¥  («®ª «ì®) á¨áâ¥¬  ¯à ¢®¨¢ à¨ âëå ®¡à §ãîé¨å ¢ ¬®-
¤ã«¥ ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©, â. ¥. «î¡®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥   O(M) ¬®¦¥â ¡ëâì à §«®¦¥® ¢ «¨¥©ãî
ª®¬¡¨ æ¨î 1

2
n(n� 1) ¢¥àâ¨ª «ìëå ¨ n £®à¨§®â «ìëå «¨äâ®¢.

�¥¬¬  2.3. �«ï «î¡ëå ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢ Q ¨ S ¨ «î¡®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Y
  ¬®£®®¡à §¨¨ M ¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ 

Y h!(Qv) = !((rYQ)v); (34)

Sv!(Qv) = !([Q;S]v): (35)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢ O(M) ¢¢¥¤¥ë «®ª «ìë¥ ª®®à¤¨ âë (w;X) ®â®á¨â¥«ì® ®à-
â®®à¬ «ì®£® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E. � å®¤¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ®
¢ «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â å ¬ âà¨æ  äãªæ¨© !(Qv)   O(M) ¨¬¥¥â ¢¨¤ !(Qv) = X�1QX, £¤¥ X
| ¬ âà¨çë¥ ª®®à¤¨ âë â®çª¨, ¢ ª®â®à®© ¢ëç¨á«ï¥âáï § ç¥¨¥ ä®à¬ë á¢ï§®áâ¨. �à¨¬¥ïï
ª®®à¤¨ â®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ (29) ¤«ï £®à¨§®â «ì®£® «¨äâ  ¨ â®â ä ªâ, çâ® § ç¥¨¥ ¢¥àâ¨ª «ì-
®£® ¢¥ªâ®à  TrC @

@Xt ¨§ O(M)   ª®®à¤¨ â®© ¬ âà¨æ¥ X à ¢® C,     ¬ âà¨æ¥ Q äãªæ¨©
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¡ §®¢ëå ª®®à¤¨ â à ¢® 0, ¯®«ãç¨¬ ª®®à¤¨ â®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¤¥©áâ¢¨ï ¢¥ªâ®à    äãªæ¨î
¢ â®çª¥ (w;X):

Y h!(Qv) = (Y a @

@wa
� Tr�(Y )X

@

@Xt
)(X�1QX) =

= Y a(X�1 @Q

@wa
X)� Tr�(Y )X

@

@Xt
(X�1QX) =

= X�1Y QX � Tr�(Y )X
@

@Xt
(X�1)QX �X�1QTr�(Y )X

@

@Xt
(X) =

= X�1dQ(Y )X +X�1 Tr�(Y )X
@

@Xt
(X)X�1QX �X�1Q�(Y )X =

= X�1 (dQ(Y ) + �(Y )Q�Q�(Y ))X:

�®á«¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ä®à¬ã«ë (5) ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 2.1 ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥áâ¢®. �§ ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 2.1   «®£¨ç® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã ¯®«ãç¨¬

Sv!(Qv) = TrSX
@

@Xt
(X�1QX) = (TrSX

@

@Xt
(X�1))QX +X�1Q(TrSX

@

@Xt
(X)) =

= �X�1SXX�1QX +X�1QSX = X�1(QS � SQ)X = X�1[Q;S]X = !([Q;S]v): �

�¥¬¬  2.4. �ãáâì Q, S | ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë¥ ¯®«ï,   X, Y | ¢¥ªâ®àë¥
¯®«ï   ¡ §¥ M . �®£¤ 

 ) [Qv; Sv] = �[Q;S]v; (36)

¡) [Xh; Qv] = (rXQ)v; (37)

¢) [Xh; Y h] = [X;Y ]h �R(X;Y )v: (38)

�®ª § â¥«ìáâ¢®.  ) �ª®¡ª  �¨ ¢¥àâ¨ª «ìëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© | íâ® ¢¥àâ¨ª «ì®¥ ¢¥ª-
â®à®¥ ¯®«¥. �à®¬¥ â®£®, ¨§ ([3], c. 43)

!([Qv; Sv]) = �2d!(Qv; Sv) +Qv!(Sv)� Sv!(Qv): (39)

�§ áâàãªâãà®£® ãà ¢¥¨ï d! = � 1
2
[!; !]+
 ([3], c. 81) ¨ £®à¨§®â «ì®áâ¨ ä®à¬ë ªà¨¢¨§ë 
,

â. ¥. à ¢¥áâ¢  ¥¥ ã«î ¯à¨  «¨ç¨¨ å®âï ¡ë ®¤®£® ¢¥àâ¨ª «ì®£® ¢¥ªâ®à    ®á®¢ ¨¨ «¥¬¬ë
2.3 á«¥¤ã¥â, çâ®

!([Qv; Sv]) = [!(Qv); !(Sv)]� 2
(Qv; Sv) +Qv!(Sv)� Sv!(Qv) =

= !(Qv)!(Sv)� !(Sv)!(Qv) +Qv!(Sv)� Sv!(Qv) = adu�1Q � adu�1S �

� adu�1S � adu�1Q� !([Q;S]v)� !([Q;S]v) = adu�1[Q;S]�

�2!([Q;S]v) = �!([Q;S]v):

� ª ª ª ä®à¬  á¢ï§®áâ¨ ! ¥¢ëà®¦¤¥    ¢¥àâ¨ª «ìëå ¢¥ªâ®à å, â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â à ¢¥-
áâ¢® (36).

¡) �âáãâáâ¢¨¥ £®à¨§®â «ì®© ª®¬¯®¥âë ¤«ï [Xh; Qv] á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¢¥ªâ®àë¥ ¯®-
«ï Xh ¨ Qv ï¢«ïîâáï �-á¢ï§ ë¬¨ á ¢¥ªâ®àë¬¨ ¯®«ï¬¨ X ¨ ã«¥¢ë¬ á®®â¢¥âáâ¢¥®. �§
ä®à¬ã«ë (39), áâàãªâãà®£® ãà ¢¥¨ï, £®à¨§®â «ì®áâ¨ ä®à¬ë ªà¨¢¨§ë ¨ ¢¥àâ¨ª «ì®áâ¨
ä®à¬ë á¢ï§®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ®

!([Xh; Qv]) = �2d!(Xh; Qv) +Xh!(Qv)�Qv!(Xh) = Xh!(Qv) = !((rXQ)v);

¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® § ¯¨á ®   ®á®¢ ¨¨ «¥¬¬ë 2.3.
¢) � ¢¥áâ¢® ��([Xh; Y h]) = [X;Y ] á«¥¤ã¥â ¨§ �-á¢ï§®áâ¨ ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© Xh, Y h ¨ X, Y

á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ¢¥áâ¢® !([Xh; Y h]) = �2
(Xh; Y h) ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ªà¨¢¨§ë,
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ï¢«ïîé¥£®áï ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ëåX ¨ Y ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬ (1,1)-â¥§®à®¬, ¯à¨¢®¤ïâ ª æ¥¯®ç-
ª¥ à ¢¥áâ¢: !([Xh; Y h]) = �u�1R(X;Y )u = �!(R(X;Y )v). �âáî¤  á«¥¤ã¥â ä®à¬ã«  (38).

�¢¥¤¥¬ ¯®ïâ¨¥ £®à¨§®â «ì®£® «¨äâ  eY h ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï Y   M ¢ £à áá¬ ®¢® à áá«®¥-
¨¥ Gl(M) áâ ¤ àâ®© ¯à®æ¥¤ãà®©, â. ¥. ª ª £®à¨§®â «ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥, ¯à®¥ªâ¨àãîé¥¥áï
¢ ¯®«¥ Y . �â® â ª¦¥ ¬®¦® á¤¥« âì á ¯®¬®éìî ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«¥®£® à ¢¥áâ¢ 

RH�Y
h = eY h; (40)

â. ª. RH | ®â®¡à ¦¥¨¥ á¢ï§®áâ¨ ([5], ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë �),   ¯®«¥ Y h, ª ª ®â¬¥ç «®áì
¢ëè¥, ¯à ¢®¨¢ à¨ â®¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, £®à¨§®â «ìë¥ «¨äâë ¢ O(M) ¨ Gl(M) ®¤®£® ¨
â®£® ¦¥ ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï   ¡ §¥ M , RH -á¢ï§ë ¬¥¦¤ã á®¡®©.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.2. �ãáâì Q | ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®¥ â¥§®à®¥ ¯®«¥   M . �¥ªâ®à®¥ ¯®«¥eQv   Gl(M)  §®¢¥¬ ¢¥àâ¨ª «ìë¬ «¨äâ®¬ Q ¢ £à áá¬ ®¢® à áá«®¥¨¥, ¥á«¨ ®® ¯®«ãç¥®
¯à®¥ªæ¨¥© ¯®áà¥¤áâ¢®¬ RH ¨§ ¢¥àâ¨ª «ì®£® «¨äâ  Qv â®£® ¦¥ â¥§®à®£® ¯®«ï Q ¢ O(M), â. ¥.eQv = RH�Q

v.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.2. á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥àâ¨ª «ìë© «¨äâ eQv ¢ Gl(M) áãé¥áâ¢ã¥â ¤«ï «î¡®£®
ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥§®à  Q. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ «î¡®© â®çª¨ ¨§ Gl(M) ¬®¦® ¯®-
áâà®¨âì á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¨§ £®à¨§®â «ìëå ¨ ¢¥àâ¨ª «ìëå «¨äâ®¢, ¯®à®¦¤ îéãî

(«®ª «ì®) ¢¥áì ¬®¤ã«ì ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¢ Gl(M), ¢§ï¢,  ¯à¨¬¥à, (̂ @

@wa )h ¨ ^( @

@wa ^
@

@wb )v. �¥®¡-
å®¤¨¬® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¨§ ¯à¥¤êï¢«¥®© á¨áâ¥¬ë ®¡à §ãîé¨å ¯®«¥© n £®à¨§®â «ìëå «¨äâ®¢
ï¢«ïîâáï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¨ ¯®à®¦¤ îâ £®à¨§®â «ì®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥
¢ Gl(M),   áà¥¤¨ ¢¥àâ¨ª «ìëå «¨äâ®¢ ¢ â®ç®áâ¨ lp ¢¥ªâ®à®¢ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¢ ª ¦¤®©
â®çª¥ £à áá¬ ®¢  à áá«®¥¨ï.

�¥¬¬  2.5. �á«¨ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¬ âà¨æ  Q ¨¬¥¥â ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë© ¢¨¤

Q =
�
Ql 0
0 Qp

�
; (41)

â® ®àâ®£® «ì ï ¬ âà¨æ  ¥¥ íªá¯®¥âë eQ ¨¬¥¥â â ª¦¥ ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë© ¢¨¤

eQ =
�
eQl 0
0 eQp

�
: (42)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª ¬ âà¨æ  Q = Q1 +Q2, £¤¥

Q1 =
�
Ql 0
0 0

�
; Q2 =

�
0 0
0 Qp

�
;

  á« £ ¥¬ë¥ ®¡« ¤ îâ â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® Q1Q2 = Q2Q1 = 0, â® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï íªá¯®¥âë
á«¥¤ã¥â, çâ® eQ = eQ1+Q2 = eQ1eQ2 .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.3. �ãáâì RHu = �. �®£¤  ¢¥àâ¨ª «ìë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ à¨¬ ®¢®©
áã¡¬¥àá¨¨ RH ¢ â®çª¥ u á«ã¦¨â ¢¥àâ¨ª «ìë© «¨äâ ¢ãâà¥¥£® ®â®á¨â¥«ì® � ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢  ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢, â. ¥. KerRH� = I(�)v, £¤¥ I(�)v = fQu

v; fQg� = 0g,
  £®à¨§®â «ìë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ à¨¬ ®¢®© áã¡¬¥àá¨¨ RH ¢ â®çª¥ u á«ã¦¨â HuO(M) +
E(�)v ¯àï¬ ï ®àâ®£® «ì ï áã¬¬  £®à¨§®â «ì®£® (¢ á¬ëá«¥ à¨¬ ®¢®© á¢ï§®áâ¨) ¯à®-
áâà áâ¢  HuO(M) ¨ ¢¥àâ¨ª «ì®£® «¨äâ  ¢¥è¥£® ®â®á¨â¥«ì® � ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ª®-
á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å â¥§®à®¢ E(�)v = fQu

v; jQj� = 0g.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ á«¥¤áâ¢¨ï 2.1 ¨ «¥¬¬ë 2.5 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¢á¥ ¢¥ªâ®àë ¨§ I(�)v ª á -
îâáï á«®ï ç¥à¥§ u. �à®¬¥ â®£®, à §¬¥à®áâì ¯®¤¯à®áâà áâ¢  I(�), à ¢ ï 1

2
(l(l� 1) + p(p� 1)),

á®¢¯ ¤ ¥â á à §¬¥à®áâìî £àã¯¯ë H. � ç¨â, I(�)v ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¢¥àâ¨ª «ìë¬ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢®¬ à¨¬ ®¢®© áã¡¬¥àá¨¨ RH . � á â¥«ì®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¢ â®çª¥ u ª à¨¬ ®¢ã ¬®-
£®®¡à §¨î O(M) á ¬¥âà¨ª®© g,  áá®æ¨¨à®¢ ®© á ¬¥âà¨ª ¬¨ á«®ï ¨ ¡ §ë, ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®©
®àâ®£® «ì®© áã¬¬®© HuO(M) + VuO(M) £®à¨§®â «ì®£® ¨ ¢¥àâ¨ª «ì®£® (¢ á¬ëá«¥ à¨¬ ®-
¢®© á¢ï§®áâ¨) ¯®¤¯à®áâà áâ¢. � á¢®î ®ç¥à¥¤ì VuO(M) ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© I(�)v+E(�)v,
çâ® á«¥¤ã¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.4 ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 2.1. �àâ®£® «ì®áâì I(�)v ¨
E(�)v á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 2.2:

g(fQgv; jQjv) =
1
2
g(fQg; jQj) = 0:

�á¥ íâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â ¤ ®¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.2. gQ�
v = ^(fQg�)v.

�â ª, § ¤ ç  ¯®áâà®¥¨ï á¨áâ¥¬ë ®¡à §ãîé¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¢ Gl(M) à¥è¥ . �«¥¤ãî-
é¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¤ áâ íää¥ªâ¨¢ë© á¯®á®¡ ª®áâàã¨à®¢ ¨ï â ª¨å «¨äâ®¢, ¯®á«¥ ç¥£® ¬®¦®
¡ã¤¥â ¯¥à¥©â¨ ª à¥è¥¨î ®á®¢®© § ¤ ç¨: ãáâ ®¢«¥¨î á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã £¥®¬¥âà¨¥© £à áá¬ ®¢ 
à áá«®¥¨ï ¨ ¡ §ë.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.4. � «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â å (w; �) ¢ Gl(M) ®â®á¨â¥«ì® ª®à¥¯¥à®£®
¯®«ï � ¢¥àâ¨ª «ìë© «¨äâ â¥§®à®£® ¯®«ï Q ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥:

eQv = Tr(Q4 +Qp� � �Ql � �Q4�)
@

@�t
; (43)

£¤¥ ¬ âà¨æ  ª®¬¯®¥â Q ®â®á¨â¥«ì® � ¨¬¥¥â ¡«®çãî áâàãªâãàã ®¡®§ ç¥¨©, ª ª ¢ (22).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ä®à¬ã«ã (24) «¥¬¬ë 2.1:

d� = dX4X
�1
l +X4dX

�1
l = dX4X

�1
l �X4X

�1
l dXlX

�1
l =

= (dX4 �X4X
�1
l dXl)X

�1
l = (dX4 � �dXl)X

�1
l :

� ª ª ª ¨§ ¯®¡«®ç®£® ã¬®¦¥¨ï ¬ âà¨æ á«¥¤ã¥â, çâ®

QX =
�
Ql Q4

Q4 Qp

�
�

�
Xl X4

X4 Xp

�
=
�
(QX)l (QX)4

(QX)4 (QX)p

�
;

£¤¥ (QX)l = QlXl + Q4X4, (QX)4 = Q4Xl + QpX4, â® ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®
dXl(Qv) = (QX)l, dX4(Qv) = (QX)4. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

d�(Qv) = (dX4 � �dXl)X
�1
l (Qv) = ((QX)4 � �(QX)l)X

�1
l = (Q4Xl +

+QpX4 � �QlXl � �Q4X4)X
�1
l = Q4 +QpX4X

�1
l � �Ql � �Q4X4X

�1
l =

= Q4 +Qp� � �Ql � �Q4�:

� ç¨â, eQv = RH�(Qv) = Tr(Q4 +Qp� � �Ql � �Q4�) @

@�t
.

�®ª § ®¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¢¨¤¥âì,çâ® ¢ â®çª¥ � á ª®®à¤¨ â ¬¨ � = 0 ¢¥àâ¨ª «ì-
ë© «¨äâ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥§®à  Q § ¢¨á¨â «¨èì ®â lp ª®¬¯®¥â ã£«®¢®£® ¡«®ª  Q4
¬ âà¨æë Q. �â ª, § ¤ ç  ¯®áâà®¥¨ï á¨áâ¥¬ë ®¡à §ãîé¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© ¢ Gl(M) à¥è¥ .
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�¥¬¬  2.6. �ãáâì Q ¨ S | ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë¥ ¯®«ï,   X ¨ Y | ¢¥ªâ®àë¥
¯®«ï   M . �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ â®¦¤¥áâ¢ :

 ) [ eQv; eSv] = �[̂Q;S]v;

¡) [ eXh; eQv] = ^(rXQ)v;

¢) [ eXh; eY h] = [̂X;Y ]h � ^R(X;Y )v:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ¡ë«® ¯®ª § ® ¢ëè¥, ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï Qv ¨ eQv,   â ª¦¥ Xh ¨ eXh

¯®¯ à® RH-á¢ï§ë. �®£¤  ¢ë¯®«¥¨¥ â®¦¤¥áâ¢ «¥¬¬ë 2.4 ¢«¥ç¥â §  á®¡®© ¢ë¯®«¥¨¥ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨å â®¦¤¥áâ¢ íâ®© «¥¬¬ë.

�¥¬¬  2.7. �ãáâì Q, S | ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ â¥§®àë¥ ¯®«ï,   X, Y | ¢¥ªâ®àë¥
¯®«ï   M . �®£¤  ¤«ï ¨å ¢¥àâ¨ª «ìëå ¨ £®à¨§®â «ìëå «¨äâ®¢ ¢ Gl(M) ¢¥àë á«¥¤ãîé¨¥
â®¦¤¥áâ¢ :

eg( eXh; eY h) = g(X;Y ); (44)

eg( eQv; eXh) = 0; (45)

eg�( eQv; eSv) = �
1
2
TrfQgfSg =

1
2
g(fQg; fSg); (46)

£¤¥ ¢¥è¨¥ ª®¬¯®¥âë â¥§®àëå ¯®«¥© ¡¥àãâáï ®â®á¨â¥«ì® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¢ Gl(M),
¢ ª®â®à®¬ ¢ëç¨á«ï¥âáï eg.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª RH { à¨¬ ®¢  áã¡¬¥àá¨ï O(M)   Gl(M),   ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï
Qv ¨ eQv, Xh ¨ eXh ¯®¯ à® RH-á¢ï§ë, â® ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.3 ¨   «®£¨çëå ¤®ª §ë¢ ¥¬ë¬
â®¦¤¥áâ¢ «¥¬¬ë 2.2 ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ãîâ ä®à¬ã«ë (44) ¨ (45). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®¦¤¥áâ¢ 
(46) ®¡à â¨¬áï ª ä®à¬ã«¥ (21) ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ¬¥âà¨ª¨ eg ¢ Gl(M) ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï¬ 2.1 ¨ 2.2.
�®£¤ 

eg�( eQv; eSv) = g(��Q
v; ��S

v)�
1
2
Trf!(Qv)gV1f!(S

v)gV1 = �
1
2
Trfu�1QugV1 � fu

�1SugV1 :

�à¨ íâ®¬ à¥¯¥à u ¨§ O(M) á¢ï§  á l-¬¥àë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ � 2 Gl(M) á®®â®è¥¨¥¬
RHu = �. �à®¬¥ â®£®, «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ u ¯¥à¥¢®¤¨â ¯®¤¯à®áâà áâ¢® V1 | «¨¥©ãî
®¡®«®çªã ¯¥à¢ëå l ¢¥ªâ®à®¢ ª ®¨ç¥áª®£® ¡ §¨á  Rn | ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® � ¨§ TxM (x =
�(u)),   ¥£® ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ V2 = L(el+1; : : : ; en) | ¢ ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ª
� ¢ TxM . �«¥¤®¢ â¥«ì®, fadu�1QgV1 = u�1fQg�u = adu�1fQg�. �¥¯¥àì, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì
ª®¬¬ãâ â¨¢®áâìî á«¥¤®£® äãªæ¨® «  ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 1.2  ), ¯à®¤®«¦¨¬ à ¢¥áâ¢®

�
1
2
Tr(u�1fQg�u)(u�1fSg�u) =

1
2
g(fQg�; fSg�): �

� ®â«¨ç¨e ®â ¢¥àâ¨ª «ìëå «¨äâ®¢ ¢ à áá«®¥¨¨ ®àâ®®à¬ «ìëå à¥¯¥à®¢, ¢ ¢ëà ¦¥¨¨ (46)
¥áâì § ¢¨á¨¬®áâì ®â ¢¥àâ¨ª «ìëå ª®®à¤¨ â. �â® ¡ã¤¥â ¯à®ïá¥® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ á«¥¤ãîé¥©
«¥¬¬ë.

�¥¬¬  2.8. �á«¨ (w;X) | ª®®à¤¨ âë à¥¯¥à  u (®â®á¨â¥«ì® à¥¯¥à®£® ¯®«ï E) ¯à®¥ª-
â¨àãîé¥£®áï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ RH ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® �,   Q, S | ¥ª®â®àë¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥
â¥§®àë¥ ¯®«ï   M , â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ª®®à¤¨ â®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

eg�( eQv; eSv) = �Tr Ip;nX
tQXIl;nX

tSX; (47)

£¤¥ ª®®à¤¨ âë¥ ¬ âà¨æë n� n ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

Ip;n =
�
0 0
0 Ip

�
; Il;n =

�
Il 0
0 0

�
;
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  Ip, Il | ¥¤¨¨çë¥ ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª®¢ p ¨ l á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª ¬ âà¨æ  ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï ¢ Rn   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® V1 ¢ ª ®¨-
ç¥áª®¬ ¡ §¨á¥ | íâ® Il;n,     ¯®¤¯à®áâà áâ¢® V2 | Ip;n, â® ¨§ ª®®à¤¨ â®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï
¬ âà¨æë !(Qv) ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 1.1 ¯®«ãç¨¬

f!(Qv)gV1 = pr!(Qv) ort+ ort!(Qv) pr = Il;nX
�1QXIp;n + Ip;nX

�1QXIl;n:

�á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢  ®àâ®¯à®¥ªâ®à®¢ Il;n �Il;n = Il;n ¨ Ip;n �Ip;n = Ip;n,   â ª¦¥ Il;n �Ip;n = Ip;n �Il;n = 0
¨ ä®à¬ã«ã (21), § ¯¨è¥¬

eg�( eQv; eSv) = �
1
2
Tr(Ip;nX

�1QXIl;n + Il;nX
�1QXIp;n)(Ip;nX

�1SXIl;n +

+Il;nX
�1SXIp;n) = �

1
2
Tr(Ip;nX

�1QXIl;nX
�1SXIp;n + Il;nX

�1SXIp;n

X�1QXIl;n) = �
1
2
Tr(Ip;nX

�1QXIl;nX
�1SX + Il;nX

�1SXIp;nX
�1QX) =

= �Tr Ip;nX
�1QXIl;nX

�1SX = �Tr Ip;nX
tQXIl;nX

tSX:

�®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® ¯®«ãç¥® ¨§ ®àâ®£® «ì®áâ¨ ¬ âà¨æë X.
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