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1. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë

�ãáâì A | ¬­®¦¥áâ¢® n-¬¥à­®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  En, £¤¥ n > 1, ¨ �(A) | ¥£®
£à ­¨æ . �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® A á®¤¥à¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¢ë¯ãª«®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¬
¯àï¬ëå (­ ¯à., ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬). � à ¡®â¥ ¤®ª § ­® (á¬. ­¨¦¥ â¥®à¥¬ã 3), çâ® â®£¤ 
¤«ï íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¡ã¤¥â ¢ë¯®«­ïâìáï ¢ª«îç¥­¨¥

2A � �(A) + �(A): (1.1)

�¤¥áì \+" | §­ ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© (¢¥ªâ®à­®©) áã¬¬ë, 2A | á®¢®ªã¯­®áâì ã¬­®¦¥­­ëå ­  2
¢¥ªâ®à®¢ ¨§ A. �ª«îç¥­¨¥ (1.1) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ­® ¢ ¢¨¤¥

A � �(A) + �(A)
2

;

®§­ ç îé¥¬, çâ® ª ¦¤ ï â®çª  ¬­®¦¥áâ¢  A ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯®«ãáã¬¬ë ¤¢ãå ¥£® £à -
­¨ç­ëå â®ç¥ª.

� áâ âì¥ â ª¦¥ ¤®ª § ­® (á¬. ­¨¦¥ â¥®à¥¬ã 5), çâ® ¯à¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ |
á¢ï§­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  A | ¢ª«îç¥­¨¥ (1.1) ¬®¦¥â ¡ëâì ãá¨«¥­® ¤® ¢ª«îç¥­¨ï

A+A � �(A) + �(A): (1.2)

�­â¥à¥á­®, ®¤­ ª®, ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯à¨ n = 1 ¢ª«îç¥­¨ï (1.1) ¨ (1.2), ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ¨¬¥îâ
¬¥áâ  | ¤®áâ â®ç­® ¢ E1 ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¬­®¦¥áâ¢  A à áá¬®âà¥âì ª ª®©-«¨¡® «ãç ¨«¨ ®âà¥§®ª
(­¥ ¢ëà®¦¤ îé¨©áï ¢ â®çªã). �ª«îç¥­¨ï (1.1) ¨ (1.2) ¬®£ãâ ­¥ ¢ë¯®«­ïâìáï ¨ ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå
¬­®¦¥áâ¢, á®¤¥à¦ é¨å ¯àï¬ë¥, ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¬®¦­® ¢§ïâì ª ªãî-«¨¡® ¯®«ã¯«®áª®áâì ¢
E2.

� à §¤¥«¥ 3 ¢ª«îç¥­¨ï (1.1) ¨ (1.2) ¤®ª §ë¢ îâáï ¬¥â®¤®¬ \¤¨áªà¥â¨§ æ¨¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ",  
¨¬¥­­® | ¯à®áâà ­áâ¢® En ¤¥«¨âáï £¨¯¥à¯«®áª®áâï¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ª®®à¤¨­ â­ë¬, ­  ªã¡ë
á ¤«¨­®© à¥¡à  �, ¨áå®¤­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® A  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ¯à¨à®¤ë,
  ¨¬¥­­® | ¬­®¦¥áâ¢®¬, á®áâ ¢«¥­­ë¬ ¨§ ãª § ­­ëå ªã¡®¢ (íâ® ¬­®¦¥áâ¢  
0� ¨ 
� ¨§ â¥®à¥¬
3 ¨ 5 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®). �¥à¢®­ ç «ì­® ¢ª«îç¥­¨ï (1.1) ¨ (1.2) ¤®ª §ë¢ îâáï ä ªâ¨ç¥áª¨ ¤«ï
¯®áâà®¥­­ëå  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ¬­®¦¥áâ¢,   § â¥¬ ¯ãâ¥¬ ¯à¥¤¥«ì­®£® ¯¥à¥å®¤  ¯à¨ � ! 0
­ã¦­ë¥ ¢ª«îç¥­¨ï à á¯à®áâà ­ïîâáï ¨ ­  ¨áå®¤­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® A.

� à §¤¥«¥ 2 ¤«ï à¥ «¨§ æ¨¨ ãª § ­­®£® ¯®¤å®¤  ¢¢®¤¨âáï àï¤ ¯®­ïâ¨© ¨ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â-
áï àï¤ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© (­¥ª®â®àë¥ ¨§ ª®â®àëå, ­ ¯à., â¥®à¥¬ë 1 ¨ 2, ¨¬¥îâ ¨
á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ë© ¨­â¥à¥á).

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
(¯à®¥ªâ ò95-01-00443).
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2. � â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ¯¯ à â: ª®­âãàë ¨ æ¥¯®çª¨

�¢¥¤¥¬ ¢­ ç «¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï:
¤«ï ¬­®¦¥áâ¢ R, í«¥¬¥­â ¬¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï ¬­®¦¥áâ¢  r ¯à®áâà ­áâ¢  En, ¡ã¤¥¬ ®¡®-

§­ ç âì [R = fx 2 En j 9r 2 R : x 2 rg, \R = fx 2 En j 8r 2 R : x 2 rg;
¬­®¦¥áâ¢® R0 íªá¯ ­á¨¢­® ¢ R (§ ¯¨áì R0 C R), ¥á«¨ R0 � R ¨ ¨§ ãá«®¢¨ï r0 2 R0, r 2 R,

r0 \ r 6= ; á«¥¤ã¥â r 2 R0; ­ ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® R = fr1; r2; r3g á®áâ®¨â ¨§ âà¥å ®âà¥§ª®¢
r1 = [1; 2], r2 = [2; 3], r3 = [4; 5], â® ¬­®¦¥áâ¢® R0 = fr1; r2g íªá¯ ­á¨¢­® ¢ R,   ¬­®¦¥áâ¢®
R00 = fr1; r3g ­¥ íªá¯ ­á¨¢­® ¢ R;

ª®­âãà K | ª®­¥ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬­®¦¥áâ¢, á®á¥¤­¨¥ ç«¥­ë (§¢¥­ìï) ª®â®à®© ¨¬¥-
îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥;

(r; r0)=R | ª®­âãà á ­ ç «ì­ë¬ §¢¥­®¬ r ¨ ª®­¥ç­ë¬ r0, §¢¥­ìï ª®â®à®£® áãâì í«¥¬¥­âë
¬­®¦¥áâ¢  R;

R á¢ï§­®, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå r; r0 2 R áãé¥áâ¢ã¥â ª®­âãà (r; r0)=R;
§ ¯¨á¨ ¢¨¤  K � R, K \ R = ; ®§­ ç îâ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, çâ® ¢á¥ §¢¥­ìï ª®­âãà  K áãâì

í«¥¬¥­âë R ¨ áà¥¤¨ §¢¥­ì¥¢ K ­¥â í«¥¬¥­â®¢ R;
¥á«¨ ª®­¥æ ª®­âãà  K ¨ ­ ç «® ª®­âãà  K 0 ¯¥à¥á¥ª îâáï, â®, áâ ¢ï K 0 ¢á«¥¤ §  K, ¯®«ãç¨¬

ª®­âãà-áã¬¬ã (®¡®§­ ç¥­¨¥ K +K 0 ­¥ ¯ãâ âì á  «£¥¡à ¨ç¥áª®© áã¬¬®©);
Q = fx 2 En j 0 � xj � 1; j = 1; : : : ; ng, W �

n = f�Q + �z j z | æ¥«®ç¨á«¥­­ë© ¢¥ªâ®à ¨§ Eng,
£¤¥ � | ä¨ªá¨à®¢ ­­®¥ ¢ ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«®;

!, !0 | í«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  W �
n, ï¢«ïîé¨¥áï ªã¡ ¬¨ á ¤«¨­®© à¥¡à  �; ¯® ¯®áâà®¥­¨î

! = �Q+ b!, £¤¥ b!=� | æ¥«®ç¨á«¥­­ë© ¢¥ªâ®à ¨§ En;
ªã¡ë !, !0 ¨­æ¨¤¥­â­ë (§ ¯¨áì !j!0), ¥á«¨ jb! � b!0j = �;
� | ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ª®­ªà¥â­ëå ¨­æ¨¤¥­â­ëå ªã¡®¢ ¨§ W �

n ;
� ¨­æ¨¤¥­â­® ªã¡ã ! (§ ¯¨áì �j!), ¥á«¨ � � !;
¬­®¦¥áâ¢ , ®¡à §®¢ ­­ë¥ ¨§ ! ¨ � ª ª ¨§ í«¥¬¥­â®¢, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ç¥à¥§


 ¨ H (¢®§¬®¦­® á ¨­¤¥ªá ¬¨);
¯ à  !, !0 ¯¥à¥á¥ª ¥â H, ¥á«¨ ! \ !0 2 H;
n
 =W �

n n 
;
�(
) = f� j �j!; �j!0, £¤¥ ! 2 
, !0 =2 
g;
b�(
) = [�(
) | £à ­¨æ  ¬­®¦¥áâ¢  [
 ¢ \®¡ëç­®¬ á¬ëá«¥";
æ¥¯®çª  G | ª®­¥ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ªã¡®¢ !, á®á¥¤­¨¥ í«¥¬¥­âë (§¢¥­ìï) ª®â®à®©

¨­æ¨¤¥­â­ë;
[!; !0] | æ¥¯®çª  á ­ ç «ì­ë¬ §¢¥­®¬ ! ¨ ª®­¥ç­ë¬ !0;
[!; !0]=
 | æ¥¯®çª  á ­ ç «ì­ë¬ §¢¥­®¬ ! ¨ ª®­¥ç­ë¬ §¢¥­®¬ !0, á®áâ ¢«¥­­ ï ¨§ í«¥¬¥­â®¢

¬­®¦¥áâ¢  
;
¯ à  á®á¥¤¥© ¨§ G | ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯ à  á®á¥¤­¨å §¢¥­ì¥¢ ¨§ G;
q(G;H) | ç¨á«® ¯ à á®á¥¤¥© æ¥¯®çª¨ G, ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ª®â®àëå ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H;
bG | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥á¥ç¥­¨© ¯ à á®á¥¤¥© æ¥¯®çª¨ G;
HG = H \ bG;
(�G) | ¢§ïâ ï ¢ ®¡à â­®¬ ¯®àï¤ª¥ æ¥¯®çª  G;
¥á«¨ ª®­¥æ æ¥¯®çª¨ G ¨ ­ ç «® æ¥¯®çª¨ G0 ¨­æ¨¤¥­â­ë ¨«¨ á®¢¯ ¤ îâ, â®, áâ ¢ï G0 ¢á«¥¤ § 

G (¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¡¥§ ¯¥à¢®£® §¢¥­ ), ¯®«ãç¨¬ æ¥¯®çªã-áã¬¬ã (®¡®§­ ç¥­¨¥ G+G0 ­¥ ¯ãâ âì
á  «£¥¡à ¨ç¥áª®© áã¬¬®©);

æ¥¯®çª  G § ¬ª­ãâ , ¥á«¨ ¥¥ ­ ç «ì­®¥ ¨ ª®­¥ç­®¥ §¢¥­ìï á®¢¯ ¤ îâ; ¢ ç áâ­®áâ¨, ®¤­®§¢¥­-
­ ï æ¥¯®çª , ®ç¥¢¨¤­®, § ¬ª­ãâ , ­¥ ¨¬¥¥â á®á¥¤­¨å §¢¥­ì¥¢ ¨ ¤«ï ­¥¥ bG = ; ¨ q(G;H) = 0
8H;

á¬¥é¥­¨¥ | ®¯¥à â®à á¤¢¨£  ­  �� ¯® ®¤­®© ¨§ ª®®à¤¨­ â xj , j = 1; : : : ; n;
àï¤ á¬¥é¥­¨© ¢ æ¥¯®çª¥ G | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì á¬¥é¥­¨©, ¯¥à¥¢®¤ïé¨å §¢¥­ìï G ¢ ­¥¯®-

áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ãîé¨¥;
æ¥¯®çª  G | ¬¨­¨-æ¥¯®çª , ¥á«¨ ¢ ¥¥ àï¤ã á¬¥é¥­¨© ­¥â ®¤¨­ ª®¢ëå í«¥¬¥­â®¢.

�¥¬¬  1. �á«¨ G | ¬¨­¨-æ¥¯®çª , â® \G 6= ;.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡®£® §¢¥­  (ªã¡ ) g 2 G ¨¬¥¥¬ g =
n\
j=1

Pgj , £¤¥ Pgj = fx 2 En j bgj �
xj � bgj + �g. �®íâ®¬ã ¡ã¤¥â ¢ë¯®«­ïâìáï \G = \

g

� n\
j=1

Pgj
�
=

n\
j=1

�\
g
Pgj

�
=

n\
j=1

PGj . �®áª®«ìªã G

| ¬¨­¨-æ¥¯®çª , â® PGj 6= ; 8j. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ¢ æ¥¯®çª¥ G á¬¥é¥­¨© ¯® j-© ª®®à¤¨­ â¥
­¥â á®¢á¥¬, â® PGj | íâ® á«®© PGj = Pgj ; ¥á«¨ ¦¥ á¬¥é¥­¨ï ¯® j-© ª®®à¤¨­ â¥ ¨¬¥îâáï, â® PGj
| íâ® £¨¯¥à¯«®áª®áâì xj = bgj+ � (¥á«¨ ¨¬¥¥âáï á¬¥é¥­¨¥ â®«ìª® ­  � ¨«¨ á­ ç «  ­  �,   ¯®â®¬
­  ��) ¨«¨ £¨¯¥à¯«®áª®áâì xj = bgj (¥á«¨ ¨¬¥¥âáï á¬¥é¥­¨¥ â®«ìª® ­  �� ¨«¨ á­ ç «  ­  ��,  
¯®â®¬ ­  �).

� ª ª ª ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì ª PGj ®¯à¥¤¥«ï¥âáï «¨èì j-© ª®®à¤¨­ â®©, â® ¨
n\

g=1
PGj 6= ;.

�¥¬¬  2. �ãáâì !; !0 2W �
n ¨ ! \ !0 6= ;. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¬¨­¨-æ¥¯®çª  G = [!; !0].

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áª®«ìªã ! \ !0 6= ;, â® ¢¥ªâ®à b!0 á¬¥é¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® ¢¥ªâ®à  b! ¯®
ª ¦¤®© ¨§ ª®®à¤¨­ â ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  �. �ã¤¥¬ ¤¢¨£ âìáï ®â b! ª b!0, á¬¥é ïáì ¯® ®ç¥à¥¤¨ ¯®
ª ¦¤®© ¨§ á¬¥é¥­­ëå ª®®à¤¨­ â ­  �. � ª¨¬ ®¡à §®¬, §  ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ n è £®¢ ¡ã¤¥â ¯®áâà®¥­ 
¬¨­¨-æ¥¯®çª  [!; !0].

�¥¬¬  3. �ãáâì G = [!; !0]| ¬¨­¨-æ¥¯®çª , 
 �W �
n ¨ ¬­®¦¥áâ¢® H íªá¯ ­á¨¢­® ¢ �(
).

�¨á«® q(G;H) ç¥â­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ! ¨ !0 ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ãî ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì
ª ¬­®¦¥áâ¢ã 
, â. ¥. ª®£¤  «¨¡® !; !0 2 
, «¨¡® !; !0 =2 
.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áª®«ìªã G | ¬¨­¨-æ¥¯®çª , â® (¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1) \G 6= ; ¨, §­ ç¨â,
\ bG 6= ;. �á«¨ HG = ;, â® q(G;H) = 0. �ã¤¥¬ ¤ «¥¥ áç¨â âì, çâ® HG 6= ;. �®£¤  ¢ á¨«ã â®£®,
çâ® \ bG 6= ; ¨ H C �(
), ¯®«ãç¨¬ HG = (�(
))G ¨, §­ ç¨â, q(G;H) = q(G;�(
)). �® ¤«ï
«î¡®© æ¥¯®çª¨ eG ç¨á«® q( eG;�(
)), ®ç¥¢¨¤­®, á®¢¯ ¤ ¥â á ç¨á«®¬ ¯¥à¥¬¥­ ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ ª
¬­®¦¥áâ¢ã 
 ¢ àï¤ã ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ëå §¢¥­ì¥¢ æ¥¯®çª¨ eG, ­ ç¨­ ï á ¯¥à¢®£®. (�¢  á®á¥¤­¨å
§¢¥­  æ¥¯®çª¨ ¨¬¥îâ, ®ç¥¢¨¤­®, à §­ãî ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì ª ¬­®¦¥áâ¢ã 
 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ¨å ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª �(
).) �®íâ®¬ã q( eG;�(
)) ç¥â­®, ¥á«¨ ã ­ ç «  ¨ ª®­æ 
eG ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ ª ¬­®¦¥áâ¢ã 
 ®¤¨­ ª®¢ë¥ ¨ q( eG;�(
)) ­¥ç¥â­®, ¥á«¨ ã ­ ç «  ¨ ª®­æ  eG
¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ ª ¬­®¦¥áâ¢ã 
 à §«¨ç­ë¥.

�¥¬¬  4. �ãáâì G | § ¬ª­ãâ ï æ¥¯®çª , 
 � W �
n ¨ ¬­®¦¥áâ¢® H íªá¯ ­á¨¢­® ¢ �(
).

�®£¤  q(G;H) ç¥â­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ç¨á«ã §¢¥­ì¥¢ æ¥¯®çª¨ G. �á«¨ G | ¬¨­¨-
æ¥¯®çª , â® q(G;H) ç¥â­® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 3. �ã¤¥¬ ¤ «¥¥ áç¨â âì, çâ® G | ­¥ ¬¨­¨-æ¥¯®çª .
�®£¤  ¢ á¨«ã § ¬ª­ãâ®áâ¨ G ­ ©¤¥âáï â ª®¥ j, çâ® ¢ G ¡ã¤¥â ¡®«¥¥ ¤¢ãå á¬¥é¥­¨© ¯® xj ¨ ­ ©-
¤ãâáï â ª¨¥ g1 ¨ g2 | §¢¥­ìï æ¥¯®çª¨ G, çâ® ­  ãç áâª¥ G12 æ¥¯®çª¨ G ®â g1 ¤® g2 ¡ã¤¥â à®¢­®
¤¢  á¬¥é¥­¨ï ¯® xj ¨ ®­¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë (\®â", \¤®", \¬¥¦¤ã" ¢ ¤ ­­®© «¥¬¬¥ ¯®­¨¬ îâáï
¢ª«îç¨â¥«ì­®).

�ãáâì G1 | ãç áâ®ª G ®â ­ ç «  ¤® g1, G2 | ®â g2 ¤® ª®­æ , G21 = G2 + G1. �®áª®«ìªã
¢ G ¡®«¥¥ ¤¢ãå á¬¥é¥­¨© ¯® xj , â® G21 á®¤¥à¦¨â å®âï ¡ë ®¤­® á¬¥é¥­¨¥ ¯® xj ,   â. ª. æ¥¯®çª 
G12+G21 § ¬ª­ãâ , â® G21 á®¤¥à¦¨â ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¥ á¬¥é¥­¨¥ ¯® xj . � ª¨¬ ®¡à §®¬, G12 ¨
G21 ­¥ ï¢«ïîâáï ªà âç ©è¨¬¨ æ¥¯®çª ¬¨, á¢ï§ë¢ îé¨¬¨ ªã¡ë g1 ¨ g2. � áá¬®âà¨¬ ®â¤¥«ì­®
¤¢  á«ãç ï.

1) g1 6= g2. �ãáâì G+ | ªà âç ©è ï æ¥¯®çª , á¢ï§ë¢ îé ï g1 ¨ g2. �®£¤  G1 = G12+(�G+),
G2 = G21 +G+ | § ¬ª­ãâë¥ æ¥¯®çª¨ á ¬¥­ìè¨¬, ç¥¬ ã G, ª®«¨ç¥áâ¢®¬ §¢¥­ì¥¢ ¨, ®ç¥¢¨¤­®,

q(G;H) = q(G1;H) + q(G2;H)� 2q(G+;H):

�®áª®«ìªã ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ç¨á«  q(G1;H) ¨ q(G2;H) ç¥â­ë¥, â® ¨ ç¨á«® q(G;H)
ç¥â­®¥.

2) g1 = g2. � íâ®¬ á«ãç ¥ G12 ¨ G21 | § ¬ª­ãâë¥ æ¥¯®çª¨ á ¬¥­ìè¨¬, ç¥¬ ã G, ª®«¨ç¥áâ¢®¬
§¢¥­ì¥¢, â®£¤ 

q(G;H) = q(G12;H) + q(G21;H):
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�®áª®«ìªã ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ç¨á«  q(G12;H) ¨ q(G21;H) ç¥â­ë¥, â® ¨ ç¨á«® q(G;H)
ç¥â­®¥. �

�¥¬¬  5. �ãáâì R0, R00 | ¤¢  á¢ï§­ëå ¨ íªá¯ ­á¨¢­ëå ¢ R ¬­®¦¥áâ¢ . �®£¤  «¨¡® R0 \
R00 = ;, «¨¡® R0 = R00.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢®¯à¥ª¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨î «¥¬¬ë R0 \ R00 6= ;, ­® áãé¥áâ¢ã¥â
r0 2 R0 n R00. �ãáâì r0 2 R0 \ R00. �®áª®«ìªã R0 á¢ï§­®, â® áãé¥áâ¢ã¥â ª®­âãà K = (r0; r0)=R.
�®áª®«ìªã ¦¥ r0 2 R00 ¨ R00 C R, â® ¢á¥ §¢¥­ìï ª®­âãà  K ¡ã¤ãâ ¯à¨­ ¤«¥¦ âì ¬­®¦¥áâ¢ã R00,
çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® r0 =2 R00.

�¥¬¬  6. �ãáâì R0 | á¢ï§­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢  R. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®¤­®§­ ç-

­® ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ á¢ï§­®¥ ¨ íªá¯ ­á¨¢­®¥ ¢ R ¬­®¦¥áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥ R0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì r0 2 R0. � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã ¬­®¦¥áâ¢M = fm j m � R, r0 2m, m
á¢ï§­®¥g. �­®¦¥áâ¢® M 6= ;, â. ª. R0 2M . �ë ãâ¢¥à¦¤ ¥¬, çâ® â®£¤  ¨áª®¬ë¬ ¡ã¤¥â ¬­®¦¥áâ¢®
[M = fr 2 R j 9m 2M : r 2mg.

�®ª ¦¥¬ ¢­ ç «¥ á¢ï§­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  [M . �ãáâì r; r0 2 [M . �®£¤  ­ ©¤ãâáï m;m0 2 M
â ª¨¥, çâ® r 2 m, r0 2 m0. � á¨«ã á¢ï§­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ m ¨ m0 ­ ©¤ãâáï ª®­âãàë K = (r; r0)=m
¨ K 0 = (r0; r0)=m0. �® â®£¤  ª®­âãà K + K 0 = (r; r0)= [M ¡ã¤¥â á¢ï§ë¢ âì ¬­®¦¥áâ¢  r ¨ r0

í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ [M . �¢ï§­®áâì [M ãáâ ­®¢«¥­ .
�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® [M íªá¯ ­á¨¢­® ¢ R. �ãáâì r 2 [M , r0 2 R, r \ r0 6= ;.

�®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  r0 2 [M . � ©¤¥âáï m 2 M â ª®¥, çâ® r 2 m. �®áª®«ìªã r \ r0 6= ;, â®
m [ fr0g 2 M ¨, §­ ç¨â, r0 2 [M . �ªá¯ ­á¨¢­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  [M ¤®ª § ­ . �¤­®§­ ç­®áâì
à áè¨à¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  R0 ¤® á¢ï§­®£® ¨ íªá¯ ­á¨¢­®£® ¢ R á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 5.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® 
 � W �
n â ª®¢®, çâ® 
 ¨ n
 á¢ï§­ë. �®£¤  ¨ ¬­®¦¥áâ¢®

�(
) á¢ï§­®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì H | ­¥ª®â®à®¥ á¢ï§­®¥ ¨ íªá¯ ­á¨¢­®¥ ¢ �(
) ¬­®¦¥áâ¢®. �­®
áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 5. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨ ®­® á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬
�(
) ¨ â¥¬ á ¬ë¬ â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª § ­ . �ãáâì � 2 H ¨ ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â �0 2 �(
)nH.
�ãé¥áâ¢ãîâ, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ªã¡ë !; !0 2 
 ¨ !0; !00 2 n
 â ª¨¥, çâ® �j!, �j!0, �0j!0, �0j!00. �
á¨«ã á¢ï§­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ 
 ¨ n
 ­ ©¤ãâáï ª®­âãàë K 0 = (!0; !00)=(n
), K = (!0; !)=
.

�® ª ¦¤ãî ¯ àã á®á¥¤­¨å §¢¥­ì¥¢ ¨§ K 0 ¨ K ¬®¦­® (¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2) á®¥¤¨­¨âì ¬¨­¨-
æ¥¯®çª®©, ª®â®à ï (¢ á¨«ã «¥¬¬ë 3) ¯¥à¥á¥ª ¥â H ç¥â­®¥ ç¨á«® à §. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã-
îâ æ¥¯®çª¨ G0 = [!0; !0], G = [!0; !] â ª¨¥, çâ® ç¨á«  q(G0;H) ¨ q(G;H) ç¥â­ë¥. �¡à §ã¥¬
¤ «¥¥ æ¥¯®çªã G+, ¤®¯®«­¨¢ æ¥¯®çªã G ®¤­¨¬ ¯®á«¥¤­¨¬ ¨¤ãé¨¬ §  ! §¢¥­®¬ !0. �®áª®«ìªã
� = ! \ !0 2 H, â® q(G+;H) = q(G;H) + 1. �® â®£¤  § ¬ª­ãâ ï æ¥¯®çª  G0 = G0 + G+ ¡ã¤¥â
¢®¯à¥ª¨ «¥¬¬¥ 4 ¯¥à¥á¥ª âì ¬­®¦¥áâ¢® H ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«® à §: q(G0;H) = q(G0;H) + q(G;H) + 1
­¥ç¥â­®.

�«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  
 � W �
n ¡ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ 
^ = f! 2 
 j 9!0 =2


 : !j!0g ¬­®¦¥áâ¢® £à ­¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  
.
�¥¬¬  7. �á«¨ ¤«ï 
 �W �

n ¬­®¦¥áâ¢® �(
) á¢ï§­®, â® á¢ï§­® ¨ 
^.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì !; !0 2 
^. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ª®­âãà K = (!; !0)=
^.
� ©¤ãâáï �; �0 2 �(
) â ª¨¥, çâ® � � ! ¨ �0 � !0. � ª ª ª �(
) á¢ï§­®, â® ­ ©¤¥âáï ª®­âãà
K0 = (�; �0)=�(
). � ¬¥­ïï ª ¦¤®¥ §¢¥­® k ¨§ ª®­âãà  K0 ­  !k â ª®¥, çâ® k � !k, !k 2 
^,
¯®«ãç¨¬ ¨áª®¬ë© ª®­âãà K = (!; !0)=
^.

�¥¬¬  8. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® 
 � W �
n (£¤¥ n > 1) ª®­¥ç­®, 
1 ¡¥áª®­¥ç­® ¨ íªá¯ ­á¨¢­® ¢

n
. �®£¤  
+ = n
1 ª®­¥ç­®.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áª®«ìªã 
 ª®­¥ç­®, â® ­ ©¤¥âáï ç¨á«® h â ª®¥, çâ® ¥á«¨ ¤«ï ª ª®£®-
«¨¡® ªã¡  ! ­ ©¤¥âáï ¨­¤¥ªá j â ª®©, çâ® jb!j j > h, â® ­¥®¡å®¤¨¬® ! 2 n
. �®¯ãáâ¨¬, çâ®
¬­®¦¥áâ¢® 
+ ¡¥áª®­¥ç­®. �®£¤  ­ ©¤ãâáï ªã¡ë !, !0 ¨ ¨­¤¥ªáë j, j0 â ª¨¥, çâ® ! 2 
1,
!0 2 
+, jb!jj > h, jb!0j0 j > h. � áá¬®âà¨¬ ¢®§¬®¦­ë¥ á«ãç ¨.

1) j 6= j0. � íâ®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â æ¥¯®çª  G = [!; !0]=(n
). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¬®¦­® ¯à¥-
®¡à §®¢ âì ¢¥ªâ®à b! ¢ b!0, ¬¥­ïï á­ ç «  â®«ìª® j0-î ª®®à¤¨­ âã (j-ï ­  íâ®¬ íâ ¯¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â
¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì ¯®à®¦¤¥­­ëå ªã¡®¢ ª n
),   § â¥¬, ­¥ âà®£ ï ¥¥, ¬¥­ïï ®áâ «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë
(­  íâ®¬ íâ ¯¥ j0-ï ª®®à¤¨­ â  ¡ã¤¥â ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì ¯®à®¦¤¥­­ëå ªã¡®¢ ª n
).
�®áª®«ìªã 
1 C (n
) ¨ ! 2 
1, ¯®«ãç¨¬ !0 2 
1, ¢®¯à¥ª¨ â®¬ã, çâ® !0 2 
+.

2) j = j0. �®áª®«ìªã n > 1, â® ­ ©¤¥âáï ªã¡ !+ ¨ ¨­¤¥ªá j+ 6= j â ª¨¥, çâ® b!+
j+ > h ¨ b!+

l = b!l
8l 6= j+. �ãé¥áâ¢ã¥â æ¥¯®çª  G = [!; !0]=(nG). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¬®¦­® ¯à¥®¡à §®¢ âì b! ¢ b!+,
¬¥­ïï â®«ìª® j+-î ª®®à¤¨­ âã (j-ï ¡ã¤¥â ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâì ¯®à®¦¤¥­­ëå ªã¡®¢ ª
n
). �®áª®«ìªã 
1 C (n
) ¨ ! 2 
1, â® ¨ !+ 2 
1. �¥à¥®¡®§­ ç ï ¤ «¥¥ ! = !+, j = j+,
¯à¨å®¤¨¬ ª á«ãç î 1).

�«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  
 � W �
n ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ �
 = f! 2 W �

n j �! 2 
g ¬­®¦¥áâ¢®
¢á¥å ªã¡®¢, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® ­ ç «  ª®®à¤¨­ â ªã¡ ¬ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  
.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® 
 � W �
n á¢ï§­®,   
 \ �
 ª®­¥ç­® ¨ ­¥¯ãáâ®. �®£¤  (¯à¨

n > 1) b�(
) \ b�(�
) 6= ;.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï 
0 = �
, 
\ = 
 \ 
0, 
+ = 
 n 
0, 
0+ = 
0 n 
.

�ãáâì 
0 á¢ï§­® ¨ íªá¯ ­á¨¢­® ¢ 
\, 
0
1
á¢ï§­®, ¡¥áª®­¥ç­® ¨ íªá¯ ­á¨¢­® ¢ n
0, 
0

+ = n
0
1
.

(�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ 
0 ¨ 
0
1
®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï «¥¬¬®© 6.) �ç¥¢¨¤­®, 
0 � 
0

+. �®ª ¦¥¬,
çâ® !0

+ á¢ï§­®. �ãáâì !; !0 2 
0
+, K = (!; !0)=W �

n ,   k1 ¨ k2 | á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯¥à¢ë© ¨ ¯®á«¥¤­¨©
í«¥¬¥­âë ª®­âãà  K, ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ã 
0

+, §¢¥­® k
�

1 ¯à¥¤è¥áâ¢ã¥â §¢¥­ã k1 ¨ §¢¥­®
k+2 á«¥¤ã¥â §  §¢¥­®¬ k2.

�®áª®«ìªã 
0
1
C (n
0), â® k�1 ; k

+
2 2 
0, ¨ ¢ á¨«ã á¢ï§­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  
0 áãé¥áâ¢ã¥â ª®­âãà

K12 = (k�1 ; k
+
2 )=


0. �ãáâì K1 | ãç áâ®ª ª®­âãà  K ®â ­ ç «  ¤® k�1 ,   K2 | ®â k+2 ¤® ª®­æ 
(\®â" ¨ \¤®" ¯®­¨¬ îâáï ¢ª«îç¨â¥«ì­®). �® â®£¤  K1+K12+K2 = (!; !0)=
0

+. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
ãáâ ­®¢¨«¨, çâ® !0

+ á¢ï§­®.
�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï


0^
+ = f! 2 
0

+ j 9!0 2 
0
1
: !j!0g;


0^
1
= f! 2 
0

1
j 9!0 2 
0

+ : !j!0g
¤«ï ¬­®¦¥áâ¢ £à ­¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢ 
0

+ ¨ 
0
1
á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®ª ¦¥¬, çâ®


0^
+ � 
0: (2.1)

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ¡ë ! 2 
0^
+ , ­® ! 2 n
0, â® ¢ á¨«ã 
0

1
C (n
0) ¯®«ãç¨«¨ ¡ë ¢ª«îç¥­¨¥

! 2 
0
1
, ¯à®â¨¢®à¥ç é¥¥ â®¬ã, çâ® ! 2 
0

+ = n
0
1
. �®®â­®è¥­¨¥ (2.1) ãáâ ­®¢«¥­®. �®ª ¦¥¬

¤ «¥¥, çâ®


0^
1
\ 
\ = ;: (2.2)

�®¯ãáâ¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ! 2 
0^
1
\ ! 2 
\. �®£¤  ! 2 
0

1
¨ áãé¥áâ¢ã¥â !0 2 
0

+ â ª®¥, çâ®
! \ !0 6= ;. �âáî¤ , ¨á¯®«ì§ãï (2.1), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì !0 2 
0^

+ � 
0 � 
\. � á¨«ã 
0 C 
\ ¯®«ãç¨¬
! 2 
0, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ª«îç¥­¨î ! 2 
0

1
. �®®â­®è¥­¨¥ (2.2) ãáâ ­®¢«¥­®.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¤ «¥¥, çâ® â¥®à¥¬  ­¥ ¢¥à­ , â. ¥. ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

b�(
) \ b�(�
) = ;: (2.3)

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç­® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® íâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥¨§¡¥¦­®
¢¥¤¥â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨ï¬. �®ª ¦¥¬ (¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ (2.3)) ¢ª«îç¥­¨¥


0^
1
� 
+ [
0+: (2.4)
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� á¨«ã (2.2) ¤®áâ â®ç­® ã¡¥¤¨âìáï «¨èì ¢ â®¬, çâ® 
0^
1
� 
[
0. �ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â ªã¡ ! 2 
0^

1
,

­® ! =2 
 [ 
0. �®£¤  ! 2 
0
1
¨ áãé¥áâ¢ã¥â !0 2 
0

+ : !j!0. �âáî¤ , ¨á¯®«ì§ãï (2.1), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì
!0 2 
0^

+ � 
0 � 
\ ¨, §­ ç¨â, ; 6= !\!0 � b�(
)\ b�(
0) ¨ ¤ ¦¥ !\!0 2 �(
)\�(
0). �®®â­®è¥­¨¥
(2.4) ãáâ ­®¢«¥­®.

�®ª ¦¥¬ ¤ «¥¥ (¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ (2.3)), çâ®


0^
1
� 
+ «¨¡® 
0^

1
� 
0+: (2.5)

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢®¯à¥ª¨ (2.5) áãé¥áâ¢ãîâ !; !0 2 
0^
1

â ª¨¥, çâ® ! 2 
+, !0 2 
0+. � á¨«ã
á¢ï§­®áâ¨ !0

+, â¥®à¥¬ë 1 ¨ «¥¬¬ë 7 áãé¥áâ¢ã¥â ª®­âãà K = (!; !0)=
0^
1
. � á¨«ã (2.4) ­ ©¤ãâáï

k, k0 | á®á¥¤­¨¥ í«¥¬¥­âë íâ®£® ª®­âãà  K | â ª¨¥, çâ® k 2 
+, k0 2 
0+. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
áãé¥áâ¢ã¥â (¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2) ¬¨­¨-æ¥¯®çª  G = [k; k0].

�®áª®«ìªã k 2 
+, â® ¥á«¨ G ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â �(
), â® ¨ k0 2 
,   ¥á«¨ G ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â �(
0),
â® k0 =2 
0. �®íâ®¬ã G ¯¥à¥á¥ª ¥â �(
) ¨ �(
0). � á«¥¤®¢ â¥«ì­®, á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 1 ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì
; 6= \ bG � b�(
) \ b�(
0), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î (2.3). �â ª, (2.5) ãáâ ­®¢«¥­®.

� áá¬®âà¨¬ á«ãç ©


0^
1
� 
+: (2.6)

(�¡®á­®¢ ­¨¥ 2-£® ¢®§¬®¦­®£® á«ãç ï 
0^
1
� 
0+  ­ «®£¨ç­®.) �®ª ¦¥¬ (¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ (2.3)

¨ (2.6)), çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï


0 � 
0
+: (2.7)

�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢®¯à¥ª¨ (2.7) áãé¥áâ¢ã¥â !0 2 
0 n 
0
+; ¯ãáâì ! 2 
0. � á¨«ã á¢ï§­®áâ¨ 
0 áãé¥-

áâ¢ã¥â ª®­âãà K = (!; !0)=
0. �®£¤  ­ ©¤ãâáï á®á¥¤­¨¥ §¢¥­ìï íâ®£® ª®­âãà  k, k0 â ª¨¥, çâ®
k 2 
0

+, k
0 =2 
0

+, ¨ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2 áãé¥áâ¢ã¥â ¬¨­¨-æ¥¯®çª  G = [k; k0]. �ãáâì g | ¯®á«¥¤­¥¥
§¢¥­® æ¥¯®çª¨ G â ª®¥, çâ® g 2 
0

+, ¨ g+ | á«¥¤ãîé¥¥ §  ­¨¬ §¢¥­®. �ç¨âë¢ ï (2.1) ¨ (2.6),
¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì g 2 
0^

+ � 
0 � 
0, g+ 2 
0^
1
� 
+ ¨, §­ ç¨â, g+ =2 
0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯ à  g, g+

¯¥à¥á¥ª ¥â �(
0),   â®ç­¥¥ g \ g+ 2 �(
0).
�ãáâì g | ¯¥à¢®¥ ¯®á«¥ g+ §¢¥­® æ¥¯®çª¨ G ¨ g =2 
+. (�­® áãé¥áâ¢ã¥â, ¯®áª®«ìªã k0 2 
0 ¨,

§­ ç¨â, k0 =2 
+.) � áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï.
1) g =2 
\. � íâ®¬ á«ãç ¥ g =2 
. �«ï §¢¥­  g

�, ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥¬ã §¢¥­ã g, ¢ë¯®«­ï¥âáï
¢ª«îç¥­¨¥ g

� 2 
+ � 
. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯ à  g
�

, g ¯¥à¥á¥ª ¥â �(
),   â®ç­¥¥ g
� \ g 2 �(
).

�®áª®«ìªã ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1 g \ g+ \ g� \ g 6= ;, â®, ¢®¯à¥ª¨ (2.3), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì b�(
) \ b�(
0) 6= ;.
2) g 2 
\. �®áª®«ìªã ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1 g \ g 6= ;,   â ª¦¥ ãç¨âë¢ ï, çâ® g 2 
0, 
0 C 
\,

¯®«ãç¨¬ g 2 
0 � 
0
+, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ®¯à¥¤¥«¥­¨î §¢¥­  g. �®®â­®è¥­¨¥ (2.7) ãáâ ­®¢«¥­®.

�®áª®«ìªã ¬­®¦¥áâ¢® 
0
+ ª®­¥ç­® (¢ á¨«ã «¥¬¬ë 8),   ¬­®¦¥áâ¢® 
0

1
¡¥áª®­¥ç­® ¨ á¢ï§­®,

â® ­ ©¤¥âáï ª®­âãà K = (!; !0)=
0
1
â ª®©, çâ® ! 2 
0^

1
, !0 =2 �
0

+. �ãáâì �K | ª®­âãà, ¯®«ãç¥­­ë©
¨§ K § ¬¥­®© ª ¦¤®£® §¢¥­  (ªã¡ ) k ¨§ K ­  á¨¬¬¥âà¨ç­®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ­ ç «  ª®®à¤¨­ â
§¢¥­® �k, â. ¥. �k = �k. �®ª ¦¥¬ (¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ (2.3) ¨ (2.6)), çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï

�K � 
0
1
; (2.8)

â. ¥. ª ¦¤®¥ §¢¥­® (ªã¡) ¨§ �K ¥áâì í«¥¬¥­â (ªã¡) ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  
0
1
. �®áª®«ìªã ¢ á¨«ã (2.7)


\ � 
0 � 
0
+, â® K \
\ = ;. �®áª®«ìªã ¦¥ 
\ = �
\, â® ¨ �K \
\ = ;. �«ï ¯®á«¥¤­¥£® §¢¥­  �!0

ª®­âãà  �K, ®ç¥¢¨¤­®, ¢ë¯®«­ï¥âáï �!0 = �!0 2 
0
1
. �®¯ãáâ¨¬, çâ® (2.8) ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¨ k |

¯®á«¥¤­¥¥ ¨§ §¢¥­ì¥¢ ª®­âãà  �K, ¤«ï ª®â®àëå k =2 
0
1
. �á«¨ ¡ë k 2 (n
0), â® ¢ á¨«ã 
0

1
C (n
0)

¯®«ãç¨«¨ ¡ë ¢ª«îç¥­¨¥ k 2 
0
1

¢®¯à¥ª¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨î §¢¥­  k. �á«¨ ¦¥ k 2 
0, â® ¯®«ãç¨¬
�K \ 
\ 6= ; ¢®¯à¥ª¨ à ­¥¥ ¤®ª § ­­®¬ã. �â ª, (2.8) ãáâ ­®¢«¥­®.

�§ (2.8) á«¥¤ã¥â �! = �! 2 
0
1
. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨á¯®«ì§ãï (2.7), ¢®¯à¥ª¨ íâ®¬ã ¡ã¤¥¬

¨¬¥âì �! 2 
0 � 
0
+.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®¯ãé¥­¨¥ (2.3) ¢¥¤¥â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨ï¬.
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3. � ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ â®ç¥ª ¬­®¦¥áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ ¯®«ãáã¬¬ë £à ­¨ç­ëå â®ç¥ª

�ãáâì A| ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨§En, K(A) | ¥£® ¢­ãâà¥­­¨© ª®­ãá, â. ¥. á®¢®ªã¯­®áâì (¢¬¥-
áâ¥ á â®çª®© 0) ­ ¯à ¢«ïîé¨å ¢¥ªâ®à®¢ «ãç¥©, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ A, ¨ R(A) = K(A) \ (�K(A))
| ¥£® ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, â. ¥. á®¢®ªã¯­®áâì (¢¬¥áâ¥ á â®çª®© 0) ­ ¯à ¢«ïîé¨å ¢¥ª-
â®à®¢ ¯àï¬ëå, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ A. �¨¦¥ ¡ã¤¥¬ ¬­®£®ªà â­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨§¢¥áâ­ãî «¥¬¬ã ¨§
¢ë¯ãª«®£®  ­ «¨§ , ª®â®àãî §¤¥áì áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢ á«¥¤ãîé¥© ä®à¬¥ (á¬. [1], á. 37, «¥¬¬  13;
[2], á. 148,   â ª¦¥ [3], á. 79, â¥®à¥¬  8.2).

�¥¬¬  9. �ãáâì ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢® A � En ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª fxkg â ª®¢ë,
çâ®

sup
k

�(xk; A) = sup
k

( inf
x2A

jxk � xj) < +1; jxkj ! +1; xk=jxkj ! v:

�®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® A á®¤¥à¦¨â «ãç¨ á ­ ¯à ¢«ïîé¨¬ ¢¥ªâ®à®¬ v (â. ¥. v 2 K(A)), ¯à¨ç¥¬
ãª § ­­ë¥ «ãç¨ ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ ª ¦¤ãî â®çªã ¬­®¦¥áâ¢  A, ¢­ãâà¥­­îî ®â­®á¨â¥«ì­®  ä-

ä¨­­®© ®¡®«®çª¨ ¬­®¦¥áâ¢  A.

�¨¦¥ ¢ â¥®à¥¬ å 3{5 à¥çì ¯®©¤¥â ® ¬­®¦¥áâ¢ å A � En, ¯®¬¥é îé¨åáï ¢ ¢ë¯ãª«ëå ¬­®-
¦¥áâ¢ å, ­¥ á®¤¥à¦ é¨å ¯àï¬ëå, â. ¥. ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­ï¥âáï

dimR(convA) = 0; (3.1)

£¤¥ convA | ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ¬­®¦¥áâ¢  A.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® A � En, £¤¥ n > 1, á®¤¥à¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¢ë¯ãª«®¬

¬­®¦¥áâ¢¥, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¬ ¯àï¬ëå (â.¥. ¤«ï ­¥£® ¢ë¯®«­ï¥âáï (3:1)). �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
¢ª«îç¥­¨¥

A � �(A) + �(A)
2

;

â. ¥. ª ¦¤ ï â®çª  ¬­®¦¥áâ¢  A ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯®«ãáã¬¬ë ¤¢ãå £à ­¨ç­ëå â®ç¥ª

íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢®¯à¥ª¨ â¥®à¥¬¥ 3, áãé¥áâ¢ã¥â â®çª 

x0 2 A; x0 =2 �(A) + �(A)
2

: ( )

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® íää¥ªâ ( ) á®åà ­ï¥âáï ¯à¨ ¯¥à¥­®á¥ ­ ç «  ª®®à¤¨­ â ¢ â®çªã x0; ¯®íâ®¬ã
¡ã¤¥¬ á á ¬®£® ­ ç «  áç¨â âì, çâ® x0 = 0. �®áâà®¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® 
0� = f! 2W �

n j ! \ A 6= ;g. �
á¨«ã «¥¬¬ë 6 áãé¥áâ¢ã¥â ¬­®¦¥áâ¢® 
� á¢ï§­®¥ ¨ íªá¯ ­á¨¢­®¥ ¢ 
0�, ¨ ª®â®à®¬ã ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
å®âï ¡ë ®¤¨­ ªã¡ !, á®¤¥à¦ é¨© â®çªã 0 (  §­ ç¨â, ¨ ¢á¥ ªã¡ë, á®¤¥à¦ é¨¥ 0). �ãáâì 
0� =
f! 2W �

n j �! 2 
�g | ¬­®¦¥áâ¢® ªã¡®¢, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® ­ ç «  ª®®à¤¨­ â ªã¡ ¬
¨§ ¬­®¦¥áâ¢  
�. �®áª®«ìªã 0 2 A, â® 
� \ 
0� 6= ;. � á¨«ã (3.1) ¨ «¥¬¬ë 9 ¬­®¦¥áâ¢® 
� \ 
0�
ª®­¥ç­®. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 ­ ©¤ãâáï â®çª¨ y� 2 b�(
�)\b�(
0�) ¨ �y� 2 b�(
�). �®áª®«ìªã

� C 
0�, â® �(
�) � �(
0�) ¨, §­ ç¨â, y� =2 A ¨ �y� =2 A. �®íâ®¬ã ­ ©¤ãâáï â®çª¨ x�; x�+ 2 �(A)
â ª¨¥, çâ® jx� � y�j � �

p
n, jx�+ + y�j � �

p
n.

�ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì � = �k ! 0. � á¨«ã (3.1) ¨ «¥¬¬ë 9 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x�k

®£à ­¨ç¥­­ ï. �®íâ®¬ã (­  ­¥ª®â®à®© ¥¥ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« x�k ! x
¨, §­ ç¨â, x�k+ ! �x, ¯à¨ç¥¬ x;�x 2 �(A). �®£¤ , ¢®¯à¥ª¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ( ), ¯®«ãç¨¬
0 = (x+ (�x))=2.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �á«¨ A � En, £¤¥ n > 1, | ¢ë¯ãª«®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¥
¯àï¬ëå, â® ¤«ï ­¥£® ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® 2A = �(A) + �(A).

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ f(x) | ¢ë¯ãª« ï ­  En, £¤¥ n � 1, äã­ªæ¨ï, ­¥ ï¢«ïîé ïáï «¨­¥©­®©,
â® ¤«ï ­¥¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® 2 epi f(x) = �f(x)+�f(x), £¤¥ epi f(x) | ­ ¤£à ä¨ª äã­ªæ¨¨
f ¨ �f(x) | ¥¥ £à ä¨ª.

�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  4 ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¨ ¢ â® ¦¥ ¢à¥¬ï ®¡®¡é¥­¨¥¬ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥-
¬ë 3.
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�¥®à¥¬  4. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® A � En â ª®¢®, çâ®

dimR(convA) < n� 1: (3.2)

�®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï A � �(A)+�(A)
2

.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x0 2 A, x0 =2 (�(A)+�(A))=2. � á¨«ã (3.2) ­ ©¤ãâáï ­¥­ã«¥¢ë¥ ¢¥ª-
â®àë v1, v2 ¨§ ®àâ®£®­ «ì­®£® ¤®¯®«­¥­¨ï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  R(convA) â ª¨¥, çâ® v1?v2. �ãáâì
P 0 = x0 + Lfv1; v2g, £¤¥ Lfv1; v2g | «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  ¯ àë ¢¥ªâ®à®¢ fv1; v2g.

�­®¦¥áâ¢® A0 = A \ P 0 «¥¦¨â ¢ ¤¢ã¬¥à­®¬ «¨­¥©­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨ P 0 ¨ ­¥ á®¤¥à¦¨â
¯àï¬ëå. �® â¥®à¥¬¥ 3 ­ ©¤ãâáï â®çª¨ x1 ¨ x2 £à ­¨ç­ë¥ ¤«ï A0 ®â­®á¨â¥«ì­® P 0 â ª¨¥, çâ®
x0 = (x1 + x2)=2. �®, ®ç¥¢¨¤­®, â®çª¨ x1 ¨ x2 ¡ã¤ãâ â®£¤  £à ­¨ç­ë¬¨ ¤«ï A ®â­®á¨â¥«ì­®
En.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® A � En ï¢«ï¥âáï á« ¡® á¢ï§­ë¬, ¥á«¨ ¥£® ­¥«ì§ï à §¡¨âì ­ 
¤¢  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  A0, A00 â ª¨å, çâ®

A = A0 [A00; d(A0; A00) = inffjx0 � x00j j x0 2 A0; x00 2 A00g > 0:

� ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  ï¢«ïîâáï á« ¡® á¢ï§­ë¬¨, ­® ­¥ ï¢«ïîâáï á¢ï§­ë¬¨ ¢ \®¡ëç-
­®¬ á¬ëá«¥" (á¬. [4], á. 463):

1) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥« ¢ E1,
2) ¬­®¦¥áâ¢® fx 2 E2 j x2 = exp x1 ¨«¨ x2 = 0g, ï¢«ïîé¥¥áï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ íªá¯®­¥­âë ¨ ¥¥

 á¨¬¯â®âë.
� â® ¦¥ ¢à¥¬ï «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢áïª®¥ á¢ï§­®¥ ¢ \®¡ëç­®¬ á¬ëá«¥" ¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï ¨

á« ¡® á¢ï§­ë¬.

�¥¬¬  10. �«ï â®£® çâ®¡ë ¬­®¦¥áâ¢® A � En ¡ë«® á« ¡® á¢ï§­ë¬, ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ -

â®ç­®, çâ®¡ë ¯à¨ «î¡®¬ � > 0 ¡ë«® á¢ï§­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢® 
� = f! 2W �
n j ! \A 6= ;g.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �®¯ãáâ¨¬, çâ® A á« ¡® á¢ï§­®, ­® 
� ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬
� > 0 ­¥á¢ï§­®. �â® §­ ç¨â, çâ® ­ ©¤ãâáï ªã¡ë !; !0 2 
�, ¤«ï ª®â®àëå ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ª®­âãà 
K = (!; !0)=
�. � á¨«ã «¥¬¬ë 6 áãé¥áâ¢ã¥â á¢ï§­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® 
! â ª®¥, çâ® ! 2 
!, 
! C 
�.

�ç¥¢¨¤­®, !0 =2 
!. �®íâ®¬ã 
! 6= 
�. �¡®§­ ç¨¬ 
0! = 
� n 
!. �®áª®«ìªã 
! C 
�, â®
ªã¡ë ¨§ 
! ­¥ ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï á ªã¡ ¬¨ ¨§ 
0!. �®íâ®¬ã d(!; !0) � � ¯à¨ «î¡ëå ! 2 
!,
!0 2 
0!. �¡®§­ ç¨¢ A = A \ ([
!), A

0

= A \ ([
0!), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì A = A [A0 ¨ d(A;A0) � �, çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® A á« ¡® á¢ï§­®.

�®áâ â®ç­®áâì. �®¯ãáâ¨¬, çâ® A ­¥ ï¢«ï¥âáï á« ¡® á¢ï§­ë¬, â. ¥. áãé¥áâ¢ãîâ A0, A00 ¨
ç¨á«® 
 â ª¨¥, çâ® A = A0 [A00 ¨ d(A0; A00) > 
 > 0. �®ª ¦¥¬, çâ® â®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® 
� ­¥á¢ï§­®
¯à¨ � = 
=(2

p
n). �¢¥¤¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ 


0� = f! 2W �
n j ! \A0 6= ;g; 
00� = f! 2W �

n j ! \A00 6= ;g:
�®¯ãáâ¨¬, çâ® 
� á¢ï§­®. �ãáâì !0 2 
0�, !00 2 
00�. �®£¤  ­ ©¤ãâáï ª®­âãà K = (!0; !00)=
� ¨
á®á¥¤­¨¥ (¨«¨ á®¢¯ ¤ îé¨¥) í«¥¬¥­âë k0 ¨ k00 ª®­âãà  K â ª¨¥, çâ® k0 2 
0�, k00 2 
00�. �®£¤ 
­ ©¤ãâáï ¨ â®çª¨ z0, z00 â ª¨¥, çâ®

z0 2 k0; z0 2 A0; z00 2 k00; z00 2 A00; jz0 � z00j � 2
p
n � = 
;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ­¥à ¢¥­áâ¢ã d(A0; A00) > 
.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® A � En, £¤¥ n > 1, á« ¡® á¢ï§­® ¨ á®¤¥à¦¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬

¢ë¯ãª«®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¬ ¯àï¬ëå, â. ¥. ¤«ï ­¥£® ¢ë¯®«­ï¥âáï (3:1). �®£¤  ¨¬¥¥â
¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥ A+A � �(A) + �(A).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢®¯à¥ª¨ â¥®à¥¬¥ 5 áãé¥áâ¢ã¥â â®çª 

x0 2 A+A; x0 =2 �(A) + �(A): (¡)

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® íää¥ªâ (¡) á®åà ­ï¥âáï ¯à¨ ¯¥à¥­®á¥ ­ ç «  ª®®à¤¨­ â ¢ â®çªã x0; ¯®íâ®¬ã
¡ã¤¥¬ á á ¬®£® ­ ç «  áç¨â âì, çâ® x0 = 0. �®áâà®¨¬ (á¢ï§­ë¥ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 10) ¬­®¦¥áâ¢ 

� = f! 2 W �

n j ! \ A 6= ;g, 
0� = f! 2 W �
n j �! 2 
�g. 
0� á®áâ®¨â ¨§ ªã¡®¢, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå

®â­®á¨â¥«ì­® ­ ç «  ª®®à¤¨­ â ªã¡ ¬ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  
�. �®áª®«ìªã 0 2 A + A, â® A á®¤¥à-
¦¨â á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ­ã«ï â®çª¨ ¨ ¯®íâ®¬ã 
� \ 
0� 6= ;. � á¨«ã (3.1) ¨ «¥¬¬ë 9
¬­®¦¥áâ¢® 
� \ 
0� ª®­¥ç­®. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 ­ ©¤ãâáï â®çª¨ y� 2 b�(
�) \ b�(
0�) ¨
�y� 2 b�(
�). �®áª®«ìªã, ®ç¥¢¨¤­®, y� =2 A, �y� =2 A, â® ­ ©¤ãâáï â®çª¨ x�; x�+ 2 �(A) â ª¨¥,
çâ® jx� � y�j � �

p
n, jx�+ + y�j � �

p
n. �ãáâì â¥¯¥àì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì �k ! 0. � á¨«ã (3.1)

¨ «¥¬¬ë 9 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x�k ®£à ­¨ç¥­­ ï. �®íâ®¬ã (­  ­¥ª®â®à®© ¥¥ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâ¨) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« x�k ! x ¨, §­ ç¨â, x�k+ ! �x, ¯à¨ç¥¬ x;�x 2 �(A). �®£¤ , ¢®¯à¥ª¨
¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î (¡), ¯®«ãç¨¬ 0 = x+ (�x).

� ¬¥ç ­¨¥. �­â¥à¥á­® ®â¬¥â¨âì, çâ® â¥®à¥¬  5 ­¥ ®¡®¡é ¥âáï ­  ¬ ­¥à â¥®à¥¬ë 3, â. ¥. ¢
â¥®à¥¬¥ 5 ãá«®¢¨¥ (3.1) ­¥«ì§ï § ¬¥­¨âì ­  ¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ãá«®¢¨¥ (3.2). �â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ íâ®¬,
¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì ¢ E3 ¬­®¦¥áâ¢® A ¢¨¤  A = A1 [A2, £¤¥

A1 = fx 2 E3 j 1=(1 + x21) � x2; x3 � 0g;
A2 = fx 2 E3 j x2 = �2=(1 + x21); x3 = 0g;

¢ë¡à âì x0 = (0; 0; �), � < 0, ¨ § ¬¥â¨âì, çâ® x0 2 A + A, ­® x0 =2 �(A) + �(A), å®âï ¬­®¦¥áâ¢®
A á« ¡® á¢ï§­®¥, R(convA) = fx 2 E3 j x2 = x3 = 0g ¨, §­ ç¨â, dim(R(convA)) = 1 < 2 = n� 1,
â. ¥. ¤«ï A ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (3.2).

�¢â®àë ¡« £®¤ à­ë �.�.�ãà®è §  æ¥­­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, §  ®§­ ª®¬«¥­¨¥ á
¯à®áâë¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ â¥®à¥¬ë 3 ¤«ï á«ãç ï ¢ë¯ãª«®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢ . �¢â®àë
â ª¦¥ ¡« £®¤ à­ë à¥æ¥­§¥­âã §  ¢¥áì¬  â®­ª¨¥ § ¬¥ç ­¨ï.
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