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�  ª®¬¯ ªâ®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ R à®¤  h ç¨á«® l «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¬¥à®¬®àäëå
äãªæ¨©, ªà âëå ¤¨¢¨§®àã 1=D, ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ordD 6= 0; 1; : : : ; 2h�2, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

l = maxf0; ordD � h+ 1g; (1)

  ¯à¨ 0 � ordD � 2h� 2 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã

l � [ordD=2] + 1; (2)

£¤¥ [ ] ®§ ç ¥â æ¥«ãî ç áâì ç¨á«  (â¥®à¥¬  �«¨ää®à¤ ).
� ¢¥áâ¢® (1) ¡ë«® ¤®ª § ®   ¯à®¨§¢®«ì®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ ª« áá¥ ¬¥à®¬®àä-

ëå äãªæ¨© á �K-¯®¢¥¤¥¨¥¬ [1]. �æ¥ª  (2) ¡ë«  ¯®«ãç¥  ¢ [2] ¤«ï ç¨á«  l «¨¥©® ¥§ -
¢¨á¨¬ëå ¬¥à®¬®àäëå äãªæ¨©   ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨, ®£à ¨ç¥ëå ¢¥
«î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¯®«îá®¢, ¢ á«ãç ¥ æ¥«®£® ¤¨¢¨§®à  D. �¤¥áì ¥à ¢¥áâ¢® (2) ¤®ª §ë¢ ¥âáï
¤«ï ç¨á«  l «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ª¢ §¨à æ¨® «ìëå äãªæ¨©   ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© à¨¬ ®¢®©
¯®¢¥àå®áâ¨ R, ªà âëå ¯à®¨§¢®«ì®¬ã ª®¥ç®¬ã ¤¨¢¨§®àã D, ®á¨â¥«ì ª®â®à®£® «¥¦¨â  
ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¨ �â®¨«®¢  ¯®¢¥àå®áâ¨ R.

1. �à¨¢¥¤¥¬ ¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ à¥§ã«ìâ âë, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬.
1.1. �ãáâì R | ¥ª®¬¯ ªâ ï à¨¬ ®¢  ¯®¢¥àå®áâì. �ãª¢®© Q á ¨¤¥ªá®¬ ¨«¨ ¡¥§ ¥£®

ãá«®¢¨¬áï ®¡®§ ç âì «î¡ãî ®¡« áâì   R, ª®â®à ï ¥ ï¢«ï¥âáï ®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯ ªâ®©  
R, ® ¨¬¥¥â ª®¬¯ ªâãî ®â®á¨â¥«ìãî £à ¨æã @Q. �à ¨ç®© ª®¬¯®¥â®© ¯®¢¥àå®áâ¨ R
 §®¢¥¬, á«¥¤ãï ([3], c. 81{83), ¥¯ãáâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® q ¬®¦¥áâ¢ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á«¥¤ãîé¨¬
ãá«®¢¨ï¬: 1) ¥á«¨ Q0 2 q ¨ Q � Q0, â® Q 2 q, 2) ¥á«¨ Q1; Q2 2 q, â® áãé¥áâ¢ã¥â Q3 2 q â ª®¥,
çâ® Q3 � Q1 \Q2, 3) ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¢á¥å § ¬ëª ¨© Q, Q 2 q; ¯ãáâ®.

�®¦¥áâ¢® �R ¢á¥å £à ¨çëå ª®¬¯®¥â ¯®¢¥àå®áâ¨ R  §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «ì®© £à ¨æ¥©
¯®¢¥àå®áâ¨ R. �«ï § ¤ ®© ®¡« áâ¨ Q ç¥à¥§ �R(Q) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¬®¦¥áâ¢® â ª¨å £à -
¨çëå ª®¬¯®¥â q ¯®¢¥àå®áâ¨ R, çâ® Q 2 q.

�¨¬ ®¢  ¯®¢¥àå®áâì R ¬®¦¥â ¡ëâì ¢«®¦¥  ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®âªàëâ®£® ¯«®â®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
¢ ª®¬¯ ªâ®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® R� = R[�R, ¢ ª®â®à®¬ ¡ §¨á®¬ ®âªàëâëå ¬®¦¥áâ¢
ï¢«ïîâáï ¢á¥ ®âªàëâë¥ ¬®¦¥áâ¢    R ¨ ¢á¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢¨¤  Q [ �R(Q), £¤¥ Q ¯à¨ ¤«¥¦¨â
¥ª®â®à®© £à ¨ç®© ª®¬¯®¥â¥. �®áâà®¥ ï ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨ R  §ë¢ ¥âáï
ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¥© �â®¨«®¢ ,   �R = R� n R | ¨¤¥ «ì®© £à ¨æ¥© �â®¨«®¢  ([3], c. 82{83).
�®¬¯®¥âë ¬®¦¥áâ¢  �R  §ë¢ îâáï â ª¦¥ â®çª ¬¨ ¨¤¥ «ì®© £à ¨æë �â®¨«®¢ .

�¯¨á ë© á¯®á®¡ ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¨ ¯à¨¬¥ï¥âáï ¤«ï «î¡®© ®âªàëâ®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå-
®áâ¨ R, ®¤ ª® ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ®£à ¨ç¨¬áï ¨§ãç¥¨¥¬ «¨èì ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨å ¯®¢¥àå®áâ¥©.

1.2. �ãáâì Q ¥áâì ®¡« áâì   ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ R á ¥ª®¬¯ ªâë¬
§ ¬ëª ¨¥¬ ¨ ª®¬¯ ªâ®© ®â®á¨â¥«ì®© £à ¨æ¥©. �¥à¥§ n(f; w;Q) ®¡®§ ç¨¬ ç¨á«® w-â®ç¥ª
¬¥à®¬®àä®© ¢ Q äãªæ¨¨ f (á ãç¥â®¬ ªà â®áâ¥©).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ ([4]). �à ¨ç ï ª®¬¯®¥â  q 2 �R(Q) ï¢«ï¥âáï ¤«ï ¬¥à®¬®àä®© ¢ Q äãª-
æ¨¨ f  ) ãáâà ¨¬®© (¢ ®¡®¡é¥®¬ á¬ëá«¥), ¥á«¨ lim

p!q
f(p) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ª®¥ç¥, ¡) ¯®«îá®¬
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(¢ ®¡®¡é¥®¬ á¬ëá«¥), ¥á«¨ lim
p!q

f(p) =1, ¢) áãé¥áâ¢¥® ®á®¡®© (¢ ®¡®¡é¥®¬ á¬ëá«¥), ¥á«¨

lim
p!q

f(p) ¥ áãé¥áâ¢ã¥â.

�¯à¥¤¥«¨¬ ¥é¥ ªà â®áâì § ç¥¨ï f(p) ¢ £à ¨ç®© ª®¬¯®¥â¥ q. �ãáâì ¤«ï ¥ª®â®à®-
£® Q 2 q N(f; q) = max

w2C
n(f;w;Q). �®£¤  ªà â®áâì n(f; f(q); q) § ç¥¨ï f(q) ¢ q ®¯à¥¤¥«¨¬

ä®à¬ã«®© n(f; f(q); q) = min
Q2q

N(f;Q). �¥à®¬®àäãî   ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨

äãªæ¨î f  §®¢¥¬ ª¢ §¨à æ¨® «ì®©, ¥á«¨ ®  ¢ R� = R[�R ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¨ëå ®á®¡¥®áâ¥©,
ªà®¬¥ ãáâà ¨¬ëå ®á®¡ëå â®ç¥ª ¨ ¯®«îá®¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥ ([4]). �ãáâì f | ¥¯®áâ®ï ï ª¢ §¨à æ¨® «ì ï äãªæ¨ï   ¯ à ¡®«¨ç¥-

áª®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ R. �®£¤  1) f ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ìë¥ § ç¥¨ï ¢ ª ¦¤®© £à ¨ç®©

ª®¬¯®¥â¥, 2) ®â®¡à ¦¥¨¥ f : R� ! C ¥¯à¥àë¢®, 3) f ª®¥ç®§ ç : n(f; w;R) � N < 1
¤«ï ¢á¥å w 2 C ; 4) n(f;w;R) = max

w2C
n(f; w;R) ¤«ï ¢á¥å w 2 C n E, £¤¥ E | ¬®¦¥áâ¢® ã-

«¥¢®© ¥¬ª®áâ¨, 5) f ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ f = a + 1=g, £¤¥ a 2 C , g ®£à ¨ç¥-

  ¢¥ ¥ª®â®à®£® ª®¬¯ ªâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  R, 6) ¤«ï ¢á¥å w 2 C á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®

n(f;w;R�) = n(f; w;R) + n(f; w; �R) = max
w2C

n(f; w;R), £¤¥ w-â®çª¨ äãªæ¨¨ f   R ¨   �R

áç¨â îâáï á ãç¥â®¬ ªà â®áâ¥©.

1.3. �ãáâì Q| ®¡« áâì á ¥ª®¬¯ ªâë¬ § ¬ëª ¨¥¬ Q   R á ª®¬¯ ªâ®© ªãá®ç®-£« ¤ª®©
®â®á¨â¥«ì®© £à ¨æ¥© @Q, f | ¬¥à®¬®àä ï ¢ Q äãªæ¨ï, ¨¬¥îé ï ¯à¥¤¥«, ª®¥çë© ¨«¨
¡¥áª®¥çë©, ¢ â®çª¥ q 2 �R(Q). �®£¤  ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ªà â®áâ¨ § ç¥¨ï f(q) ¢ â®çª¥ q ¨
«¥¬¬ë 2.7 ¨§ [4] á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ®¡« áâì Q0 2 q, ®¡« ¤ îé ï á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:
1) ª ¦¤ ï â®çª  ®¡« áâ¨ f(Q0) � C (¨áª«îç ï, ¢®§¬®¦®, ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ã«¥¢®© ¥¬ª®áâ¨)
¨¬¥¥â à®¢® n(f; f(q); q) ¯à®®¡à §®¢ ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ f : Q0 ! C , 2) f(@Q0) = @f(Q0), ¯à¨ç¥¬
ª ¦¤ ï â®çª  £à ¨æë @f(Q0) ®¡« áâ¨ f(Q0) ¨¬¥¥â à®¢® n(f; f(q); q) à §«¨çëå ¯à®®¡à §®¢
¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ f : @Q0 ! @f(Q0).

�¨¤®, çâ® [arg(f � f(q))]@Q0
= 2�n(f; f(q); q) ¯à¨ f(q) 6=1 ¨ [arg f ]@Q0

= �2�n(f; f(q); q) ¯à¨
f(q) =1. �âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¯à¨æ¨¯   à£ã¬¥â .

�ãáâì f |¬¥à®¬®àä ïäãªæ¨ï ¢ ®¡« áâ¨ Q, ¨¬¥îé ï ¯à¥¤¥«, ª®¥çë© ¨«¨ ¡¥áª®¥çë©,
¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q 2 �(Q), ¯à¥¤¥«ìë¥ § ç¥¨ï ª®â®à®©   @Q ¥¯à¥àë¢ë ¨ ®â«¨çë ®â ã«ï.
�®£¤ 

1
2�

[arg f ]@Q = n(f; 0; Q [ �R(Q)) � n(f;1; Q [ �R(Q)):

�¨¢¨§®à®¬ D   Q� = Q [ �R(Q)  §®¢¥¬ á¨¬¢®« ¢¨¤  D = pn11 p
n2
2 � � � pnkk , £¤¥ p1; p2; : : : ; pk

| â®çª¨ ¬®¦¥áâ¢  Q�, n1; n2; : : : ; nk | æ¥«ë¥ ç¨á« . �¡ëçë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®ïâ¨ï
ã¬®¦¥¨ï ¨ ¤¥«¥¨ï ¤¨¢¨§®à®¢, â ª çâ® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¨¢¨§®à®¢   Q� ®¡à §ã¥â ¬ã«ìâ¨-
¯«¨ª â¨¢ãî  ¡¥«¥¢ã £àã¯¯ã. �¨¢¨§®à D  §®¢¥¬ æ¥«ë¬, ¥á«¨ ¢á¥ ç¨á«  ni, i = 1; 2; : : : ; k, ¥®-
âà¨æ â¥«ìë. �¨¢¨§®à D1 ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ªà âë¬ ¤¨¢¨§®àã D2, ¥á«¨ ¤¨¢¨§®à D1=D2 æ¥«ë©.
�¨¢¨§®à®¬ äãªæ¨¨ f , ¬¥à®¬®àä®© ¢ Q ¨ ¨¬¥îé¥© ª®¥çë¥ ¨«¨ ¡¥áª®¥çë¥ ¯à¥¤¥«ìë¥
§ ç¥¨ï ¢ â®çª å ¬®¦¥áâ¢  �R(Q),  §®¢¥¬ ¤¨¢¨§®à (f) := pn11 p

n2
2 � � � pnkk p

�nk+1
k+1 p

�nk+2
k+2 � � � p

�nk+l
k+l ,

£¤¥ p1; p2; : : : ; pk | ¢á¥ ã«¨, pk+1; pk+2; : : : ; pk+l | ¢á¥ ¯®«îáë äãªæ¨¨ f ¢ Q�, ni | ªà â®áâì
ã«ï (1 � i � k) ¨«¨ ¯®«îá  (k+1 � i � k+ l) äãªæ¨¨ f ¢ â®çª¥ pi. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® äãª-
æ¨ï f ªà â  ¤¨¢¨§®àã D (¯¨è¥¬ Dj(f)), ¥á«¨ ¤¨¢¨§®à (f) ªà â¥ ¤¨¢¨§®àã D. �¨¢¨§®à D  
R�  §®¢¥¬ £« ¢ë¬, ¥á«¨ ® ï¢«ï¥âáï ¤¨¢¨§®à®¬ ª¢ §¨à æ¨® «ì®© äãªæ¨¨. �¢  ¤¨¢¨§®à 
D1 ¨ D2  §®¢¥¬ íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ ¨å ®â®è¥¨¥ D1=D2 ¥áâì £« ¢ë© ¤¨¢¨§®à.

2. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ M(R) ¯à®áâà áâ¢® ¬¥à®¬®àäëå   R äãªæ¨©, ¨¬¥îé¨å ª®¥ç®¥
ç¨á«® ¯®«îá®¢ ¨ ®£à ¨ç¥ëå ¢¥ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¯®«îá®¢,   ç¥à¥§M�(R) | ¯à®áâà áâ¢®
ª¢ §¨à æ¨® «ìëå äãªæ¨©   R. �®£¤  M�(R) ¥áâì  ¨¬¥ìè¥¥ ¯®«¥, á®¤¥à¦ é¥¥ M(R).
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�¥¬¬  1. �à®áâà áâ¢® ª¢ §¨à æ¨® «ìëå äãªæ¨©   ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© à¨¬ ®¢®© ¯®-

¢¥àå®áâ¨ R ¨§®¬®àä® ¯à®áâà áâ¢ã ¬¥à®¬®àäëå äãªæ¨©   ¥ª®â®à®© ª®¬¯ ªâ®© à¨-

¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨, ¥á«¨ M�(R) á®¤¥à¦¨â ¥¯®áâ®ïë¥ äãªæ¨¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¢¥àå®áâì R ¬®¦¥â ¡ëâì ¢«®¦¥  ®¤®«¨áâ® ¨ ª®ä®à¬® ¢ ¤àã£ãî
à¨¬ ®¢ã ¯®¢¥àå®áâì S, ®¡« ¤ îéãî â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® «î¡ ï ®¡« áâì S0   S, à®¤ ª®â®à®©
ª®¥ç¥ ¨ ®â®á¨â¥«ì ï £à ¨æ  @S0 ª®¬¯ ªâ , ¨¬¥¥â ª®¬¯ ªâ®¥ § ¬ëª ¨¥ ¢ S. � ª ï ¯®-
¢¥àå®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® R á â®ç®áâìî ¤® ª®ä®à¬®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨ â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï
¯ à ¡®«¨ç¥áª®©,   ¯à¨ h <1 ¤ ¦¥ ª®¬¯ ªâ®©. �®¢¥àå®áâì R ®â®¦¤¥áâ¢¨¬ á ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬
à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ S. �à¨ íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢® SnR ¨¬¥¥â £ à¬®¨ç¥áªãî ¬¥àã ã«ì ¨, á«¥¤®¢ -
â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï AB-ãáâà ¨¬ë¬   S ([5], á. 137). �®íâ®¬ã «î¡ ï ª¢ §¨à æ¨® «ì ï äãªæ¨ï
f   R   «¨â¨ç¥áª¨ ¯à®¤®«¦¨¬    S, ¨ ¥¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ª¢ §¨à æ¨® «ì®© äãª-
æ¨¥©   S. �â¨¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨M�(R)
¨ M�(S), ª®â®àë¥ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì. �¥à¥§ S� ®¡®§ ç¨¬ ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨î
�â®¨«®¢  à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ S, ç¥à¥§ �S = S� n S | ¨¤¥ «ìãî £à ¨æã �â®¨«®¢ .

�ãáâì z | ¥¯®áâ®ï ï ª¢ §¨à æ¨® «ì ï äãªæ¨ï   R. �«ï ¥¥   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à®-
¤®«¦¥¨ï   S á®åà ¨¬ ¯à¥¦¥¥ ®¡®§ ç¥¨¥ z. �¨á«® ¯®«îá®¢ (¢ ®¡ëç®¬ ¨ ®¡®¡é¥®¬
á¬ëá«¥) äãªæ¨¨ z á ãç¥â®¬ ªà â®áâ¥© ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ n. �â®¡à ¦¥¨¥ z : S ! C ®¯à¥¤¥«ï¥â
n-«¨áâãî  ªàë¢ îéãî (S; z) à áè¨à¥®© ª®¬¯«¥ªá®© ¯«®áª®áâ¨ C . �®¦¥áâ¢® �S á®¢¯ -
¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å â®ç¥ª á£ãé¥¨ï (¢ â®¯®«®£¨¨ S�) ¤«ï ã«¥© ¤¨ää¥à¥æ¨ «  dz ¨«¨,
çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å â®ç¥ª á£ãé¥¨ï ¤«ï â®ç¥ª ¢¥â¢«¥¨ï  ªàë¢ îé¥© (S; z).

�  ¯®¢¥àå®áâ¨ S ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì n ®¡« áâ¥© S1; S2; : : : ; Sn á ªãá®ç®-£« ¤ª¨¬¨ £à ¨æ ¬¨,
ª®â®àë¥ ®¡« ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: 1) ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï; 2) S1[S2[� � �[Sn = S,
£¤¥ Si ®§ ç ¥â § ¬ëª ¨¥ ®¡« áâ¨ Si ¢ â®¯®«®£¨¨ S; 3) äãªæ¨ï z : Si ! C ®áãé¥áâ¢«ï¥â
®¤®«¨áâ®¥ ¨ ª®ä®à¬®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ®¡« áâ¨ Si   z(Si).

�á¥ ã«¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «  dz ¨ ªà âë¥ ¯®«îáë äãªæ¨¨ z «¥¦ â   £à ¨æ å ®¡« áâ¥© Si,
i = 1; 2; : : : ; n. �á«¨ â®çª  p 2 S ï¢«ï¥âáï ã«¥¬ ¯®àï¤ª  m � 1 ¤¨ää¥à¥æ¨ «  dz (®ç¥¢¨¤®,
m ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â n), â® p ï¢«ï¥âáï â®çª®© ¢¥â¢«¥¨ï ¯®àï¤ª  m � 1 ¤«ï  ªàë¢ îé¥© (S; z),
®¡é¥© â®çª®© ¤«ï £à ¨æ m ®¡« áâ¥© Si ¨ ¢ãâà¥¥© â®çª®© ¤«ï ®¡ê¥¤¨¥¨ï § ¬ëª ¨© íâ¨å
m ®¡« áâ¥©. �® ¦¥ ¢¥à® ¨ ¤«ï â®çª¨ p, ï¢«ïîé¥©áï ¯®«îá®¬ ¯®àï¤ª  m ¤«ï äãªæ¨¨ z.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ N(�1; �2; : : : ; �m), 2 � m � n, ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â®ç¥ª ¢¥â¢«¥¨ï ¯®àï¤-
ª  m � 1  ªàë¢ îé¥© (S; z), «¥¦ é¨å   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ £à ¨æ ®¡« áâ¥© S�1 ; S�2 ; : : : ; S�m , £¤¥
�1; �2; : : : ; �m | à §«¨çë¥  âãà «ìë¥ ç¨á« , ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¥ ç¨á«  n. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥
â®çª¨ ¢¥â¢«¥¨ï  ªàë¢ îé¥© (S; z) ®ª §ë¢ îâáï à §¡¨âë¬¨   ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¬®¦¥áâ¢ 
N(�1; �2; : : : ; �m). �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â ª¨å ¬®¦¥áâ¢ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ N. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¬®-
¦¥áâ¢® N ª®¥ç®, ¨ ç¨á«® ¥£® í«¥¬¥â®¢ ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2n � n� 1.

�á«¨ ¢á¥ ¬®¦¥áâ¢  ¨§ N ª®¥çë, â® ¯®¢¥àå®áâì S ª®¬¯ ªâ , ¨ «¥¬¬  1 ¬®¦¥â áç¨â âìáï
¤®ª § ®©. �®íâ®¬ã ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® áà¥¤¨ ¬®¦¥áâ¢ ¨§ N ¥áâì ¡¥áª®¥çë¥.
�â® à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® à®¤ ¯®¢¥àå®áâ¨ R ¡¥áª®¥ç¥.

�ãáâì â¥¯¥àì w | ¤àã£ ï ª¢ §¨à æ¨® «ì ï äãªæ¨ï   R. �®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï w
¯à¨¨¬ ¥â ®¤¨ ª®¢ë¥ § ç¥¨ï ¢® ¢á¥å â®çª å p, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ®¡« áâï¬ S�1 ; S�2 ; : : : ; S�m ¨
¨¬¥îé¨å ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ®¡à § ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ z : S ! C , ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢® N(�1; �2; : : : ; �m)
¡¥áª®¥ç®.

�ãªæ¨¨ z ¨ w á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬ ¢¨¤  P (z; w) = 0, £¤¥ P (z; w) | ¬®£®ç«¥ ¯® z ¨
w [4]. �¨ää¥à¥æ¨àãï íâ® á®®â®è¥¨¥, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥áâ¢® Pzdz + Pwdw = 0. � ª ª ª Pz ¨
Pw ¯à¨ ¤«¥¦ â M�(S), â® ®¨ ¬®£ãâ ¨¬¥âì «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® ã«¥© ¨ ¯®«îá®¢. �®íâ®¬ã
äãªæ¨¨ dz=dw ¨ dw=dz ¬®£ãâ ¨¬¥âì «¨èì ª®¥ç®¥ ç¨á«® ã«¥© ¨ ¯®«îá®¢   S. � ª ª ª
¬®¦¥áâ¢® N(�1; �2; : : : ; �m) ¡¥áª®¥ç®, â®  ©¤¥âáï â ª ï â®çª  p0 2 N(�1; �2; : : : ; �m), çâ® w(p)
£®«®¬®àä  ¯® z = z(p), ª®£¤  â®çª  p ¯à¨ ¤«¥¦¨â ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p0. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
äãªæ¨ï w ¯à¨¨¬ ¥â ®¤¨ ª®¢ë¥ § ç¥¨ï ¢® ¢á¥å â®çª å ®¡« áâ¥© S�1 ; S�2 ; : : : ; S�m , ¨¬¥îé¨å
®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ®¡à § ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ z : S ! C .
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�¡à §ã¥¬ â¥¯¥àì à¨¬ ®¢ã ¯®¢¥àå®áâì eS, ª®â®à ï ¯®«ãç ¥âáï áª«¥¨¢ ¨¥¬ â®ç¥ª ¯®¢¥àå-
®áâ¨ S, ¢ ª®â®àëå «î¡ ï äãªæ¨ï ¨§ M�(S) ¯à¨¨¬ ¥â ®¤¨ ª®¢ë¥ § ç¥¨ï. �®à¬ «ì®¥
¯®áâà®¥¨¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ eS ¯à®¢®¤¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¢¥¤¥¬   ¯®¢¥àå®áâ¨ S ®â®è¥¨¥
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �ãáâì p01 ¨ p02 | ¤¢¥ â®çª¨   S, ¤«ï ª®â®àëå z(p01) = z(p02) =: z0. �¡®§ -
ç¨¬ ç¥à¥§ k ¬¨¨¬ «ì®¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ®¡« ¤ îé¥¥ â¥¬ á¢®©áâ¢®¬, çâ® äãªæ¨¨ w(pi(t)),
£¤¥ t = (z � z0)1=k, pi(t) | â®çª  ¨§ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p0i â ª ï, çâ® t(pi(t)) = t, pi(0) = p0i,
i = 1; 2; ï¢«ïîâáï ®¤®§ çë¬¨ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ t = 0 ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ w ¨§ M�(S).
�á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ w ¨§ M(S) ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® w(p1(t)) = w(p2(t)) ¢
¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ t = 0, â® â®çª¨ p01 = p1(0) ¨ p02 = p2(0)  §®¢¥¬ íª¢¨¢ «¥âë¬¨
(¯¨è¥¬ p01 � p02). � á«ãç ¥ z0 = 1 ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ â®ç¥ª p01 ¨ p02 á«¥¤ã¥â
¢§ïâì t = 1=z1=k, á®åà ïï ¢á¥ ®áâ «ìë¥ ãá«®¢¨ï. �« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© â®çªã
p, ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ ep.

� áá¬®âà¨¬ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢® eS = S= �, á ¡¦¥®¥ ä ªâ®à-â®¯®«®£¨¥©. � ®ªà¥áâ®áâ¨
ª ¦¤®© â®çª¨ ep0 = fp01; : : : ; p0mg ¨§ eS ¢¢¥¤¥¬ «®ª «ìãî ã¨ä®à¬¨§¨àãîéãî t = t(ep), ¯®« £ ï
t = (z � z0)1=k (¨«¨ t = 1=z1=k , ¥á«¨ z0 = 1), £¤¥ z = z(p), z0 = z(p0), p 2 ep, p0 2 ep0, ç¨-
á«® k ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª  ¨¬¥ìè¥¥ ¨§  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¤«ï ª®â®àëå ¢á¥ äãªæ¨¨ w(pi(t)),
i = 1; : : : ;m, w 2M�(S), ®¤®§ çë ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ t = 0. �ç¥¢¨¤®, k ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬
ç¨á¥« mi, i = 1; 2; : : : ;m, £¤¥ mi�1 ¥áâì ¯®àï¤®ª ¢¥â¢«¥¨ï  ªàë¢ îé¥© (S; z) ¢ â®çª¥ p0i. �¢¥-
¤¥ ï á¨áâ¥¬  «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â ®¯à¥¤¥«ï¥â   eS ª®ä®à¬ãî áâàãªâãàã ¨ eS áâ ®¢¨âáï
¯ à ¡®«¨ç¥áª®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâìî. �®¤ ¯®¢¥àå®áâ¨ eS, ®ç¥¢¨¤®, ª®¥ç¥.

�¥¦¤ã ª¢ §¨à æ¨® «ìë¬¨ äãªæ¨ï¬¨   eS ¨ S ¨¬¥¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥â-
áâ¢¨¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ à ¢¥áâ¢®¬ ew(ep) = w(p), p 2 ep 2 eS, ew 2 M�( eS), w 2 M�(S). � ª ª ª eS
®¤®§ ç® ¯à®¤®«¦¨¬  ¤® ª®¬¯ ªâ®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ T ¨ «î¡ ï äãªæ¨ï ¨§ M�( eS)
  «¨â¨ç¥áª¨ ¯à®¤®«¦¨¬    T , â® M�( eS) = M(T ), ¥á«¨ ®â®¦¤¥áâ¢¨âì äãªæ¨î w 2 M�( eS) ¨
¥¥   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥   T . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® M�(R) ¨§®¬®àä® M(T ).

� ¬¥ç ¨¥. �§ ¤®ª § ®£® ¢¨¤®, çâ® ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ â®ç¥ª p ¨ q   S
¢¬¥áâ® âà¥¡®¢ ¨ï à ¢¥áâ¢  äãªæ¨® «ìëå à®áâª®¢, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå äãªæ¨¥© w ¢ â®çª å p ¨
q, ¤®áâ â®ç® ®£à ¨ç¨âìáï ¡®«¥¥ á« ¡ë¬ âà¥¡®¢ ¨¥¬ à ¢¥áâ¢  ç¨á¥« w(p) ¨ w(q) ¤«ï ¢á¥å w ¨§
M�(S). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ â®çª¨ p ¨ q ¥ íª¢¨¢ «¥âë, â® ®¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ à §«¨çë¥ â®çª¨
ep ¨ eq   eS. � ª ª ª à®¤ ¯®¢¥àå®áâ¨ eS ª®¥ç¥, â® ¢á¥£¤   ©¤¥âáï äãªæ¨ï ef 2 M�( eS) â ª ï,
çâ® ef(ep) 6= ef(eq). �®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© äãªæ¨ï f 2 M�(S), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï à ¢¥áâ¢®¬
f(p) = ef(ep), p 2 S, ¯à¨¨¬ ¥â à §«¨çë¥ § ç¥¨ï ¢ â®çª å p ¨ q.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ l ¬ ªá¨¬ «ì®¥ ç¨á«® íª¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª   S ¨ ç¥à¥§ M�(R; 1=D) ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® M�(R), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ äãªæ¨©, ªà âëå ¤¨¢¨§®àã 1=D, ¯à¨ç¥¬ â®çª¨ ¬®¦¥áâ¢ 
suppD ¬®£ãâ  å®¤¨âìáï ¨   �R. �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥¬¬  2. �à®áâà áâ¢® M�(R; 1=D) ¨§®¬®àä® ¯à®áâà áâ¢ã M�( eS; 1= eD), £¤¥ eD | ¤¨-

¢¨§®à   eS, ¯®àï¤®ª ª®â®à®£® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã ord eD � l�1 ordD.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¦¤®© äãªæ¨¨ f 2M�(R) =M�(S) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â äãªæ¨ï ef 2M�( eS),
®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï à ¢¥áâ¢®¬ ef(ep) = f(p). �ëïá¨¬, ª ª®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã M�( eS) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
¯à®áâà áâ¢® M�(S; 1=D) ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ f 7! ef . �®¦® áç¨â âì, çâ® ¢ ¤¨¢¨§®à D ¢¬¥áâ¥ á
ª ¦¤®© â®çª®© ¢å®¤ïâ ¨ ¢á¥ íª¢¨¢ «¥âë¥ ¥© â®çª¨, ¤®¡ ¢«ïï ¯à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¢ D ª®¥ç®¥
ç¨á«® â®ç¥ª á ¯®ª § â¥«¥¬ 0. � ªá¨¬ «ì®¥ ç¨á«® ¯®¯ à® ¥íª¢¨¢ «¥âëå â®ç¥ª ¨§ suppD
®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ �. �®£¤  ¤¨¢¨§®à D ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á  ¢ ¢¨¤¥

D =
�Y
i=1

liY
j=1

p
nij
ij ;
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£¤¥ epij = fpi1; : : : ; pilig, li � l. �¥à¥§ mij � 1 ®¡®§ ç¨¬ ¯®àï¤®ª ¢¥â¢«¥¨ï ¯®¢¥àå®áâ¨ S  ¤ eS
¢ â®çª¥ pij ®â®á¨â¥«ì® ª ®¨ç¥áª®£® ®â®¡à ¦¥¨ï � : S ! eS. �®£¤  mi1 +mi2 + � � �+mili = l.
�®çª¨ pi1; pi2; : : : ; pili ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ã¯®àï¤®ç¥ë¬¨ â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ni1=mi1 � ni2=mi2 �

� � � � nili=mili . �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ f 7! ef ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¯à®áâà áâ¢ M�(S; 1=D)
(=M�(R; 1=D)) ¨ M�( eS; 1= eD), £¤¥ eD = ep�111ep�221 � � � ep���1, �i := [ni1=mi1]. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì äãª-
æ¨ï f 2M�(S; 1=D) ¨¬¥¥â ¢ â®çª¥ p ¯®àï¤®ª k(p) ¨ m(p)�1 � 0 ¥áâì ¯®àï¤®ª ¢¥â¢«¥¨ï ¢ â®çª¥
p ¨§  ªàë¢ îé¥© (S; �)  ¤ eS. �®£¤  äãªæ¨ï ef ¨¬¥¥â ¢ â®çª¥ ep ¯®àï¤®ª k(p)=m(p) =: �(ep),
ª®â®àë© ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  â®çª¨ p ¨§ ep. �à â®áâì äãªæ¨¨ f ¤¨¢¨§®àã 1=D ®§ ç ¥â, çâ®
k(p) � �n(p), p 2 S, £¤¥ n(p) | ¯®àï¤®ª ¤¨¢¨§®à  D ¢ â®çª¥ p (¥á«¨ p ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â suppD,
â® ¯®« £ ¥¬ n(p) = 0). �®á«¥¤¥¥ ¥à ¢¥áâ¢® à ¢®á¨«ì® �(ep) � �n(p)=m(p), p 2 S. � ª
ª ª �(ep) ¥áâì æ¥«®¥ ç¨á«®, â® íâ® ¥à ¢¥áâ¢® ¨ �(ep) � �[min

p2ep n(p)=m(p)] íª¢¨¢ «¥âë. �âáî-

¤  ¨ ¢ëâ¥ª ¥â ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®¡ ¨§®¬®àä®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢ M�(R; 1=D) ¨ M�( eS; 1= eD). � ª®¥æ,
�i � ni1=mi1 � (ni1 + � � �+ nili)=(mi1 + � � �+mili) = (ni1 + � � �+ nili)=l, ®âªã¤ 

ord eD = �1 + �2 + � � � + �� �
�X
i=1

liX
j=1

nij=l = l�1 ord D: �

� ª ª ª «î¡ ï äãªæ¨ï f 2M�( eS; 1= eD)   «¨â¨ç¥áª¨ ¯à®¤®«¦¨¬    ª®¬¯ ªâãî à¨¬ ®-
¢ã ¯®¢¥àå®áâì T � eS, â®M�( eS; 1= eD) =M(T; 1= eD), ¥á«¨ ®â®¦¤¥áâ¢¨âì äãªæ¨î f 2M�( eS; 1= eD)
¨ ¥¥   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥   T . �®íâ®¬ã ¨§ «¥¬¬ë 2 ¨ ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬ë �«¨ää®à¤ 
  ª®¬¯ ªâ®© à¨¬ ®¢®© ¯®¢¥àå®áâ¨ T ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¥¥ ®¡®¡é¥¨¥.

�¥®à¥¬ . �ãáâì R | ¯ à ¡®«¨ç¥áª ï à¨¬ ®¢  ¯®¢¥àå®áâì à®¤  h � 1, D | ¤¨¢¨§®à

  R, ¯®àï¤®ª ª®â®à®£® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã 0 � ordD < 2h � 1. �®£¤  à §¬¥à®áâì

¯à®áâà áâ¢  ª¢ §¨à æ¨® «ìëå äãªæ¨©   R, ªà âëå ¤¨¢¨§®àã 1=D, ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ç¨á« 

[ordD=2] + 1.

�â¬¥â¨¬, çâ® ä ªâ¨ç¥áª¨ ¨§ «¥¬¬ë 2 ¢ëâ¥ª ¥â ®æ¥ª  dimM�(R; 1=D) � [ordD=(2l)] + 1,
ª®â®à ï ¯à¨ h < 1 á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à¨¢¥¤¥®© ¢ â¥®à¥¬¥,   ¯à¨ h = 1 ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ â®ç®©,
¨¡® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ l > 1.
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