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�ãáâì V | ­¥¯à¨¢®¤¨¬®¥  ää¨­­®¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, G |  «£¥¡à ¨ç¥áª ï
£àã¯¯ , à¥£ã«ïà­® ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  V , fxig ¨ fyig | ¤¢¥ ª®­¥ç­ë¥ á¨áâ¥¬ë â®ç¥ª ¢ V , i =
1; n. �¤­®© ¨§ ¢ ¦­ëå § ¤ ç â¥®à¨¨ ¨­¢ à¨ ­â®¢ ï¢«ï¥âáï ­ å®¦¤¥­¨¥ ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå
á¨áâ¥¬ë fxig ¨ fyig G-íª¢¨¢ «¥­â­ë (â. ¥. yi = xig, i = 1; n, ¤«ï ­¥ª®â®à®£® g 2 G). � [1]{[3]
ãª §ë¢ ¥âáï á¯®á®¡ à¥è¥­¨ï íâ®© § ¤ ç¨, ¤«ï à¥ «¨§ æ¨ï ª®â®à®£® ­¥®¡å®¤¨¬®

a) ãáâ ­®¢«¥­¨¥ ª®­¥ç­®© ¯®à®¦¤ ¥¬®áâ¨ ª®«ìæ  G-¨­¢ à¨ ­â­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ á¨áâ¥¬ ª®-
­¥ç­®£® ç¨á«a â®ç¥ª;

b) ®¯¨á ­¨¥ à æ¨®­ «ì­®£® ¡ §¨á  ¯®«ï G-¨­¢ à¨ ­â­ëå à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨© á¨áâ¥¬
ª®­¥ç­®£® ç¨á«  â®ç¥ª ¨ ¡ §¨á­ëå á®®â­®è¥­¨© ¬¥¦¤ã ­¨¬¨.

�¥è¥­¨¥ § ¤ ç  ) ¨ b) ¯®§¢®«ï¥â ®¯¨áë¢ âì ãá«®¢¨ï ¤«ï G-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ á¨áâ¥¬ ª®­¥ç-
­®£® ç¨á«  â®ç¥ª ¢ â¥à¬¨­ å G-¨­¢ à¨ ­â­ëå à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨©.

�­ «®£¨ç­ ï á¨âã æ¨ï ¢®§­¨ª ¥â ¨ ¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ á«¥¤ãîé¥© ¢ ¦­®© § ¤ ç¨ ¤¨ää¥à¥­-
æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ ªà¨¢ëå. �ãáâì V | £« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥, G | £àã¯¯  �¨, £« ¤ª® ¤¥©-
áâ¢ãîé ï ­  V , x ¨ y | ¤¢¥ £« ¤ª¨¥ ªà¨¢ë¥ ¢ V . �¥®¡å®¤¨¬® ­ ©â¨ ãá«®¢¨ï, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¥
G-íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ªà¨¢ëå x, y. �â  § ¤ ç  ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥© ¯®áâ ­®¢ª¥ (¤«ï ¯ àë ¯®¤¬­®£®®¡à -
§¨©) ¡ë«  ¯®áâ ¢«¥­  �.� àâ ­®¬ ¢ ­ ç «¥ �� ¢¥ª  ¨ ¨§¢¥áâ­  ¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ª ª ¯à®¡«¥¬ 
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ � àâ ­ . �«ã¡®ª®¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ íâ®© ¯à®¡«¥¬ë ¬¥â®¤®¬ ¯®¤¢¨¦­®£® à¥¯¥à 
¯à®¢¥¤¥­® á ¬¨¬ �.� àâ ­®¬ [4].

� §¢¨â¨¥ ¬¥â®¤®¢ â¥®à¨¨ ¨­¢ à¨ ­â®¢ ¯®§¢®«ï¥â  ªâ¨¢­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨å ¢ à¥è¥­¨¨ ãª -
§ ­­®© § ¤ ç¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© £¥®¬¥âà¨¨ ª ª ¤«ï ¯ àë ªà¨¢ëå, â ª ¨ ¤«ï ª®­¥ç­ëå á¨áâ¥¬
ªà¨¢ëå. �«ï íâ®© æ¥«¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¨ ¨§ãç îâáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ¯®«ï ¢á¥å ¤¨ää¥à¥­-
æ¨ «ì­ëå G-¨­¢ à¨ ­â­ëå à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨© ª®­¥ç­®© á¨áâ¥¬ë ªà¨¢ëå ¨ ¤«ï ­¨å à¥è -
îâáï § ¤ ç¨ â¨¯   ) ¨ b). �â®â ¯®¤å®¤ à áá¬ âà¨¢ «áï ¢ à ¡®â å [5], [6] ¤«ï ¤¥©áâ¢¨ï ­¥ª®â®àëå
á¯¥æ¨ «ì­ëå £àã¯¯ ¨ ¯®¤à®¡­® ®¡áã¦¤ «áï ¢ [7]. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ à¥è îâáï  ­ «®£¨ç­ë¥ § ¤ -
ç¨ ¤«ï ¤¥©áâ¢¨ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© £àã¯¯ë (ç áâì à¥§ã«ìâ â®¢ íâ®© à ¡®âë ¡ë«   ­®­á¨à®¢ ­ 
¢ [8]).

� «¥¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï â¥à¬¨­®«®£¨ï ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨§ [1], [7], [9], [10].

1. �ª¢¨¢ «¥­â­®áâì ¯ãâ¥© ¤«ï ¤¥©áâ¢¨ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© £àã¯¯ë

�ãáâì V = C2n | 2n-¬¥à­®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« C.
�«¥¬¥­âë ¨§ V ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ ¢ ¢¨¤¥ 2n-¬¥à­ëå ¢¥ªâ®à-áâà®ª. �ãáâì GL(2n;C) | £àã¯¯  ¢á¥å
®¡à â¨¬ëå «¨­¥©­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© V ,   G = Sp(2n;C) = fg 2 GL(2n;C) : gIgT = gT Ig = Ig
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| ¥¥ á¨¬«¥ªâ¨ç¥áª ï ¯®¤£àã¯¯ , £¤¥

I =

2
66664
0 1 : : : 0 0
�1 0 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : 0 1
0 0 : : : �1 0

3
77775 :

� áá¬®âà¨¬ ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ (g; x) ! xg £àã¯¯ë G ¢ V , â. ¥. ®¡ëç­®¥ ã¬­®¦¥­¨¥ áâà®ª¨ ­ 
¬ âà¨æã.

�ãâ¥¬ x(t), t 2 (0; 1), ­ §®¢¥¬ ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ x ¨­â¥à¢ «  (0; 1)
¢ V .

�¢  ¯ãâ¨ x(t) ¨ y(t) ­ §ë¢ îâáï G-íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥­â g 2 G,
çâ® x(t)g = y(t) ¤«ï «î¡®£® t 2 (0; 1).

�ã­ªæ¨ï f ®â x(t) ¨ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ëå ­ §ë¢ ¥âáï G-¨­¢ à¨ ­â­®©, ¥á«¨ ¥¥
§­ ç¥­¨ï ¤«ï G-íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¯ãâ¥© á®¢¯ ¤ îâ.

�á«¨ x = (x1; x2; : : : ; x2n), y = (y1; y2; : : : ; y2n) | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë ¨§ V â® xIy ®¡®§­ -
ç¨¬ ç¥à¥§ [x; y], â. ¥. [x; y] = x1y2� x2y1+ x3y4� x4y3+ � � �+ x2n�1y2n� x2ny2n�1 | ª®á®á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ x, y.

� â¥®à¨¨ ¨­¢ à¨ ­â®¢ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ G-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ â®ç¥ª ¢ ¦­ãî
à®«ì ¨£à îâ ¯®­ïâ¨ï G-¨­¢ à¨ ­â­®£® ¬­®£®ç«¥­  ¨ G-¨­¢ à¨ ­â­®© à æ¨®­ «ì­®© äã­ªæ¨¨
®â ª®®à¤¨­ â â®ç¥ª. �­ «®£¨ç­ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¢¢®¤ïâáï ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à®¢ ¨§
V ï¢«ïîâáï ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯ãâ¥© ¢ V , â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢ x(t) = (x1(t); : : : ; x2n(t)), £¤¥
xi(t) ï¢«ïîâáï ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ­  ¨­â¥à¢ «¥ (0; 1), i = 1; : : : ; 2n.

�à®¨§¢®¤­®© r-£® ¯®àï¤ª  ®â ¯ãâ¨ x(t) ­ §®¢¥¬ ¢¥ªâ®à
(r)
x (t) = (

(r)
x1(t); : : : ;

(r)
x2n(t)).

�«ï ª ¦¤®£® ¯ãâ¨ x(t) ¬®¦­® à áá¬®âà¥âì 2n � 2n-¬ âà¨æã M(x), ¢ ª®â®à®© r-áâà®ª®©

á«ã¦ â ª®®à¤¨­ âë ¢¥ªâ®à 
(r�1)
x . �¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¬ âà¨æë M(x) ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥

[x; x0; x00; : : : ;
(2n�1)
x ]. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï â®«ìª® à¥£ã«ïà­ë¥ ¯ãâ¨, â. ¥. â ª¨¥

¯ãâ¨ x(t), ¤«ï ª®â®àëå [x; x0; x00; : : : ;
(2n�1)
x ](t) 6= 0 ¯à¨ ¢á¥å t 2 (0; 1). � ¬¥â¨¬, çâ® ¤¢  ¯ãâ¨

x(t) ¨ y(t) ï¢«ïîâáï G-íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  M(y) = M(x)g ¤«ï
­¥ª®â®à®£® g 2 G.

� áá¬®âà¨¬ ª®«ìæ® Cfxg = Cfx1; : : : ; x2ng ¢á¥å ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â áç¥â­®£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå

x1; : : : ; x2n; x
0

1; : : : ; x
0

2n; : : : ;
(r)
x1; : : : ;

(r)
x2n; : : : , ¨ ¯®«®¦¨¬ d(

(r)
xi) =

(r+1)
xi . �á­®, çâ® d ¬®¦­® ®¤­®§­ ç-

­® ¯à®¤®«¦¨âì ¤® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¢ ª®«ìæ¥ Cfxg, ­ ¤¥«ïï íâ® ª®«ìæ® áâàãªâãà®© ¤¨ä-
ä¥à¥­æ¨ «ì­®£® ª®«ìæ  (d-ª®«ìæ ) [10]. �«¥¬¥­âë íâ®£® d-ª®«ìæ  ­ §ë¢ îâáï d-¬­®£®ç«¥­ ¬¨
(¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬¨ ¬­®£®ç«¥­ ¬¨). �§¢¥áâ­® [10], çâ® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ d ­  Cfxg ¥¤¨­-
áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯®«¥ ®â­®è¥-
­¨©. �â® ¯®«¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì d-¯®«¥¬ (¨«¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ¯®«¥¬) ¨ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§
Chxi = Chx1; : : : ; x2ni,   ¥£® í«¥¬¥­âë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì d-à æ¨®­ «ì­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ¨ ¡ã¤¥¬ § -
¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ fhxi = fhx1; : : : ; x2ni, £¤¥ x = (x1; : : : ; x2n) | 2n-¬¥à­ë© d-¯¥à¥¬¥­­ë© ¢¥ªâ®à.

�¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë G ­  2n-¬¥à­ë© d-¯¥à¥¬¥­­ë© ¢¥ªâ®à x ([7], á. 21) ¨ ¥£® ¯à®¨§¢®¤­ë¥
(r)
x

®¯à¥¤¥«¨¬ ª ª ã¬­®¦¥­¨¥
(r)
x á¯à ¢  ­  ¬ âà¨æã g 2 G:

(r)
x g, £¤¥ r 2 N [ f0g = Z+

0 .
d-à æ¨®­ «ì­ ï äã­ªæ¨ï fhxi ­ §ë¢ ¥âáï G-¨­¢ à¨ ­â­®©, ¥á«¨ fhxgi = fhxi ¯à¨ «î¡®¬

g 2 G.
�§¢¥áâ­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å G-¨­¢ à¨ ­â­ëå d-à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨©, ®¡®§­ ç ¥¬®¥ ç¥-

à¥§ ChxiG, ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ¯®«¥¬ ®â­®á¨â¥«ì­® ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®-
¢ ­¨ï ¨§ Chxi [3].
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�¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¥ ª®«ìæ® ¢á¥å G-¨­¢ à¨ ­â­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ ¡ã¤¥¬
®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ CfxgG.

�®¢®àïâ, çâ® á¨áâ¥¬  í«¥¬¥­â®¢ A = fai; i 2 Tg ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬®© ®¡à §ãîé¨å d-¯®«ï
Chxi (d-ª®«ìæ  Cfxg), ¥á«¨ «î¡®© í«¥¬¥­â b 2 Chxi ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­ ¨§ ª®­¥ç­®£® ç¨-
á«  í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  A ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  à § ®¯¥à æ¨© d-¯®«ï Chxi (d-ª®«ìæ 
Cfxg). � á«ãç ¥, ª®£¤  ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¨áâ¥¬ë ®¡à §ãîé¨å ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¡à ­® ª®­¥ç­®¥ ¬­®-
¦¥áâ¢® A = fa1; : : : ; amg, â® £®¢®àïâ, çâ® d-¯®«¥ (d-ª®«ìæ®) ¨¬¥¥â ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ®¡à §ãîé¨å
a1; : : : ; am. �«¥¬¥­âë a1; : : : ; am ¨§ Cfxg ­ §ë¢ îâáï d- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¢¨á¨¬ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥-
áâ¢ã¥â â ª®© ­¥­ã«¥¢®© ¬­®£®ç«¥­ f 2 Cfxg, çâ® f(a1; : : : ; am) = 0. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬ 
í«¥¬¥­â®¢ a1; : : : ; am ­ §ë¢ ¥âáï d- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ­¥§ ¢¨á¨¬®©.

�«ï d-¯¥à¥¬¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢ x, y ¨§ V ç¥à¥§ [x; y]0 ®¡®§­ ç¨¬ ¯¥à¢ãî ¯à®¨§¢®¤­ãî ª®á®á¨¬-
¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï [x; y]. �á­®, çâ® [x; y]0 = [x0; y] + [x; y0].

�¥®à¥¬  1. � d-¯®«¥ ChxiG á«¥¤ãîé¨¥ d-¬­®£®ç«¥­ë ï¢«ïîâáï ¥£® ®¡à §ãîé¨¬¨

f (m)(x) = [
(m�1)
x ;

(m)
x ]; m = 1; 2n: (1)

�â  á¨áâ¥¬  ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ d- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ­¥§ ¢¨á¨¬ , â. ¥. áâ¥¯¥­ì

¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨ d-¯®«ï ChxiG à ¢­  2n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®.�§¢¥áâ­®, çâ® «î¡ ïG-¨­¢ à¨ ­â­ ï d-à æ¨®­ «ì­ ï äã­ªæ¨ï fhxi ¯à¥¤-
áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ®â­®è¥­¨ï G-¨­¢ à¨ ­â­ëå d-¬­®£®ç«¥­®¢ Q1fxg ¨ Q2fxg ([2], £«. 1). �«¥-
¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®© ç áâ¨ â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì, çâ® ¢áïª¨© G-
¨­¢ à¨ ­â­ë© d-¬­®£®ç«¥­ ¬®¦­® ¢ëà §¨âì d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë ¢¨¤  (1).

� á¨«ã ¯¥à¢®© ®á­®¢­®© â¥®à¥¬ë â¥®à¨¨ ¨­¢ à¨ ­â®¢ ¤«ï G ([1], £«. IV, á. 230) ¢áïª¨©
G-¨­¢ à¨ ­â­ë© d-¬­®£®ç«¥­ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥­ ª ª ¬­®£®ç«¥­ ®â G-¨­¢ à¨ ­â­ëå d-

¬­®£®ç«¥­®¢ ¢¨¤  [
(i)
x ;

(j)
x ], £¤¥ i; j 2 Z+

0 .

�®ª ¦¥¬, çâ® ¢áïª¨© d-¬­®£®ç«¥­ [
(i)
x ;

(j)
x ], i; j 2 Z+

0 , d-à æ¨®­ «ì­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ d-
¬­®£®ç«¥­ë (1).

�¥¬¬  1. �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë [
(k)
x ;

(k+1)
x ], k 2 Z+

0 , ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ¤¨ä-

ä¥à¥­æ¨ «ì­®£® ª®«ìæ  CfxgG, ¯à¨ç¥¬, ¥á«¨ r < k, â® [
(r)
x ;

(k+1)
x ] ¢ëà ¦ ¥âáï á ¯®¬®éìî ª®«ì-

æ¥¢ëå ®¯¥à æ¨© ¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¢ CfxgG ç¥à¥§ [
(i)
x;

(i+1)
x ], i < k.

�®ª § â¥«ìáâ¢®.�ãáâìWm |¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¯®à®¦¤¥­­®¥ ¢á¥¬¨ d-¬­®£®ç«¥­ ¬¨

¢¨¤  [
(k)
x ;

(l)
x ], £¤¥ k + l = m. �á­®, çâ® W1 ¯®à®¦¤ ¥âáï ®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬ [x; x0],   W2 ¯®à®¦¤ -

¥âáï ®¤­¨¬ í«¥¬¥­â®¬ [x; x0]0 = [x; x00]. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® à §¬¥à­®áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢ W2k�1 ¨ W2k

á®¢¯ ¤ îâ, ¨ ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â ¨§Wk ¢ëà ¦ ¥âáï æ¥«® d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ í«¥¬¥­âëW2k�1. �®-

ª ¦¥¬, çâ® «î¡®© í«¥¬¥­â ¨§W2k+1 ¢ëà ¦ ¥âáï æ¥«® d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ [x; x0]; : : : ; [
(k)
x ;

(k+1)
x ]. �

á¨«ã ¨­¤ãªæ¨¨ ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® ¢áïª¨© í«¥¬¥­â ¨§ W2k+1 ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ í«¥¬¥­âë

¨§ W2k ¨ [
(k)
x ;

(k+1)
x ]. W2k+1 ¯®à®¦¤ ¥âáï í«¥¬¥­â ¬¨ [x;

(2k+1)
x ]; [x0;

(2k)
x ]; : : : ; [

(k�1)
x ;

(k+2)
x ]; [

(k)
x ;

(k+1)
x ].

�¬¥¥¬ [
(k�1)
x ;

(k+2)
x ] = [

(k�1)
x ;

(k+1)
x ]0 � [

(k)
x ;

(k+1)
x ]. � «¥¥ [

(k�2)
x ;

(k+3)
x ] = [

(k�2)
x ;

(k+2)
x ]0 � [

(k�1)
x ;

(k+2)
x ] =

[
(k�2)
x ;

(k+2)
x ]0 � [

(k�1)
x ;

(k+1)
x ]0 + [

(k)
x ;

(k+1)
x ].

�á¯®«ì§ãï ¨­¤ãªæ¨î, ¯®«ãç¨¬, çâ® «î¡®© í«¥¬¥­â ¨§W2k+1 ¢ëà ¦ ¥âáï æ¥«® d-à æ¨®­ «ì­®

ç¥à¥§ í«¥¬¥­âë W2k ¨ [
(k)
x ;

(k+1)
x ].

�á«¨ r < k, â® [
(r)
x ;

(k+1)
x ] ¯à¨­ ¤«¥¦ â Wm, £¤¥ m < 2k + 1, ¨ ¯®íâ®¬ã ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§

[
(i)
x ;

(i+1)
x ], i < k. �
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�¥¬¬  2 ([1], £«. VI, á. 232). �«ï «î¡ëå 2n+2 ¢¥ªâ®à®¢ x0; y0; x1; x2; : : : ; x2n�1; x2n ¢ V ¨¬¥-

¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ â®¦¤¥áâ¢®:X
�[x0; y0][x1; x2] : : : [x2n�1; x2n] = 0; (2)

£¤¥ áã¬¬ 
P

à á¯à®áâà ­ï¥âáï §­ ª®¯¥à¥¬¥­­® ­  ¢á¥ ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ 2n + 1 ¢¥ªâ®à®¢ x0; x1,

x2; : : : ; x2n�1; x2n.

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë (1) ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ d-¯®«ï ChxiG. � á¨«ã «¥¬-

¬ë 1 ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì, çâ® [
(i)
x;

(i+1)
x ] d-à æ¨®­ «ì­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (1).

�­¤ãªæ¨¥© ¯® i ¯®ª ¦¥¬, çâ® [
(i)
x ;

(i+1)
x ] ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (1). �à¨ 0 � i � 2n

íâ® ®ç¥¢¨¤­®. �à¥¤¯®« £ ï, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢¥à­® ¯à¨ i, ¤®ª ¦¥¬ ¥£® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¤«ï
i + 1, £¤¥ i � 2n. �ç¨âë¢ ï ¤®ª § ­­ãî «¥¬¬ã 1 ¨ ­ ¯¨á ¢ â®¦¤¥áâ¢® (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢

x; x0; x00; : : : ;
(2n�1)
x ;

(i)
x;

(i+1)
x , ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢ «¥¢®© ç áâ¨ íâ®£® â®¦¤¥áâ¢  ¢á¥ ¬­®¦¨â¥«¨, ªà®¬¥

[
(i)
x ;

(i+1)
x ], ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (1).
�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® á¨áâ¥¬  d-¬­®£®ç«¥­®¢ (1) ï¢«ï¥âáï d- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ­¥§ ¢¨á¨¬®©.
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãîé¥© ¨§¢¥áâ­®© â¥®à¥¬®©, ª®â®à ï ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥©

ä®à¬¥ ¤®ª § ­  ¢ ([9], â¥®à¥¬  4, á. 105).

�¥®à¥¬  A. �ãáâì F , B ¨ A | ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ¯®«ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ­ã«ì, ¯à¨ç¥¬

F � B � A. �á«¨ �1 | «î¡®© ¡ §¨á ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨ B ­ ¤ F ¨ �2 |

«î¡®© ¡ §¨á ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨ A ­ ¤ B, â® �1 \�2 = ; ¨ �1 [�2 ¥áâì

¡ §¨á ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨ A ­ ¤ F .

�¢¨¤ã â®£®, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª ï à §¬¥à­®áâì (áâ¥¯¥­ì d-âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨) d-¯®«ï Chxi
­ ¤ ¯®«¥¬ C ¥áâì 2n ¨ C � ChxiG � Chxi, ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë A ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® áâ¥-
¯¥­ì d-âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨ d-¯®«ï Chxi ­ ¤ d-¯®«¥¬ ChxiG ¥áâì ­ã«ì, â. ¥. ª ¦¤ ï ª®®à¤¨­ â 
d-¯¥à¥¬¥­­®£® ¢¥ªâ®à  x ï¢«ï¥âáï d- «£¥¡à ¨ç­®© ­ ¤ d-¯®«¥¬ ChxiG.

�®ª ¦¥¬ á­ ç « , çâ® x1 d- «£¥¡à ¨ç¥­ ­ ¤ ChxiG. �á«¨ ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x0; x; x
0; x00; : : : ,

(2n�1)
x ;

(2n)
x , £¤¥ x = (x1; x2; : : : ; x2n), x0 = (0; 1; 0; : : : ; 0), ­ ¯¨è¥¬ â®¦¤¥áâ¢® (2), â® ¯®«ãç¨¬X

�[x0; x][x0; x00] : : : [
(2n�1)
x ;

(2n)
x ] =

X
�x1[x0; x00] : : : [

(2n�1)
x ;

(2n)
x ] = 0;

çâ® ¨ ®§­ ç ¥â ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ãî  «£¥¡à ¨ç­®áâì x1 ­ ¤ ChxiG (ª®íää¨æ¨¥­â®¬ ¯¥à¥¤
(2n)
x1

¡ã¤¥â ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì [x; x0; x00; : : : ;
(2n�1)
x ], ª®â®àë© ¢ á¨«ã à¥£ã«ïà­®áâ¨ ¯ãâ¨ x(t) ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï).

�­ «®£¨ç­® ª®®à¤¨­ âë x2; : : : ; x2n d- «£¥¡à ¨ç­ë ­ ¤ ChxiG. �¥®à¥¬  1 ¤®ª § ­ .

�¥®à¥¬  2. �¢  ¯ãâ¨ x(t) ¨ y(t) ï¢«ïîâáï G-íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

[
(m�1)
x ;

(m)
x ](t) = [

(m�1)
y ;

(m)
y ](t) ¤«ï ¢á¥å t 2 (0; 1) ¨ m = 1; 2n.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¯®­ ¤®¡ïâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ «¥¬¬ë.

�¥¬¬  3. �¢  ¯ãâ¨ x, y G-íª¢¨¢ «¥­â­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ã-

îé¨¥ à ¢¥­áâ¢ :
1) M 0(x)(M(x))�1 =M 0(y)(M(y))�1,
2) M(x)IMT (x) =M(y)IMT (y).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x(t) ¨ y(t) G-íª¢¨¢ «¥­â­ë, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ g 2 G, çâ® y(t) =
x(t)g. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì á®®â­®è¥­¨© 1), 2) «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, ­ ¯à¨¬¥à,

M 0(y)(M(y))�1 =M 0(x)g(M(x)g)�1 =M 0(x)gg�1(M(x))�1 =M 0(x)(M(x))�1:

�¡à â­®, ¯ãáâì ¤«ï ¯ãâ¥© x(t), y(t) ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï 1), 2). �á«¨ A = A(t) |
®¡à â¨¬ ï ¬ âà¨æ , â®, ®ç¥¢¨¤­®, (A�1)0 = �A�1A0A�1. �á¯®«ì§ãï, íâ® à ¢¥­áâ¢®, ­¥âàã¤­®
ã¡¥¤¨âìáï, çâ® á®®â­®è¥­¨ï 1), 2) ¬®£ãâ ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ­ë ¢ ¢¨¤¥:
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10) ((M(x))�1M(y))0 = 0,
20) (M(x))�1M(y)I((M(x))�1M(y))T = I

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �® íâ¨ à ¢¥­áâ¢  ®§­ ç îâ, çâ® (M(x))�1M(y) = g 2 Sp(2n;C), â. ¥. M(y) =
M(x)g. �âáî¤  ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢® y(t) = x(t)g.

�¥¬¬  4. � âà¨æë-äã­ªæ¨¨ M 0(x)(M(x))�1, M(x)IMT (x) ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

M 0(x)(M(x))�1 =

0
BBBB@

0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1
a2n(t) a2n�1(t) a2n�2(t) : : : a1(t)

1
CCCCA ;

£¤¥

a2n(t) = [
(2n)
x (t)x0(t)x00(t) � � �

(2n�1)
x (t)]a�1(t);

a2n�1(t) = [x(t)
(2n)
x (t)x00(t) � � �

(2n�2)
x (t)]a�1(t);

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

a1(t) = [x(t)x0(t)x00(t) � � �
(2n�2)
x (t)

(2n)
x (t)]a�1(t);

a(t) = [x(t)x0(t) � � �
(2n�1)
x (t)];

M(x)IMT (x) = kbms(t)k; £¤¥ bms(t) = [
(m�1)
x (t);

(s�1)
x (t)]; m; s = 1; 2n:

�®ª § â¥«ìáâ¢® á®áâ®¨â ¢ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®¬ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¬ âà¨æ, ¨ ¯®íâ®¬ã
¬ë ¥£® ®¯ãáª ¥¬.

�§ «¥¬¬ë 4 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ª®¬¯®­¥­âë «¥¢ëå ç áâ¥© à ¢¥­áâ¢ 1), 2) ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥¬-
¬ë 3 ª ª d-à æ¨®­ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨ ­ ¤ C ®â d-¯¥à¥¬¥­­®£® ¢¥ªâ®à  x ([7], á. 21) ï¢«ïîâáï G-
¨­¢ à¨ ­â­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. �ç¥¢¨¤­®, ¥á«¨ ¯ãâ¨ x(t) ¨ y(t) G-íª¢¨¢ «¥­â­ë, â®

[
(m�1)
x (t);

(m)
x (t)] = [

(m�1)
y (t);

(m)
y (t)] (3)

¤«ï «î¡ëå t 2 (0; 1), m = 1; 2n.
�ãáâì ¤«ï ¯ãâ¥© x(t) ¨ y(t) ¢¥à­ë à ¢¥­áâ¢  (3) ¯à¨ ¢á¥å t 2 (0; 1),m = 1; 2n. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 1

¨ «¥¬¬ë 4 ¯®«ãç¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® t 2 (0; 1)
1) M 0(x)(M(x))�1 =M 0(y)(M(y))�1,
2) M(x)IMT (x) =M(y)IMT (y),

£¤¥M(x) ¨M(y) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬ âà¨æë-äã­ªæ¨¨ ¯ãâ¥© x(t) ¨ y(t) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �âáî¤ 
¨ ¨§ «¥¬¬ë 3 ¯®«ãç ¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 2.

� á¨«ã ¢ ¦­®áâ¨ «¥¬¬ë 3 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 2 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¯®«¥§­ë¬ ¢ë-
¤¥«¥­¨¥ â ª¨å ¬ âà¨æ A(t), B(t), ¤«ï ª®â®àëå áãé¥áâ¢ã¥â ¯ãâì x(t) â ª®©, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï
à ¢¥­áâ¢ 

a) A =M 0(x)(M(x))�1,
b) B =M(x)IMT (x).

�¥®à¥¬  3. �ãáâì ¬ âà¨æë A = A(t), B = B(t) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:
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(I) ¬ âà¨æ  A(t) ¨¬¥¥â ¢¨¤0
BBBB@

0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1
a2n(t) a2n�1(t) a2n�2(t) : : : a1(t)

1
CCCCA ;

£¤¥ ai(t) | ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ ­  (0; 1) äã­ªæ¨¨, i = 1; 2n;
(II) B(t) ­¥¢ëà®¦¤¥­  ¤«ï ¢á¥å t 2 (0; 1);
(III) BT = �B;
(IV) B0 = AB +BAT .

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© á â®ç­®áâìî ¤® G-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¯ãâì x(t) 2 V , ¤«ï

ª®â®à®£® ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢   ), b).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë. �¥è¨¬ á¨áâ¥¬ã ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå
ãà ¢­¥­¨© (

M 0(x)(M(x))�1 = A(t);

M(x)IMT (x) = B(t):
(4)

� á¨«ã á®®â­®è¥­¨ï (I) ¯¥à¢®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (4) à ¢­®á¨«ì­® ãà ¢­¥­¨î M 0(x) =
A(t)M(x) ¨«¨

0
BBB@
x1(t) : : : x2n(t)

: : :

: : : : : : : : : : : : : : : :
(2n)
x1 (t) : : :

(2n)
x2n(t)

1
CCCA =

0
BBBBB@

x1(t) : : : x2n(t)
: : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : :
(2n�1)
x1 (t) : : :

(2n�1)
x2n (t)

d1(t) : : : d2n(t)

1
CCCCCA ; (5)

£¤¥ dm(t) = xm(t)a2n(t) + x0m(t)a2n�1(t) + � � � +
(2n�1)
xm (t)a1(t), m = 1; 2n.

�§ ãà ¢­¥­¨ï (5) ¯®«ãç ¥¬ á¨áâ¥¬ã ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©8>><
>>:

(2n)
x1 (t)� a1(t)

(2n�1)
x1 (t)� � � � � a2n�1(t)x01(t)� a2n(t)x1(t) = 0;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
(2n)
x2n(t)� a1(t)

(2n�1)
x2n (t)� � � � � a2n�1(t)x02n(t)� a2n(t)x2n(t) = 0:

�â  á¨áâ¥¬  á®£« á­® ([11], x 17) ¨¬¥¥â äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî á¨áâ¥¬ã à¥è¥­¨© x01(t); x
0
2(t); : : : ,

x02n(t), ¯à¨ íâ®¬ detM(x0) 6= 0. �ç¥¢¨¤­®, M(x0) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®¬ã ãà ¢­¥­¨î á¨áâ¥¬ë
(4). �ãáâì X(t) = (xi;j(t))2ni;j=1 | ­¥ª®â®à®¥ à¥è¥­¨¥ ¯¥à¢®£® ãà ¢­¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (4). �®«®¦¨¬
x(t) = (x1(t); : : : ; x2n(t)), £¤¥ xi(t) = x1i(t), t 2 (0; 1). � ª ª ª X 0(t) = A(t)X(t), â®, ¨á¯®«ì§ãï ¢¨¤

¬ âà¨æë A, ¯®«ãç¨¬ x2i(t) = x01i(t), x2ni(t) =
2n�1
x1i (t), i = 1; 2n. � ª¨¬ ®¡à §®¬, X(t) = M(x(t)).

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â X�1(t) ¤«ï ¢á¥å t 2 (0; 1) (â. ¥. à¥è¥­¨¥ X(t) ­¥¢ëà®¦¤¥­­®¥).
�®£¤ , ¨á¯®«ì§ãï ãá«®¢¨¥ (IV) ¨§ â¥®à¥¬ë 3, ¯®«ãç¨¬

(X�1B(X�1)T )0 = �X1X 0X�1B(X�1)T +X�1(B0(X�1)T �B(X�1X 0X�1)T ) =

= X�1(�X 0X�1B +B0 �B(X 0X�1)T )(X�1)T = X�1(�AB +AB +BAT �BAT )(X�1)T = 0:

�â® ®§­ ç ¥â, çâ® X�1B(X�1)T 2 GL(2n;C). �®£« á­® ãá«®¢¨î (III) ¬ âà¨æ  X�1B(X�1)T ï¢«ï-
¥âáï ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©. �®íâ®¬ã ([12], á. 183) áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¬ âà¨æ  g 2 GL(2n;C), çâ®
X�1B(X�1)T = gIgT , â. ¥. (Xg)I(Xg)T = B. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, Xg ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î b).
�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ «¥¬¬ë 3 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® Xg â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï a). � ª¨¬
®¡à §®¬, Xg ¥áâì à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (4). �§ï¢ X = M(x0), ¯®«ãç¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¯ãâì x0(t),
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¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢  a), b). �§ «¥¬¬ë 3 á«¥¤ã¥â, çâ® â ª®© ¯ãâì ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©
á â®ç­®áâìî ¤® G-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �

2. �à¨â¥à¨© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ª®­¥ç­®© á¨áâ¥¬ë ¯ãâ¥© ¢ C2n

¤«ï ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë SP(2n; C)

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¢®¯à®á ® G-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ á¨áâ¥¬ë ¯ãâ¥© fxi(t); i = 1; kg 2 V k. �¨áâ¥-
¬ë ¯ãâ¥© fxi(t); i = 1; kg ¨ fyi(t); i = 1; kg ­ §ë¢ îâáï G-íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®¥ g 2 G, çâ® yi(t) = xi(t)g ¯à¨ «î¡ëå t 2 (0; 1), i = 1; k.

� áá¬®âà¨¬ ª®«ìæ® Chx1; : : : ; xki = Chx11; : : : ; x12n; : : : ; xk1; : : : ; xk2ni ¢á¥å ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â
áç¥â­®£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå

x11; : : : ; x12n; x
0

11; : : : ; x
0

12n; : : : ;
(r)
x11; : : : ;

(r)
x12n; : : : ; xk1; : : : ; xk2n; x

0

k1; : : : ; x
0

k2n; : : : ;
(r)
xk1; : : : ;

(r)
xk2n; : : :

¨ ¯®«®¦¨¬ d(
(r)
xij) =

(r+1)
xij , i = 1; k, j = 1; 2n. �®£¤  d ¬®¦­® ®¤­®§­ ç­® ¯à®¤®«¦¨âì ¤® ¤¨ää¥à¥­-

æ¨à®¢ ­¨ï ¢ ª®«ìæ¥ Chx1; : : : ; xki, ­ ¤¥«ïï íâ® ª®«ìæ® áâàãªâãà®© d-ª®«ìæ . �§¢¥áâ­® ([7], á. 69),
çâ® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ d ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ­  á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯®«¥ ®â­®è¥­¨©. �â® ¯®«¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ Chx1; : : : ; xki,   ¥£® í«¥¬¥­âë
¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì d-à æ¨®­ «ì­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ¨ ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ fhx1; : : : ; xki. �®¢®àïâ,
çâ® d-à æ¨®­ «ì­ ï äã­ªæ¨ï fhx1; : : : ; xki G-¨­¢ à¨ ­â­ , ¥á«¨ fhx1g; : : : ; xkgi = fhx1; : : : ; xki
¤«ï «î¡ëå g 2 G.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å G-¨­¢ à¨ ­â­ëå d-à æ¨®­ «ì­ëå äã­ªæ¨© ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Chx1; : : : ; xkiG.
�§¢¥áâ­® ([7], á. 22), çâ® ®­® ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ¯®¤¯®«¥¬ ¢ Chx1; : : : ; xki ®â­®á¨â¥«ì-
­® d.

� á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ®¯¨áë¢ îâáï ®¡à §ãîé¨¥ íâ®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ¯®«ï.

�¥®à¥¬  4. � d-¯®«¥ Chx1; : : : ; xki
G á«¥¤ãîé¨¥ d-¬­®£®ç«¥­ë ï¢«ïîâáï ¥£® ®¡à §ãîé¨¬¨:

a) ¢ á«ãç ¥ 1 < k < n

f
(l)
ij hx1; : : : ; xki = [

(l�1)
xi ;

(l)
xj ]; 1 � l � n; i � j; j = 1; 2;

'
(l)
12 hx1; : : : ; xki = [

(l�1)
x1 ;

(l�1)
x2 ]; 1 � l � n;

 
(l)
ij hx1; : : : ; xki = [

(l�1)
xi ;

(l�1)
xj ]; 3 � j � k; i = 1; 2; 1 � l � [n+1

2
];

�
(l)
ij hx1; : : : ; xki = [

(l�1)
xi ;

(l)
xj ]; 3 � j � k; i = 1; 2; 1 � l � [n

2
];

(6)

£¤¥ [c] | æ¥« ï ç áâì ç¨á«  c;
b) ¢ á«ãç ¥ k � n

fijhx1; : : : ; xki = [xi; xj ]; 1 � i � n; i < j � k;

'ijhx1; : : : ; xki = [xi; x
0

j ]; 1 � i � n; i � j � k;

 jhx1; : : : ; xki = [x0i; xj ]; 1 � i � n� 1; i < j � n;

�ijhx1; : : : ; xki = [x0i; x
00

j ]; 1 � i � n; i � j � n:

(7)

�â  á¨áâ¥¬  d-¬­®£®ç«¥­®¢ ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®- «£¥¡à ¨ç¥áª¨ ­¥§ ¢¨á¨¬®©, ¨ áâ¥-

¯¥­ì ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®© âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨ d-¯®«ï Chx1; : : : ; xki
G à ¢­  2nk.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ([7], c. 114) ¯®ª § ­®, çâ® «î¡ ï G-¨­¢ à¨ ­â­ ï d-à æ¨®­ «ì­ ï äã­ª-
æ¨ï P hx1; : : : ; xki ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ ®â­®è¥­¨ï G-¨­¢ à¨ ­â­ëå d-¬­®£®ç«¥­®¢ Q1fx1; : : : ; xkg
¨ Q2fx1; : : : ; xkg. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®© ç áâ¨ â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç­® ¯®ª -
§ âì, çâ® ¢áïª¨© G-¨­¢ à¨ ­â­ë© d-¬­®£®ç«¥­ ¢ëà ¦ ¥âáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë
(6), (7).
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�§ ¯¥à¢®© ®á­®¢­®© â¥®à¥¬ë â¥®à¨¨ ¨­¢ à¨ ­â®¢ ¤«ï G ïá­®, çâ® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡à §ãîé¨å
ª®«ìæ  Cfx1; : : : ; xkgG ¬®¦­® ¢§ïâì

[
(s)
xi;

(m)
xj ]; (8)

£¤¥ i; j = 1; k, m; s 2 Z+
0 . �®ª ¦¥¬, çâ® ¢áïª¨© d-¬­®£®ç«¥­ ¢¨¤  (8) d-à æ¨®­ «ì­® ¢ëà ¦ ¥âáï

ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã d-¬­®£®ç«¥­®¢ (6) ¨ (7).
� áá¬®âà¨¬ á­ ç «  á«ãç © a) 1 < k < n.

�¥¬¬  5. �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë [
(r)
xi ;

(r+1)
xj ], [

(r)
xm;

(r)
xs], i; j = 1; k, i � j, 1 � m < s,

s = 2; k, r 2 Z+
0 , ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ª®«ìæ  Cfx1; : : : ; xkg

G, ¯à¨ç¥¬,

¥á«¨ p + q < 2n + 1, p0 + q0 < 2r, â® [
(p)
xi ;

(q)
xj ], [

(p0)
xm;

(q0)
xs ] ¢ëà ¦ îâáï æ¥«® d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§

d-¬­®£®ç«¥­ë [
(l)
xi;

(l+1)
xj ], [

(l)
xm;

(l)
xs], £¤¥ l < r.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© «¥¬¬ë  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã «¥¬¬ë 1.

�¥¬¬  6. �ãáâì n = 2v, v 2 N . �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¢¨¤  [
((n+1)+r)
x1 ;

((n�1)+r)
x2 ],

[
((n�1)+r)
xi ;

(n+r)
xj ], £¤¥ i; j = 1; 2, i � j, r 2 N , ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® r. �§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x01; : : : ;
(n�1)
x1 ,

x2; x
0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

(n)
x1;

(n)
x2 ¨ «¥¬¬ë 5 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë© ¬­®£®ç«¥­ [

(n)
x1;

(n)
x2] ¢ëà ¦ ¥âáï

d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6). �âáî¤  ¨ ¨§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x01; : : : ;
(n�1)
x1 ,

x2; x
0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

(n)
xi ;

(n+1)
xi ¨ «¥¬¬ë 5 á«¥¤ã¥â, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë ¢¨¤  [

(n)
x1;

(n)
x2], i = 1; 2, ¢ëà ¦ îâ-

áï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6). �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë©

¬­®£®ç«¥­ [
(n)
x1;

(n+1)
x2 ] ¢ëà ¦ ¥âáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6). �¥¬¬  ¤®ª § ­  ¤«ï

r = 1.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¥¬¬  ¢¥à­  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® r ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥¥ ¤«ï r+1. � á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥-

­¨ï ¨­¤ãªæ¨¨ ¨§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x01; : : : ;
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

((n�1)+r+1)
x1 ;

((n�1)+r+1)
x2

¨ x1; x
0

1; : : : ;
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

((n�1)+r+1)
xi ;

((n�1)+r+1)
xj ¨ ¨§ «¥¬¬ë 5 á«¥¤ã¥â, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë

¢¨¤  [
((n�1)+r+1)

x1 ;
((n�1)+r+1)

x2 ], [
((n�1)+r+1

xi ;
(n+r+1)
xj ], £¤¥ i; j = 1; 2, i � j, r 2 N , ¢ëà ¦ îâáï d-

à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6). �

�¥¬¬  7. �¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë [
((v�1)+r)
xi ;

((v�1)+r)
xs ], [

((v�1)+r)
xi ;

(v+r)
xs ], £¤¥ i; j = 1; 2,

s = 3; k, r 2 N , ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥¤¥¬ ¨­¤ãªæ¨î ¯® r. � ¯¨è¥¬ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x01; : : : ,
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

(n)
x1; xs ¨ x1; x01; : : : ;

(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

(n)
xi ; x

0

s. �§ íâ¨å â®¦¤¥áâ¢ á«¥¤ã¥â, çâ®

[
(n)
xi ; xs] ¢ëà ¦ ¥âáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, [

(n)
xi ; xs] ¢ëà ¦ -

¥âáï æ¥«® d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ [
(p)
xi ;

(q)
xs], £¤¥ p + q � 2v � 1 ¨ [

(v)
xi ;

(v)
xs], ¯à¨ç¥¬ ¢ íâ®¬ ¢ëà ¦¥­¨¨

d-¬­®£®ç«¥­ë [
(v)
xi ;

(v)
xs] ãç áâ¢ãîâ ¢ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ ¨ ª®íää¨æ¨¥­â ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �§ íâ®£® ¢ë-

à ¦¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® [
(v)
xi ;

(v)
xs] ¢ëà ¦ ¥âáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6). �­ «®£¨ç­®

[
(n)
xi ; xs] ¢ëà ¦ ¥âáï æ¥«® d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ [

(m)
xi ;

(r)
xj ], £¤¥ m+ r � 2v, ¨ [

(v)
xi ;

(v+1)
xs ]. �®£¤  ¨§ íâ¨å

â®¦¤¥áâ¢ á«¥¤ã¥â, çâ® [
(v)
xi ;

(v)
xs] ¨ [

(v)
xi ;

(v+1)
xs ], i; s = 1; 2, v = 3; k, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§

d-¬­®£®ç«¥­ë (6). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, «¥¬¬  ¤«ï r = 1 ¤®ª § ­ .
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¥¬¬  ¢¥à­  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® r ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¤«ï r+ 1. � á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥-

­¨ï ¨­¤ãªæ¨¨ ¨§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x01; : : : ;
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

((v�1)+r+1)
xi ;

((v�1)+r+1)
xs

¨ x1; x
0

1; : : : ;
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

((v�1)+r+1)
xi ;

(v+r+1)
xs á«¥¤ã¥â, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë ¢¨¤  [

((v�1)+r+1)
xi ,
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((v�1)+r+1)
xs ], [

((v�1)+r+1)
xi ;

(v+r+1)
xs ], £¤¥ i = 1; 2, s = 3; k, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-

¬­®£®ç«¥­ë (6). �

�¥¬¬  8. d-¬­®£®ç«¥­ë [
(r�1)
xm ;

(r)
xm], [

(r�1)
xi ;

(r)
xj ], [

(r�1)
xi ;

(r�1)
xj ], £¤¥ m = 3; k, i < j, i = 3; k � 1,

¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® r. �§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x01; : : : ;
(n�1)
x1 ,

x2; x
0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ; xi; x

0

j ¨ x1; x
0

1; : : : ;
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ; xm; x

0

m,   â ª¦¥ x1; x01; : : : ;
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ,
(n�1)
x2 ; xi; xj ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¯®«ãç¨¬, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë [xi; x0j ], [xm; x

0

m] ¨ [xi; xj ], £¤¥ m = 3; k,
i < j, i = 3; k � 1, j = 4; k, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
«¥¬¬  ¤«ï r = 1 ¤®ª § ­ .

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¥¬¬  ¢¥à­  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® r ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¤«ï r + 1. � á¨«ã ¯à¥¤-

¯®«®¦¥­¨ï ¨­¤ãªæ¨¨ ¨§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x
0

1; : : : ;
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

(r)
xm;

(r+1)
xm ¨

x1; x
0

1; : : : ;
(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

(r)
xi;

(r+1)
xj ,   â ª¦¥ x1; x01; : : : ;

(n�1)
x1 ; x2; x

0

2; : : : ;
(n�1)
x2 ;

(r)
xi;

(r)
xj ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì­® ¯®«ãç¨¬, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë [
(r)
xm;

(r+1)
xm ], [

(r)
xi ;

(r+1)
xj ], [

(r)
xi ;

(r)
xj ], £¤¥ m = 3; k, i < j, i = 3; k � 1,

j = 4; k, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (6). �

�§ «¥¬¬ 5{8 ¯®«ãç¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯¥à¢®© ç áâ¨ â¥®à¥¬ë ¢ á«ãç ¥ 1 < k < n, ª®£¤  n
ç¥â­®. �­ «®£¨ç­ë¬¨ à ááã¦¤¥­¨ï¬¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, ª®£¤  n ­¥ç¥â­®.

b) �®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ã ¢ á«ãç ¥ k � n. � áá¬®âà¨¬ á­ ç «  á«ãç © k = n. � ¯¨á ¢ â®¦¤¥áâ¢®
(2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x2; : : : ; xn; x01; x

0

2; : : : ; x
0

n; x
00

i ; x
00

j , ¯®«ãç¨¬, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë [x00i ; x
00

j ], £¤¥ i < j,
j = 2; n, i = 1; n� 1, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7).

� ª¦¥, ­ ¯¨á ¢ â®¦¤¥áâ¢® (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x2; : : : ; xn; x01; x
0

2; : : : ; x
0

n; x
00

i ; x
000

j , ¯®«ãç¨¬, çâ®
d-¬­®£®ç«¥­ë [x00i ; x

000

j ], i < j, i; j = 1; n, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7).
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­® ¤«ï ¢á¥å i < r, ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥£® ¤«ï i = r. � á¨-

«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ¨­¤ãªæ¨¨ ¨§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x2; : : : ; xn; x01; x
0

2; : : : ; x
0

n;
(r)
xi;

(r)
xj ¨

x1; x2; : : : ; xn; x
0

1; x
0

2; : : : ; x
0

n;
(r)
xs;

(r+1)
xm á«¥¤ã¥â, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë [

(r)
xi ;

(r)
xj ], [

(r)
xs;

(r+1)
xm ], £¤¥ i < j, s � m,

j = 2; n, i = 1; n� 1, s;m = 1; n, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7). � á¨«ã «¥¬-
¬ë 5 «î¡®© í«¥¬¥­â d-ª®«ìæ  Cfx1; x2; : : : ; xkgG ¢ëà ¦ ¥âáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë
(7).

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ b) ¢ á«ãç ¥ k = n ¤®ª § ­®.
�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ á«ãç © k > n. �§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x2; : : : ; xn; x01; x

0

2; : : : ; x
0

n,
xi; xj ¨ à ¢¥­áâ¢  [xi; x0j ] = [xi; xj ]� [x0i; xj ] á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®£®ç«¥­ë [xi; xj ], £¤¥ i < j, j = n+ 2; k,
i = n+ 1; k � 1, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7). � ª¦¥ ¨§ â®¦¤¥áâ¢  (2)
¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x2; : : : ; xn; x01; x

0

2; : : : ; x
0

n; x
00

i ; xj , ãç¨âë¢ ï â®¦¤¥áâ¢  [x00i ; x
0

j ] = [x0i; xj ]
0 � [x0i; x

0

j ]
¨ à ¢¥­áâ¢  [xi; x0j ] = [xi; xj ]0 � [x0i; xj ], ¯®«ãç¨¬, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë [x0i; x

0

j ], i = 1; n, j =
n+ 1; k, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7). �§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢
x1; x2; : : : ; xn; : : : ; x

0

1; x
0

2; : : : ; x
0

n; x
0

i; x
0

j á«¥¤ã¥â, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë [x0i; x
0

j ], £¤¥ i < j, j = n+ 2; k,
i � n + 1, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7). � ª¦¥ ¨§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï
x1; x2; : : : ; xn; x

0

1; x
0

2; : : : ; x
0

n; x
0

i; xj , ãç¨âë¢ ï [x0i; xj ] = [xi; xj ]0 � [xi; x0j ], ¯®«ãç¨¬, çâ® [xi; x0j ], £¤¥
i < j, j = n+ 1; k, i � n+ 1, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7). �§ â®¦¤¥áâ¢ 
(2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x2; : : : ; xn; x01; x

0

2; : : : ; x
0

n; x
00

i ; x
0

j , ãç¨âë¢ ï â®¦¤¥áâ¢  [x
00

i ; x
0

j ] = [x0i; x
0

j ]
0�[x0i; x

00

j ],
¯®«ãç¨¬, çâ® [x0i; x

00

j ], £¤¥ i = 1; n, j = n+ 1; k, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë
(7). �­ «®£¨ç­®, ¨§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x2; : : : ; xn; x01; x

0

2; : : : ; x
0

n; x
00

i ; x
0

j , ãç¨âë¢ ï, çâ®
[x00i ; x

0

j ] = [x0i; x
0

j ]
0�[x0j; x

00

j ], ¯®«ãç¨¬, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë [x0i; x
00

j ], £¤¥ i � j, j = n+ 1; k, ¢ëà ¦ îâáï
d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï r = 1 ¤®ª § «¨ çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë

[
(r)
xi ;

(r)
xj ] ¨ [

(r)
xs;

(r�1)
xm ] d-à æ¨®­ «ì­® ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® íâ®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­® ¤«ï ¢á¥å ç¨á¥«, ¬¥­ìè¨å r. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢¥à­® ¤«ï r.
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�§ â®¦¤¥áâ¢  (2) ¤«ï ¢¥ªâ®à®¢ x1; x2; : : : ; xn; x
0

1; x
0

2; : : : ; x
0

n;
(r)
xi;

(r)
xj ¨ x1; x2; : : : ; xn; x

0

1; x
0

2; : : : ,

x0n;
(r)
xs;

(r+1)
xm ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¯®«ãç¨¬, çâ® d-¬­®£®ç«¥­ë [

(r)
xi ;

(r)
xj ],

[
(r)
xs;

(r+1)
xm ], £¤¥ i < j, s � m, j = 2; k, i = 1; k � 1, s;m = 1; k, ¢ëà ¦ îâáï d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§

d-¬­®£®ç«¥­ë (7). �­ ç¨â, ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 5 «î¡®© í«¥¬¥­â d-ª®«ìæ  Cfx1; : : : ; xkgG ¢ëà ¦ ¥âáï
d-à æ¨®­ «ì­® ç¥à¥§ d-¬­®£®ç«¥­ë (7).

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® á¨áâ¥¬  d-¬­®£®ç«¥­®¢ (6), (7) ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®  «£¥¡à ¨-
ç¥áª¨ ­¥§ ¢¨á¨¬®©.

�¢¨¤ã â®£®, çâ® áâ¥¯¥­ì d-âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨ d-¯®«ï Chx1; : : : ; xki ­ ¤ ¯®«¥¬ C ¥áâì 2nk
¨ C � Chx1; : : : ; xki

G � Chx1; : : : ; xki, ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë A ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® áâ¥¯¥­ì d-
âà ­áæ¥­¤¥­â­®áâ¨ d-¯®«ï Chx1; : : : ; xki ­ ¤ d-¯®«¥¬ Chx1; : : : ; xki

G ¥áâì ­ã«ì, â. ¥. ª ¦¤ ï ª®®à-
¤¨­ â  d-¯¥à¥¬¥­­ëå ([7], á. 21) ¢¥ªâ®à®¢ xi, £¤¥ i = 1; k, ï¢«ï¥âáï d- «£¥¡à ¨ç­®© ­ ¤ d-¯®«¥¬
Chx1; : : : ; xki

G. � á«ãç ¥ k = 1 íâ®â ä ªâ ãáâ ­®¢«¥­ ¢ â¥®à¥¬¥ 1.
�â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤«ï «î¡®£® k á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ d-­¥¨§¢¥áâ­ëå ¢¥ªâ®à®¢ xi,

£¤¥ i = 1; k, d-¯®«¥ ChxiiG á®¤¥à¦¨âáï ¢ d-¯®«¥ Chx1; : : : ; xkiG, ¨ ¯®íâ®¬ã ª ¦¤ ï ª®®à¤¨­ â 
d-­¥¨§¢¥áâ­®£® ¢¥ªâ®à  xi ï¢«ï¥âáï d- «£¥¡à ¨ç¥áª®© ­ ¤ d-¯®«¥¬ Chx1; : : : ; xki

G. �¥®à¥¬  4
¤®ª § ­ .

� ¬¥ç ­¨¥. � [7] ¯®áâà®¥­ë ¤àã£¨¥ 2nk d-¬­®£®ç«¥­ë, ª®â®àë¥ â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ®¡à §ãî-
é¨¬¨ d-¯®«ï Chx1; : : : ; xkiG.

�¥®à¥¬  5. �¨áâ¥¬ë fxi(t); i = 1; kg ¨ fyi(t); i = 1; kg ¯ãâ¥© G-íª¢¨¢ «¥­â­ë â®£¤ 

¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Fvfx1(t); : : : ; xk(t)g = Fvfy1(t); : : : ; yk(t)g, £¤¥ Fv | ®¡à §ãîé¨¥ d-¯®«ï

Chx1; x2; : : : ; xki
G, v = 1; 2nk.

�­ ç «  ¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ «¥¬¬ë.

�¥¬¬  9. �¢¥ á¨áâ¥¬ë ¯ãâ¥© fxi(t); i = 1; kg ¨ fyi(t); i = 1; kg G-íª¢¨¢ «¥­â­ë â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¨­¤¥ªá i0, çâ® ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ :
1) M 0(xi0)(M(xi0))

�1 =M 0(yi0)(M(yi0))
�1,

2) M(xi0)IM
T (xi0) =M(yi0)IM

T (yi0),
3) xi(M(xi0))

�1 = yi(M(yi0))
�1, i 6= i0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �ãáâì fxi(t); i = 1; kg ¨ fyi(t); i = 1; kg G-íª¢¨¢ «¥­â-
­ë, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ g 2 G, çâ® yi(t) = xi(t)g ¤«ï ¢á¥å i = 1; k. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì
á®®â­®è¥­¨© 1), 2) á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 3,   à ¢¥­áâ¢  3) «¥£ª® ¯à®¢¥àïîâáï:

yi(M(yi0))
�1 = xig(M(xi0)g)

�1 = xigg
�1(M(xi0))

�1 = xi(M(xi0))
�1:

�®áâ â®ç­®áâì. �ãáâì ¤«ï ¯ãâ¥© fxi(t); i = 1; kg ¨ fyi(t); i = 1; kg ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®-
è¥­¨ï 1){3) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i0. �§ «¥¬¬ë 3 á«¥¤ã¥â, çâ® (M(xi0))

�1(M(yi0)) 2 Sp(2n;C), â. ¥.
M(yi0) = M(xi0)g ¤«ï ­¥ª®â®à®£® g 2 Sp(2n;C). � ç áâ­®áâ¨, ¯®«ãç¨¬, çâ® yi0 = xi0g, ¨ ¨§
à ¢¥­áâ¢  3) ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® xi(M(xi0))

�1 = yi(M(yi0))
�1 = yig

�1(M(xi0))
�1, â. ¥. yi = xig ¯à¨

i 6= i0. �

�¥¬¬  10. �«ï ª®­¥ç­®© á¨áâ¥¬ë ¯ãâ¥© fxi(t); i=1; kg ¬ âà¨æë-äã­ªæ¨¨M 0(xi)(M(xi))�1,
M(xi)IMT (xi), xi(M(xi0))

�1 ¨¬¥îâ ¢¨¤

M 0(xi)(M(xi))�1 =

0
BBBB@

0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1
a2ni(t) a(2n�1)i(t) a(2n�2)i(t) : : : a1i(t)

1
CCCCA ;
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£¤¥

a2ni(t) = [
(2n)
xi (t)x

0

i(t)x
00

i (t) � � �
(2n�1)
xi (t)](ai(t))

�1;

a(2n�1)i(t) = [xi(t)
(2n)
xi (t)x

00

i (t) � � �
(2n�1)
xi (t)](ai(t))

�1;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

a1i(t) = [xi(t)x
0

i(t)x
00

i (t) � � �
(2n�2)
xi (t)

(2n)
xi (t)](ai(t))

�1;

ai(t) = [xi(t)x
0

i(t)x
00

i (t) � � �
(2n�1)
xi (t)]; i = 1; k:

M(xi)IM
T (xi) = [

(m�1)
xi (t)

(s�1)
xi (t)]; £¤¥ m; s = 1; 2n; i = 1; k;

xi(M(xi0))
�1 = kc2ni(t)c(2n�1)i(t) : : : c1i(t)k; £¤¥

c2ni(t) = [xi(t)x
0

i0
(t)x00i0(t) � � �

(2n�1)
xi0 (t)](ai0(t))

�1;

c(2n�1)i(t) = [xi0(t)xi(t)x
00

i0
(t) � � �

(2n�1)
xi0 (t)](ai0(t))

�1;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

c1i(t) = [xi0(t)x
0

i0
(t)x00i (t) � � �

(2n�2)
xi0 (t)xi(t)](ai0(t))

�1; i 6= i0:

�®ª § â¥«ìáâ¢® á®áâ®¨â ¢ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®¬ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¬ âà¨æ, ¨ ¯®íâ®¬ã
¬ë ¥£® ®¯ãáª ¥¬.

�§ «¥¬¬ë 10 ¯®«ãç¨¬, çâ® ª®¬¯®­¥­âë «¥¢ëå ç áâ¥© à ¢¥­áâ¢ 1){3) («¥¬¬  9) ª ª ¤¨ä-
ä¥à¥­æ¨ «ì­ë¥ à æ¨®­ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨ ­ ¤ C ®â ¯¥à¥¬¥­­®£® ¢¥ªâ®à  xi, i = 1; k, ï¢«ïîâáï
G-¨­¢ à¨ ­â­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 5. �ç¥¢¨¤­®, ¥á«¨ ª®­¥ç­ë¥ á¨áâ¥¬ë fxi(t); i = 1; kg ¨ fyi(t); i =
1; kg ¯ãâ¥© ¢ C2n G-íª¢¨¢ «¥­â­ë, â®

Fvfx1(t); : : : ; xk(t)g = Fvfy1(t); : : : ; yk(t)g (9)

¤«ï «î¡ëå t 2 (0; 1), £¤¥ Fv, v = 1; 2nk, | ®¡à §ãîé¨¥ d-¯®«ï Chx1; x2; : : : ; xkiG.
�ãáâì fxi(t); i = 1; kg ¨ fyi(t); i = 1; kg | ª®­¥ç­ë¥ á¨áâ¥¬ë à¥£ã«ïà­ëå ¯ãâ¥© ¢ C2n ¨

¢¥à­ë à ¢¥­áâ¢  (9) ¯à¨ ¢á¥å t 2 (0; 1), v = 1; 2nk. � á¨«ã â¥®à¥¬ë 4 ¨ «¥¬¬ë 10 ¯®«ãç¨¬, çâ®
¤«ï «î¡®£® t 2 (0; 1)

M 0(x)(M(x))�1 =M 0(y)(M(y))�1; M(x)IMT (x) =M(y)IMT (y);

xi(M(xi0))
�1 = yi(M(yi0))

�1, £¤¥ i 6= i0, i0 | ­¥ª®â®àë© ä¨ªá¨à®¢ ­­ë© ¨­¤¥ªá.
�âáî¤  ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 9 ¯®«ãç¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 5.
�à¨¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¢ à¨ ­â â¥®à¥¬ë 3 ¤«ï ª®­¥ç­®© á¨áâ¥¬ë ¯ãâ¥©.

�¥®à¥¬  6. �ãáâì ¤«ï ¬ âà¨æ A(t); B(t) 2 Mat(2n;C) ¢ë¯®«­¥­  á¨áâ¥¬  à ¢¥­áâ¢ (I){
(IV) (á¬. â¥®à¥¬ã 3) ¨ Di = (di1(t); : : : ; di2n(t)), £¤¥ dij(t)| ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë¥ äã­ª-

æ¨¨ ­  (0; 1), i = 1; k, i 6= i0, j = 1; 2n, i0 | ­¥ª®â®àë© ä¨ªá¨à®¢ ­­ë© ¨­¤¥ªá. �®£¤  áãé¥-

áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï, á â®ç­®áâìî ¤® G-íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, á¨áâ¥¬  ¯ãâ¥© fxi; i = 1; kg, ¤«ï
ª®â®à®© ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢ 

 ) M 0(xi0)M
�1(xi0) = A,

¡) M(xi0)IM
T (xi0) = B,

¢) xiM�1(xi0) = Di, i 6= i0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 3, ¯®«ãç¨¬, çâ® á¨-
áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© (

X 0X�1 = A;

XIX = B
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¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥ M(xi0) ¨ «î¡®¥ ¤àã£®¥ à¥è¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ X = M(xi0)g, £¤¥ g 2 Sp(2n;C).
�®«®¦¨¬ xi = DiM(xi0), i 6= i0. �®£¤  fxi; i = 1; kg ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ¢). �ãáâì
fyi; i = 1; kg | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¤àã£ ï á¨áâ¥¬  ¯ãâ¥©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬  ), ¡), ¢). �®-
áª®«ìªã M(yi0) =M(xi0)g ¤«ï ­¥ª®â®à®£® g 2 Sp(2n;C), â® Di = yi(M(yi0))

�1 = yi(M(xi0)g)
�1 =

yig
�1(M(xi0))

�1 = xi(M(xi0))
�1. �âáî¤  yi = xig. �

�¨â¥à âãà 
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