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�§¢¥áâ  à®«ì ¯à®¨§¢®¤ëå áâàãªâãà (à¥è¥â®ª ¯®¤ «£¥¡à ¨ ª®£àãíæ¨©, £àã¯¯  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢, ¯®«ã£àã¯¯ í¤®¬®àä¨§¬®¢, ¢ãâà¥¨å ¨§®¬®àä¨§¬®¢, ¢ãâà¥¨å £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨
¤à.) ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ áâà®¥¨ï ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à. �áâ¥áâ¢¥¥ ¨â¥à¥á ª â¥¬ ¯à®¨§¢®¤ë¬
®¡ê¥ªâ ¬ (¯®¤ «£¥¡à ¬, ª®£àãíæ¨ï¬,  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬, í¤®¬®àä¨§¬ ¬ ¨ ¯à.) ã¨¢¥àá «ì®©
 «£¥¡àë, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥ë áà¥¤áâ¢ ¬¨ á ¬®©  «£¥¡àë: ¥¥ â¥à¬ ¬¨, ãá«®¢ë¬¨
â¥à¬ ¬¨, ä®à¬ã« ¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¨ â. ¤. �â¨¬ ¢®¯à®á ¬, ¢ ç áâ®áâ¨, ¡ë«¨ ¯®á¢ïé¥ë à -
¡®âë [1], [2]. � ¯®¬¨¬ ¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨§ ¨å.

�¢â®¬®àä¨§¬ '  «£¥¡àë A  §ë¢ ¥âáï â¥à¬ «ìë¬ (ãá«®¢® â¥à¬ «ìë¬), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã-
¥â â¥à¬ (ãá«®¢ë© â¥à¬) t(x) á¨£ âãàë  «£¥¡àë A â ª®©, çâ® ¤«ï «î¡®£® a 2 A ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢® '(a) = t(a). � «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â¥à¬ «ì®áâì (ãá«®¢ ï â¥à¬ «ì®áâì) í¤®-
¬®àä¨§¬   «£¥¡àë A. � ¯®¬¨¬, çâ® ¢ãâà¥¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (¢ãâà¥¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬)
 «£¥¡àë A  §ë¢ ¥âáï «î¡®© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¯®¤ «£¥¡à ¬¨  «£¥¡àë A («î¡®© £®¬®¬®à-
ä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¯®¤ «£¥¡à ¬¨  «£¥¡àë A). �ãâà¥¨© ¨§®¬®àä¨§¬ (¢ãâà¥¨© £®¬®¬®àä¨§¬) '
 «£¥¡àë A  §®¢¥¬ â¥à¬ «ìë¬, ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® â¥à¬  t(x) ¨ ¤«ï «î¡®£® a 2 Dom' ¨¬¥-
¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® '(a) = t(a). � «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢ ï â¥à¬ «ì®áâì ¢ãâà¥¨å
¨§®¬®àä¨§¬®¢ ¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢.

� à ¡®â å  ¢â®à  ¯®¬¨¬® ¯®ïâ¨ï ãá«®¢®£® â¥à¬  ®¯à¥¤¥«¥ë â ª¦¥ ¯®ïâ¨ï ¯®§¨â¨¢®-
ãá«®¢®£®, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢®£® ¨ 9+-ãá«®¢®£® â¥à¬®¢ (á¬., ª ¯à¨¬¥àã, [3], [4]) ®â«¨ç îé¨¥áï
¤àã£ ®â ¤àã£  ¢ àì¨à®¢ ¨¥¬ ¯®ïâ¨ï ãá«®¢¨ï. � ãá«®¢®¬ â¥à¬¥ ãá«®¢¨¥ | íâ® ¡¥áª¢ â®à-
ë¥ ä®à¬ã«ë, ¢ ¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢®¬ | ¯®§¨â¨¢ë¥ ¡¥áª¢ â®àë¥, ¢ í«¥¬¥â à®-ãá«®¢®¬
| í«¥¬¥â àë¥, 9+-ãá«®¢®¬ | ¯®§¨â¨¢ë¥ 9-ä®à¬ã«ë. � «®£¨ç® â¥à¬ «ìë¬ ¨ ãá«®¢®
â¥à¬ «ìë¬ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢ë¥, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢ë¥, 9+-ãá«®¢ë¥  ¢â®¬®à-
ä¨§¬ë, í¤®¬®àä¨§¬ë, ¢ãâà¥¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë ¨ â.¤.

� ª ª ª áã¯¥à¯®§¨æ¨ï ãá«®¢ëå (¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢ëå, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢ëå, 9+-ãá«®¢ëå)
â¥à¬®¢ ¨ á ¬  ï¢«ï¥âáï ãá«®¢ë¬ (¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢ë¬, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢ë¬, 9+-ãá«®¢ë¬)
â¥à¬®¬, â® á®¢®ªã¯®áâ¨ â¥à¬ «ìëå (ãá«®¢®, ¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢®, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢®, 9+-
ãá«®¢® â¥à¬ «ìëå)  ¢â®¬®àä¨§¬®¢, í¤®¬®àä¨§¬®¢, ¢ãâà¥¨å ¨§®¬®àä¨§¬®¢ ¨ ¢ãâà¥¨å
£®¬®¬®àä¨§¬®¢ «î¡®© ã¨¢¥àá «ì®©  «£¥¡àë ®¡à §ãîâ ¯®«ã£àã¯¯ë. � á«ãç ¥ ¦¥ ª®¥ç®áâ¨
ã¨¢¥àá «ì®©  «£¥¡àë á®¢®ªã¯®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®¡à §ãîâ £àã¯¯ë.

�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï:
£àã¯¯ã ãá«®¢® (¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢®, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢®, 9+-ãá«®¢®) â¥à¬ «ìëå  ¢â®-

¬®àä¨§¬®¢ ª®¥ç®©  «£¥¡àë A ®¡®§ ç¨¬ ª ª CPSAutA (á®®â¢¥âáâ¢¥® C+PSAutA,
EPSAutA, 9+PS AutA);

¯®«ã£àã¯¯ã ãá«®¢® (¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢®, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢®, 9+-ãá«®¢®) â¥à¬ «ìëå í-
¤®¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë A ®¡®§ ç¨¬ ª ª CPS EndA (á®®â¢¥âáâ¢¥® C+PS EndA, EPS EndA,
9+PS EndA);

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©
(£à â ò02-01-00258).
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¯®«ã£àã¯¯ã ãá«®¢® (¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢®, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢®, 9+-ãá«®¢®) â¥à¬ «ìëå ¢ã-
âà¥¨å ¨§®¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë A ®¡®§ ç¨¬ ª ª CPS IsoA (á®®â¢¥âáâ¢¥® C+PS IsoA,
EPS IsoA, 9+PS IsoA);

¯®«ã£àã¯¯ã ãá«®¢® (¯®§¨â¨¢®-ãá«®¢®, í«¥¬¥â à®-ãá«®¢®, 9+-ãá«®¢®) â¥à¬ «ìëå ¢ã-
âà¥¨å £®¬®¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë A ®¡®§ ç¨¬ ª ª CPSHomA (á®®â¢¥âáâ¢¥® C+PSHomA,
EPSHomA, 9+PSHomA).

�®¤ «£¥¡àã B = hB;�i  «£¥¡àë A = hA;�i  §®¢¥¬ ®âªàëâ®- (¯®§¨â¨¢®-®âªàëâ®-, í«¥¬¥-
â à®-, 9+-) ä®à¬ã«ì®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª¢ â®à ï (á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯®§¨â¨¢ ï ¡¥áª¢ -
â®à ï, í«¥¬¥â à ï, ¯®§¨â¨¢ ï 9-) ä®à¬ã«  �(x) â ª ï, çâ® B = fa 2 A j A j= �(a)g. �ç¥-
¢¨¤®, á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ä®à¬ã«ìëå ¯®¤ «£¥¡à ª ¦¤®£® ¨§ ãª § ®£® ¢ëè¥ â¨¯®¢ ®¡à §ã¥â
0-1-¨¦îî ¯®¤¯®«ãà¥è¥âªã à¥è¥âª¨ SubA ¢á¥å ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë A. �¡®§ ç¨¬ ¤ «¥¥

¯®«ãà¥è¥âªã ¢á¥å ®âªàëâ®-ä®à¬ã«ìëå ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë A ª ª P SubA;
¯®«ãà¥è¥âªã ¢á¥å ¯®§¨â¨¢®-®âªàëâ®-ä®à¬ã«ìëå ¯®¤ «£¥¡à ª ª P+ SubA;
¯®«ãà¥è¥âªã ¢á¥å í«¥¬¥â à®-ä®à¬ã«ìëå ¯®¤ «£¥¡à ª ª E SubA;
¯®«ãà¥è¥âªã ¢á¥å 9+-ä®à¬ã«ìëå ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë A ª ª 9+ SubA.
�ç¥¢¨¤®, ¤«ï «î¡®© ã¨¢¥àá «ì®©  «£¥¡àë A ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¢ª«îç¥¨ï

C+PSAutA
� CPSAutA �
� 9+PSAutA �

EPSAutA � Z(AutA); (�)

£¤¥ Z(G) ®¡®§ ç ¥â æ¥âà £àã¯¯ë G.
� ª¦¥ ®ç¥¢¨¤ë ¢ª«îç¥¨ï

C+PS EndA
� CPS EndA �
� 9+PS EndA �

EPS EndA � Z(EndA);

£¤¥ Z(S) | æ¥âà ¯®«ã£àã¯¯ë S, â. ¥. á®¢®ªã¯®áâì í«¥¬¥â®¢ ¨§ S ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å á «î¡ë¬¨
í«¥¬¥â ¬¨ ¨§ S.

�«ï «î¡®©  «£¥¡àë A ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¢ª«îç¥¨ï

P+ SubA
� P SubA �
� 9+ SubA �

E SubA � SubA: (��)

�à®¬¥ â®£®, ¤«ï «î¡®£® ' 2 AutA ¨ «î¡®© B 2 E SubA ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® '(B) = B.
� «®£¨ç®

¤«ï ' 2 EndA ¨ B 2 9+ SubA ¨¬¥¥â ¬¥áâ® '(B) � B;
¤«ï ' 2 IsoA ¨ B 2 P SubA | '(Dom' \ B) � B;
¤«ï ' 2 HomA ¨ B 2 P+ SubA | '(Dom' \ B) � B.
� à ¡®â¥ [1] ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¤«ï «î¡®© à ¢®¬¥à® «®ª «ì®-ª®¥ç®©  «£¥¡àë A ª®¥ç-

®© á¨£ âãàë (ª®¥ç®©  «£¥¡àë A ¯à®¨§¢®«ì®© á¨£ âãàë) ¨ «î¡®£® ' 2 AutA á«¥¤ãîé¨¥
ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

1) ' 2 CPSAutA;
2) ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® ', ¨ ' ª®¬¬ãâ¨àã¥â á® ¢á¥¬¨ ®â®¡à ¦¥-

¨ï¬¨ ¨§ IsoA.

� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ A | ª®¥ç ï  «£¥¡à  ¡¥§ á®¡áâ¢¥ëå ¯®¤ «£¥¡à, â® íª¢¨¢ «¥âë ãá«®¢¨ï
1) ' 2 CPSAutA; 2) ' 2 Z(AutA).

� ¬ ¦¥ ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¤«ï «î¡®© ª®¥ç®©  «£¥¡àë A ¨ «î¡®£® ' 2 Aut' á«¥¤ãîé¨¥
ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

1) ' 2 ECPSAutA;
2) ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® ' ¨ ' 2 Z(AutA).
� ¤ ®© à ¡®â¥ ¡ã¤ãâ ¨áá«¥¤®¢ âìáï á¨âã æ¨¨ á ¢®§¬®¦ë¬¨ à ¢¥áâ¢ ¬¨ ¢ æ¥¯®çª å ¢ª«î-

ç¥¨© (�) ¨ (��).
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�ãâà¥¨© ¨§®¬®àä¨§¬ ã¨¢¥àá «ì®©  «£¥¡àë A  §®¢¥¬ ¥¥ ¢ãâà¥¨¬  ¢â®¬®àä¨§¬®¬,
¥á«¨ Dom' = Rang'. � «®£¨ç®, ¢ãâà¥¨© £®¬®¬®àä¨§¬ '  «£¥¡àë A ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥¥
¢ãâà¥¨¬ í¤®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ Rang' � Dom'.

�¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥®à¥¬  1. �«ï «î¡®© ª®¥ç®©  «£¥¡àë A á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï ¯®¯ à® íª¢¨¢ «¥âë:

1) SubA = P+ SubA,
10) ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡àë A ï¢«ïîâáï ¥¥ ¢ãâà¥¨¬¨ í¤®¬®àä¨§¬ ¬¨;
2) SubA = P SubA,
20) ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡àë A ï¢«ïîâáï ¥¥ ¢ãâà¥¨¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨;
3) SubA = 9+ SubA,
30) ¢á¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® «î¡ëå ¥¥ í¤®¬®àä¨§¬®¢;
4) SubA = E SubA,
40) ¢á¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® «î¡ëå ¥¥  ¢â®¬®àä¨§¬®¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨¢¥¤¥¬ «¨èì ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ãá«®¢¨© 1) ¨ 10). �áâ «ì-
ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë ¤®ª §ë¢ îâáï   «®£¨ç®, ¢ àì¨àãîâáï «¨èì ¯®ïâ¨ï ¤¨ £à ¬¬ë
¯®¤ «£¥¡àë. �â ª, ¯ãáâì A | ª®¥ç ï  «£¥¡à  ¨ ¢á¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A ¢ë¤¥«ïîâáï ¢
¥© ¯®§¨â¨¢ë¬¨ ¡¥áª¢ â®àë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ ¨ ¯ãáâì ' | £®¬®¬®àä¨§¬ ¯®¤ «£¥¡àë A1  
¯®¤ «£¥¡àã A2  «£¥¡àë A. �ãáâì a 2 A1 ¨ ¯®§¨â¨¢ ï ¡¥áª¢ â®à ï ä®à¬ã«  �(x) ¢ë¤¥«ï-
¥â ¢ A ¯®¤ «£¥¡àã haiA ¯®à®¦¤¥ãî ¢ A í«¥¬¥â®¬ a. �®£¤  A j= �(a) ¨ A j= �('(a)), â. ¥.
'(a) 2 haiA � A1. �¥¬ á ¬ë¬, A2 � A1, â. ¥. «î¡®© ¢ãâà¥¨© £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡àë A ï¢«ï-
¥âáï ¥¥ ¢ãâà¥¨¬ í¤®¬®àä¨§¬®¬.

�®¯ãáâ¨¬ ®¡à â®¥, â. ¥., çâ® ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡àë A ï¢«ïîâáï ¥¥ ¢ãâà¥-
¨¬¨ í¤®¬®àä¨§¬ ¬¨. �«ï ª ¦¤®£® a 2 A ¯ãáâì D+

a (x) | ¯®§¨â¨¢ ï ¤¨ £à ¬¬  ¯®¤ «£¥¡àë
haiA ¯à¨ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ x ª ª a (á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®§¨â¨¢ëå ¡¥áª¢ â®àëå ä®à¬ã« �(x) ¨á-
â¨ëå   a) ¨ D+0

a (x) | ª®¥ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¨§ D+
a (x) â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® b 2 A ãá«®¢¨ï

A j= D+0
a (b) ¨ D+

a (x) � D+

b (x) íª¢¨¢ «¥âë. �ãáâì L | ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë A ¨

�L(x) =
_
c2L

D+0

c (x):

�®£¤  ¤«ï «î¡®£® c 2 L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® A j= �L(c). �ãáâì â¥¯¥àì d 2 A ¨ A j= �L(d). �®£¤  ¤«ï
¥ª®â®à®£® c 2 L ¨¬¥¥â ¬¥áâ® A j= D+0

c (d) ¨, § ç¨â, D+
c (x) � D+

d (x). �¥¬ á ¬ë¬, ®â®¡à ¦¥¨¥
'(c) = d ¨¤ãæ¨àã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ ¯®¤ «£¥¡àë hciA   ¯®¤ «£¥¡àã hdiA. � á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï
®¡  «£¥¡à¥A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ª«îç¥¨¥ hdiA � hciA � L. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®§¨â¨¢ ï ¡¥áª¢ â®à ï
ä®à¬ã«  �L(x) ¢ë¤¥«ï¥â ¢ A ¯®¤ «£¥¡àã L. �ª¢¨¢ «¥â®áâì ãá«®¢¨© 1) ¨ 10) ¤®ª §  .

�ç¥¢¨¤®,   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®ª §  

�¥®à¥¬  10. �«ï «î¡®© «®ª «ì®-ª®¥ç®©  «£¥¡àë A ª®¥ç®© á¨£ âãàë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®-

¢¨ï ¯®¯ à® íª¢¨¢ «¥âë:

1) ¢á¥ ª®¥çë¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A ¯®§¨â¨¢®-®âªàëâ®-ä®à¬ã«ìë,

10) ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡àë A ï¢«ïîâáï ¥¥ ¢ãâà¥¨¬¨ í¤®¬®àä¨§¬ ¬¨;
2) ¢á¥ ª®¥çë¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A ®âªàëâ®-ä®à¬ã«ìë,

20) ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡àë A ï¢«ïîâáï ¥¥ ¢ãâà¥¨¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨.

�ª ¦¥¬ â¥¯¥àì á¢ï§ì ãá«®¢®© â¥à¬ «ì®áâ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨©  «£¥¡à á ä®à¬ã«ì®áâìî ¥¥
¯®¤ «£¥¡à.

�¥®à¥¬  2. �«ï «î¡®© ª®¥ç®©  «£¥¡àë A á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï ¯®¯ à® íª¢¨¢ «¥âë:
1) AutA = ECPSAutA,
10) SubA = E SubA ¨ £àã¯¯  AutA  ¡¥«¥¢ ;
2) EndA = 9+CPS EndA,
20) SubA = 9+ SubA ¨ ¯®«ã£àã¯¯  EndA  ¡¥«¥¢ ;
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3) IsoA = CPS IsoA,
30) SubA = P SubA ¨ ¯®«ã£àã¯¯  IsoA  ¡¥«¥¢ ;
4) HomA = C+PSHomA,
40) SubA = P+ SubA ¨ ¯®«ã£àã¯¯  HomA  ¡¥«¥¢ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ íª¢¨¢ «¥â®áâì ãá«®¢¨© 1) ¨ 10). �ãáâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®
AutA = ECPSAutA. �¥¬ á ¬ë¬ ¢á¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A § ¬ªãâë ®â®á¨â¥«ì® «î¡®£®
 ¢â®¬®àä¨§¬   «£¥¡àë A ¨ á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® SubA = E SubA. �®¬-
¬ãâ â¨¢®áâì ¦¥ «î¡®© í«¥¬¥â à®-ãá«®¢® â¥à¬ «ì®© äãªæ¨¨ á «î¡ë¬  ¢â®¬®àä¨§¬®¬
 «£¥¡àë ¢«¥ç¥â  ¡¥«¥¢®áâì £àã¯¯ë AutA. �¥¬ á ¬ë¬, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨¬¯«¨ª æ¨ï 1) ! 10)
¨¬¥¥â ¬¥áâ®.

�ãáâì â¥¯¥àì SubA = E SubA ¨ £àã¯¯  AutA  ¡¥«¥¢ . �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  a ¨§ A ç¥à¥§
EDa(x) ®¡®§ ç¨¬ í«¥¬¥â àë© â¨¯ í«¥¬¥â  a, â. ¥. á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å í«¥¬¥â àëå ä®à¬ã«
�(x) á¨£ âãàë  «£¥¡àë A, ¨áâ¨ëå   í«¥¬¥â¥ a. �ãáâì �a(x) 2 EDa(x) ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï
«î¡®£® b 2 A ãá«®¢¨ï A j= �a(b) ¨ EDa(x) = EDb(x) íª¢¨¢ «¥âë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡ëå
a; b 2 A ®â®è¥¨¥ A j= �a(b) à ¢®á¨«ì® áãé¥áâ¢®¢ ¨î  ¢â®¬®àä¨§¬   2 AutA â ª®£®, çâ®
 (a) = b. �ãáâì â¥¯¥àì ' | ¯à®¨§¢®«ìë©  ¢â®¬®àä¨§¬  «£¥¡àë A ¨ a | ¥ª®â®àë© í«¥¬¥â
 «£¥¡àë A. � á¨«ã à ¢¥áâ¢  SubA = E SubA,   § ç¨â, § ¬ªãâ®áâ¨ ¢á¥å ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë A
®â®á¨â¥«ì® «î¡®£®  ¢â®¬®àä¨§¬   «£¥¡àë A ¨ ¢ á¨«ã § ¬¥ç¥®£® ¢ëè¥ ® ä®à¬ã« å �a(x),
¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ª«îç¥¨¥ fb 2 A j A j= �a(b)g � haiA. � ª¨¬ ®¡à §®¬, '(a) 2 haiA ¨, § ç¨â,
 ©¤¥âáï â¥à¬ ta;'(x) â ª®©, çâ® '(a) = ta;'(a). �«ï «î¡®£® c 2 A â ª®£®, çâ® A j= �a(c), ¯ãáâì
 c 2 AutA â ª®¢, çâ®  c(a) = c. � ª ª ª AutA  ¡¥«¥¢ , â®

'(c) = '( c(a)) =  c('(a)) =  c(ta;'(a)) = ta;'( c(a)) = ta;'(c):

� ª¨¬ ®¡à §®¬,   ¬®¦¥áâ¢¥ fb 2 A j A j= �a(b)g  ¢â®¬®àä¨§¬ ' ®¯à¥¤¥«¨¬ â¥à¬®¬ ta;'(x).
�ãáâì â¥¯¥àì f�a1(x); : : : ; �ak(x)g â ª®¢®, çâ®

�
fb 2 A j A j= �ai(b)g j i � k

	
| ¤¨§êîªâ®¥

¯®ªàëâ¨¥  «£¥¡àë A. �®£¤   ¢â®¬®àä¨§¬ ' ®¯à¥¤¥«ï¥âáï    «£¥¡à¥ A í«¥¬¥â à®-ãá«®¢ë¬
â¥à¬®¬

t'(x) =

8>><
>>:

�a1(x)! ta1;'(x);

� � � � � � � � � � � � � � �

�ak(x)! tak;'(x):

�¥¬ á ¬ë¬ ¨¬¯«¨ª æ¨ï 10)! 1) ¤®ª §  .
� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï íª¢¨¢ «¥â®áâì ¤àã£¨å ¯ à ãá«®¢¨© ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨

â¥®à¥¬ë.

�®ª ¦¥¬, çâ® âà¥¡®¢ ¨¥  ¡¥«¥¢®áâ¨ AutA ¨ à ¢¥áâ¢® SubA = E SubA ¥§ ¢¨á¨¬ë. �¥©-
áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì A1 = hf0; 1g; f 1i ¨ f(0) = 0; f(1) = 1. �¥¬ á ¬ë¬ AutA| æ¨ª«¨ç¥áª ï £àã¯¯ 
¨  ¡¥«¥¢ , ® ¯®¤ «£¥¡àë f0g ¨ f1g  «£¥¡àë A ¥ ï¢«ïîâáï í«¥¬¥â à®-ä®à¬ã«ìë¬¨. �ãáâì
â¥¯¥àì A2 = hf1; 2; 3; 4; 5; 6g; f 1 ; g1i ¨ äãªæ¨¨ f ¨ g ®¯à¥¤¥«¨¬ë â ¡«¨æ¥©

x f(x) g(x)
1 4 2
2 6 3
3 5 1
4 1 5
5 3 6
6 2 4

�â®¡à ¦¥¨ï ' ¨  ¬®¦¥áâ¢  f1; 2; 3; 4; 5; 6g ¢ á¥¡ï ®¯à¥¤¥«¨¬ â ¡«¨æ¥©
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x '(x)  (x)
1 2 4
2 3 5
3 1 6
4 6 1
5 4 2
6 5 3

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® ' ¨  ï¢«ïîâáï  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨  «£¥¡àë A2, ' 6=  '

¨, ¢ â® ¦¥ ¢à¥¬ï, SubA2 = fA2g = E SubA2. � ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¯®áª®«ìªã  «£¥¡à  A2 ®¤-
®à®¤  (¤«ï «î¡ëå a; b 2 A2 áãé¥áâ¢ã¥â  ¢â®¬®àä¨§¬ �  «£¥¡àë A â ª®©, çâ® �(a) = b),
â® ¢á¥ í«¥¬¥â à®-ãá«®¢® â¥à¬ «ìë¥ äãªæ¨¨ ®¤®© ¯¥à¥¬¥®©    «£¥¡à¥ A2 ï¢«ïîâ-
áï ¥¥ â¥à¬ «ìë¬¨ äãªæ¨ï¬¨. �à¨ íâ®¬ áâ®«ì ¦¥ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® (á ãç¥â®¬ â®¦¤¥áâ¢
f 2(x) = x; g3(x) = x ¨ g(f(x)) = f(g2(x)) ¨áâ¨ëå    «£¥¡à¥ A2) ¥âàã¤® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®
 ¢â®¬®àä¨§¬ ' ¥ ï¢«ï¥âáï â¥à¬ «ìë¬,   § ç¨â, ¨ í«¥¬¥â à®-ãá«®¢® â¥à¬ «ìë¬  ¢â®-
¬®àä¨§¬®¬  «£¥¡àë A2.

� á¨«ã â®£®, çâ® SubA2 = fA2g = E SubA2,   § ç¨â, AutA2 = EndA2 = IsoA2 = HomA2

 «£¥¡à  A2 á«ã¦¨â  àï¤ã á  «£¥¡à®© A1 ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤¢ãå âà¥¡®¢ ¨©,
á®áâ ¢«ïîé¨å ãá«®¢¨ï 20), 30), 40) ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 2.

� ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ®   «®£¨ç® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 2 ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®ª §  

�¥®à¥¬  20. �«ï «î¡®© «®ª «ì® ª®¥ç®©  «£¥¡àë A ª®¥ç®© á¨£ âãàë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®-

¢¨ï ¯®¯ à® íª¢¨¢ «¥âë:

3) ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡àë A ¬¥¦¤ã ª®¥çë¬¨ ¯®¤ «£¥¡à ¬¨ ãá«®¢® â¥à-

¬ «ìë,

30) ¢á¥ ª®¥çë¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A ®âªàëâ® ä®à¬ã«ìë ¨ ¯®«ã£àã¯¯  ¢ãâà¥¨å ¨§®-

¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë A  ¡¥«¥¢ ,

4) ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡àë A ¬¥¦¤ã ª®¥çë¬¨ ¯®¤ «£¥¡à ¬¨ ¯®§¨â¨¢®

ãá«®¢® â¥à¬ «ìë,

40) ¢á¥ ª®¥çë¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë A ¯®§¨â¨¢® ®âªàëâ® ä®à¬ã«ìë ¨ ¯®«ã£àã¯¯  ¢ã-

âà¥¨å £®¬®¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë A  ¡¥«¥¢ .
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