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�®ïâ¨¥ ãá«®¢®£® â¥à¬  ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ¢ à ¡®â¥  ¢â®à  [1]. �  ®á®¢¥ íâ®£® ¯®ïâ¨ï ¢ [2] ¡ë-
«® ¢¢¥¤¥® ¯®ïâ¨¥ ãá«®¢®© à æ¨® «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à ¨ ¨å ª« á-
á®¢, ®¡®¡é îé¥¥ ¨§¢¥áâ®¥ ¯®ïâ¨¥ à æ¨® «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. � [3]{[5] ¨§ãç « áì ãá«®¢®
à æ¨® «ì ï íª¢¨¢ «¥â®áâì à §«¨çëå ª®¥çëå  «£¥¡à,   ¢ [6] ®¯¨á ë ¨¢ à¨ âë ®â-
®è¥¨ï ãá«®¢®© à æ¨® «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¤«ï «®ª «ì® ª®¥çëå ©®áá®®¢áª¨å ã¨-
¢¥àá «ìëå ª« áá®¢  «£¥¡à. � [1] ®â¬¥ç ¥âáï, çâ®   ¤¨áªà¨¬¨ â®àëå  «£¥¡à å ãá«®¢® â¥à-
¬ «ìë¥ äãªæ¨¨ ï¢«ïîâáï â¥à¬ «ìë¬¨ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ãá«®¢® à æ¨® «ì ï íª¢¨¢ «¥â®áâì
¤¨áªà¨¬¨ â®àëå  «£¥¡à à ¢®á¨«ì  à æ¨® «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. � ¤ ®© à ¡®â¥   -
«®£¨çë© à¥§ã«ìâ â ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¤«ï «®ª «ì® ª®¥çëå ¤¨áªà¨¬¨ â®àëå ¬®£®®¡à §¨© ¨
®¯¨áë¢ îâáï â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ë¥ ¨¢ à¨ âë ª« áá®¢ à æ¨® «ì® (ãá«®¢® à æ¨® «ì-
®) íª¢¨¢ «¥âëå «®ª «ì® ª®¥çëå ¤¨áªà¨¬¨ â®àëå ¬®£®®¡à §¨©.

� ¯®¬¨¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �®¤ ãá«®¢¨¥¬ á¨£ âãàë ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì ª®¥çãî
á®¢®ªã¯®áâì à ¢¥áâ¢ ¨ ¥à ¢¥áâ¢ ¬¥¦¤ã â¥à¬ ¬¨ tij(x) á¨£ âãàë �

T (x) =

8>><
>>:

t1
1
(x) =i1 t1

2
(x);

� � � � � � � � �

tn
1
(x) =in tn

2
(x);

£¤¥ =1 ¥áâì =, =0 ¥áâì 6=, ij 2 f0; 1g. �®¤ ¯®«®© á¨áâ¥¬®© ãá«®¢¨© ¯®¨¬ ¥¬ â ªãî á®¢®ªã¯®áâì

fT1(x); : : : ; Tk(x)g ãá«®¢¨©, çâ® ä®à¬ã« 
kW

i=1

Ti(x) ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥® ¨áâ¨®©,   ¯à¨ «î¡ëå

r 6= p � k ä®à¬ã«ë Tr(x)&Tp(x) «®¦ë. �®ïâ¨¥ ãá«®¢®£® â¥à¬  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥©
¨¤ãªæ¨¥©:

 ) ¯¥à¥¬¥ë¥ ¨ «î¡ë¥ ª®áâ âë á¨£ âãàë � ï¢«ïîâáï ãá«®¢ë¬¨ â¥à¬ ¬¨ íâ®© á¨£ -
âãàë,

¡) ¥á«¨ t1(x); : : : ; tn(x) | ãá«®¢ë¥ â¥à¬ë á¨£ âãàë � ¨ f | n-¬¥áâë© äãªæ¨® «ìë©
á¨¬¢®« á¨£ âãàë �, â® f(t1(x)); : : : ; f(tn(x)) | â ª¦¥ ãá«®¢ë© â¥à¬ á¨£ âãàë �;

¢) ¥á«¨ t1(x); : : : ; tn(x) | ãá«®¢ë¥ â¥à¬ë á¨£ âãàë �,   fT1(x); : : : ; Tn(x)g| ¯®« ï á¨áâ¥¬ 
ãá«®¢¨© íâ®© á¨£ âãàë, â®

t(x) =

8>><
>>:

T1(x)! t1(x);

� � � � � � � � �

Tn(x)! tn(x)

| â ª¦¥ ãá«®¢ë© â¥à¬ á¨£ âãàë �;
£) «î¡®© ãá«®¢ë© â¥à¬ á¨£ âãàë � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï §  ª®¥ç®¥ ç¨á«® è £®¢ á®£« á® ¯à -

¢¨« ¬  ){¢).

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© (ª®¤
¯à®¥ªâ  96-01-01675).
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� ¦¤ë© ãá«®¢ë© â¥à¬ á¨£ âãàë � ¨â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ¥ª®â®à®© ãá«®¢® â¥à¬ «ì®©
äãªæ¨¥©   ®á®¢®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ «î¡®©  «£¥¡àë íâ®© á¨£ âãàë. �à¨ íâ®¬ ¤«ï ¯à ¢¨«  ),
¡) ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ãá«®¢ëå â¥à¬®¢ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬ áâ ¤ àâë¥ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨, ¨¬¥îé¨¥ ¬¥áâ®
¯à¨ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ â¥à¬®¢ á¨£ âãàë �. �á«¨ ¦¥ ãá«®¢ë© â¥à¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ¯à ¢¨«ã ¢)
¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ãá«®¢ëå â¥à¬®¢, â® ¤«ï «î¡ëå a 2 Ak (k | ¤«¨  ª®àâ¥¦  ¯¥à¥¬¥ëå x)
¯®«®¦¨¬ t(a) = b, ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® i � n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® A j= Ti(a) ¨ ti(a) = b.

�ãáâì CT(�) | á®¢®ªã¯®áâì ãá«®¢ëå â¥à¬®¢ á¨£ âãàë �. �¢  ª« áá  ã¨¢¥àá «ìëå
 «£¥¡à K1 ¨ K2 á¨£ âãà �1 ¨ �2 á®®â¢¥âáâ¢¥® ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ãá«®¢® à æ¨® «ì® íª¢¨¢ -
«¥âë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ®â®¡à ¦¥¨ï F1(F2) á¨£ âãàëå á¨¬¢®«®¢ ®¯¥à æ¨© ¨§ �1(�2) ¢
ãá«®¢ë¥ â¥à¬ë á¨£ âãàë �2(�1) â ª¨¥, çâ® ¤«ï n- à®£® á¨¬¢®«  f 2 �1(�2) F1(f)(F2(f)) ¥áâì
n- àë© â¥à¬ á¨£ âãàë �2(�1) ¨ ¯à¨ íâ®¬:

1) ¤«ï «î¡®© K1- «£¥¡àë A = hA;�1i  «£¥¡à  F2(A) = hA;�2i 2 K2, £¤¥ �2-®¯¥à æ¨¨  «£¥¡àë
F2(A) ®¯à¥¤¥«¥ë F2(�2)-ãá«®¢ë¬¨ â¥à¬ ¬¨  «£¥¡àë A;

2) ¤«ï «î¡®© K2- «£¥¡àë A = hA;�2i  «£¥¡à  F1(A) = hA;�1i 2 K1, £¤¥ �1-®¯¥à æ¨¨  «£¥¡àë
F1(A) ®¯à¥¤¥«¥ë F1(�1)-ãá«®¢ë¬¨ â¥à¬ ¬¨  «£¥¡àë A;

3) ¤«ï «î¡®© K1- «£¥¡àë A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® F1(F2(A)) = A;
4) ¤«ï «î¡®© K2- «£¥¡àë A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® F2(F1(A)) = A.
�à¨ § ¬¥¥ ¢ íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ãá«®¢ëå â¥à¬®¢   áâ ¤ àâë¥ ¯®«ãç ¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ à -

æ¨® «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ª« áá®¢ K1 ¨ K2. �á«®¢® à æ¨® «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì ª« áá®¢
K1 ¨ K2 ®¡®§ ç¨¬ ª ª K1 �C K2, à æ¨® «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì | ª ª K1 � K2.

�á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï, ®â®áïé¨¥áï ª ¤¨áªà¨¬¨ â®àë¬ ¬®£®®¡à §¨ï¬, ¬®¦®  ©â¨, ª ¯à¨-
¬¥àã, ¢ [7]{[9]. �¥à¥§MSI ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ª« áá ¯®¤¯àï¬® ¥à §«®¦¨¬ëå  «£¥¡à ¬®£®®¡à §¨ï
M. �«ï ¤¨áªà¨¬¨ â®àëå ¬®£®®¡à §¨© M, ª« áá MSI á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá ¬¨ ¯à®áâëå ¨ ¤¨á-
ªà¨¬¨ â®àëå  «£¥¡à. � ¯®¬¨¬ â ª¦¥, çâ® «î¡ ï  «£¥¡à  ¤¨áªà¨¬¨ â®à®£® ¬®£®®¡à §¨ï
¨§®¬®àä  ¡ã«¥¢ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î ¤¨áªà¨¬¨ â®àëå  «£¥¡à íâ®£® ¬®£®®¡à §¨ï.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ M1, M2 | «®ª «ì®-ª®¥çë¥ ¤¨áªà¨¬¨ â®àë¥ ¬®£®®¡à §¨ï, â® á«¥-
¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë :

1) M1 �M2; 2) M1 �C M2; 3) (M1)SI � (M2)SI .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¯«¨ª æ¨¨ 1) ! 2) ¨ 3) ! 1) ®ç¥¢¨¤ë. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢¥ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¨¬¯«¨ª æ¨ï 2) ! 3). �à¥¦¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ MSIf | á®¢®-
ªã¯®áâì ª®¥çëå ¯®¤¯àï¬® ¥à §«®¦¨¬ëå M- «£¥¡à, â® ¨§ ®â®è¥¨ï (M1)SIf � (M2)SIf
á«¥¤ã¥â ®â®è¥¨¥ (M1)SI � (M2)SI . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, íâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® ¡¥áª®¥ç ï
Mi- «£¥¡à  ¤¨áªà¨¬¨ â®à  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ¤®¯ãáª ¥â «®ª «ì®¥ ¯®ªàëâ¨¥
ª®¥çë¬¨ ¤¨áªà¨¬¨ â®àë¬¨  «£¥¡à ¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ¨§ ãá«®-
¢¨ï M1 �C M2 ¢ëâ¥ª ¥â (M1)SIf � (M2)SIf . � ª å®à®è® ¨§¢¥áâ®, ¥á«¨ ª®¥ç ï  «£¥¡à  A
à §«®¦¨¬  ¢ ¡ã«¥¢® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥  «£¥¡à A1; : : : ;An, â® A ¨§®¬®àä  ¯àï¬®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î
 «£¥¡à A1; : : : ;An. �à¨ íâ®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ª®¥ç®© Mi- «£¥¡àë A ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥-
¤¥¨ï ¯®¤¯àï¬® ¥à §«®¦¨¬ëå (¤¨áªà¨¬¨ â®àëå) Mi- «£¥¡à ¥¤¨áâ¢¥® á â®ç®áâìî ¤®
¯¥à¥áâ ®¢ª¨ á®¬®¦¨â¥«¥©. � ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ãá«®¢® à æ¨® «ì ï íª¢¨¢ «¥â®áâì á®-
åà ï¥â â¨¯ë ¨§®¬®àä¨§¬   «£¥¡à, â. ¥. ¥á«¨ A1 �C A0

1
, A2 �C A0

2
¨ ãá«®¢ ï íª¢¨¢ «¥â®áâì

 «£¥¡à A1, A01 ¨ A2, A02 ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ®¤¨¬¨ ¨ â¥¬¨ ¦¥ ãá«®¢ë¬¨ â¥à¬ ¬¨, â® ®â®è¥¨ï
A1

�= A2 ¨ A01 �= A0
2
à ¢®á¨«ìë.

�ãáâì F1 : �1 ! CT (�2), F2 : �2 ! CT (�1) | ®â®¡à ¦¥¨ï, ®áãé¥áâ¢«ïîé¨¥ ãá«®¢® à -
æ¨® «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì ¬®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2. �ãáâì ti(x; y; z) | â¥à¬ë á¨£ âãàë �i,
§ ¤ îé¨¥ ¤¨áªà¨¬¨ â®àë   ¤¨áªà¨¬¨ â®àëåMi- «£¥¡à å. �¥à¥§ F 01 ®¡®§ ç¨¬ ®â®¡à ¦¥-
¨¥ á¨£ âãàë �1 ¢ T (�2), á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ á¨£ âãà®¬ã á¨¬¢®«ã f 2 �1 â¥à¬ F 0

1
(f) á¨£ âãàë

�2, ¯®«ãç¥ë© ¨§ ãá«®¢®£® â¥à¬  F1(f) § ¬¥®© ãá«®¢®£® ®¯¥à â®à  á ¯®¬®éìî áâ ¤ àâ®©
¯à®æ¥¤ãàë ( ¯à., [1]): á ç «  á ¯®¬®éìî ¤¨áªà¨¬¨ â®à®© äãªæ¨¨,   § â¥¬ | § ¬¥®© ¯®-
á«¥¤¥© â¥à¬®¬ t2. � «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥ F 0

2
: �2 ! T (�1). � ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï

(Mi)SI - «£¥¡à A ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  Fj(A) = F 0j(A).
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�®ª ¦¥¬ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® n 2 !, çâ® ®â®¡à ¦¥¨ï F 0
1
¨ F 0

2
®¯à¥¤¥«ïîâ à æ¨® «ìãî íª¢¨¢ -

«¥â®áâì ¬¥¦¤ã n-í«¥¬¥âë¬¨ (M1)SIf ¨ (M2)SIf - «£¥¡à ¬¨. �á«¨ ki | ¬¨¨¬ «ì ï ¬®é-
®áâì ¥®¤®í«¥¬¥âëå Mi- «£¥¡à, â® (¢ á¨«ã ãá«®¢®© à æ¨® «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ M1

¨ M2) k1 = k2 = k ¨ ¢á¥ k-í«¥¬¥âë¥ Mi- «£¥¡àë ¤¨áªà¨¬¨ â®àë. �¥¬ á ¬ë¬ ¤«ï «î¡®©
A 2 M1(M2), ¥á«¨ jAj = k, â® A 2 (M1)SI (A 2 (M2)SI), F2(A) 2 (M2)SI (F1(A) 2 (M1)SI) ¨
ãá«®¢® à æ¨® «ì ï íª¢¨¢ «¥â®áâì ¤¨áªà¨¬¨ â®àëå  «£¥¡à A ¨ Fi(A), ®áãé¥áâ¢«ï¥¬ ï
®â®¡à ¦¥¨ï¬¨ F1 ¨ F2 ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ ¨¤ãæ¨àã¥â à æ¨® «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì íâ¨å
 «£¥¡à, ®áãé¥áâ¢«ï¥¬ãî ®â®¡à ¦¥¨ï¬¨ F 0

1
¨ F 0

2
. �®¯ãáâ¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¤«ï  âãà «ì®£® n ¯à¨

«î¡®¬ l < n F 0
1
¨ F 0

2
®áãé¥áâ¢«ïîâ à æ¨® «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì ¬¥¦¤ã (M1)SI - «£¥¡à ¬¨

¬®é®áâ¨ l ¨ à ¢®¬®éë¬¨ ¨¬ (M2)SI- «£¥¡à ¬¨. �ãáâì A 2 M1 n (M1)SI ¨ jAj = n. �®-
£¤  A �=

Q
i�m

Ai, £¤¥ Ai 2 (Mi)SI ¨ jAij < n. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î,  «£¥¡àë F 0
2
(Ai) ¯à¨ ¤«¥¦ â

(M2)SI . �ç¥¢¨¤®, ®â®¡à ¦¥¨ï F 0
1
¨ F 0

2
®¯à¥¤¥«ïîâ à æ¨® «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì  «£¥¡àQ

i�m

Ai ¨
Q
i�m

F 0
2
(Ai). � ¬¥â¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨ï F 0

1
(F 0

2
) ¯à¥®¡à §ãîâ M2- «£¥¡àë ¬®é®-

áâ¨ n ¢ M1- «£¥¡àë â®© ¦¥ ¬®é®áâ¨ (M1- «£¥¡àë ¢ M2- «£¥¡àë). �«ï  «£¥¡à, à §«®¦¨¬ëå
¢ ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ (¥âà¨¢¨ «ì®¥), íâ® ã¦¥ § ¬¥ç¥® ¢ëè¥. �ãáâì â¥¯¥àì A 2 (M2)SI ¨
jAj = n, â®£¤  A = F2(A0), £¤¥ A0 2M1, ® â®£¤  A0 = F1(F2(A0)) = F 0

1
(F2(A)), â. ¥. F 01(F

0
2
)-®¡à §ë

(M2)SI- «£¥¡à ((M1)SI- «£¥¡à) ï¢«ïîâáï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® M1(M2)- «£¥¡à ¬¨ ¨, â. ª. ¯à¥®¡à §®-
¢ ¨ï F 0

1
(F 0

2
) ¯¥à¥¢®¤ïâ ¯àï¬ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ ¯àï¬ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï, â® F 0

1
(F 0

2
) ®áãé¥áâ¢«ïîâ

à æ¨® «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì n-í«¥¬¥âëå (M1)SI- «£¥¡à. �¤ãªæ¨¥© ¯® n ¤®ª § ®, çâ® íâ¨
®â®¡à ¦¥¨ï ®áãé¥áâ¢«ïîâ à æ¨® «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì (M1)SIf - ¨ (M2)SIf - «£¥¡à, â. ¥. ¤®-
ª §   ¨¬¯«¨ª æ¨ï 2)! 3).

�¥à¥§
>!

K ¤«ï «î¡®£® ª« áá  K ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à ®¡®§ ç¨¬ ª â¥£®à¨î, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®-
à®© ï¢«ïîâáï  «£¥¡àë ¨§ K,   ¬®àä¨§¬ ¬¨ | ¨§®¬®àäë¥ ¢«®¦¥¨ï íâ¨å  «£¥¡à ¤àã£ ¢ ¤àã£ 
(ª â¥£®à¨ï ¢«®¦¨¬®áâ¨ ª« áá  K). � á¨«ã â¥®à¥¬ë ¨§ [2] ¤¢  ã¨¢¥àá «ìëå ª« áá  K1 ¨ K2,
á®¤¥à¦ é¨å ®¤®í«¥¬¥âë¥  «£¥¡àë, ãá«®¢® à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-

£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â äãªâ®à F , ®áãé¥áâ¢«ïîé¨© ¨§®¬®àä¨§¬ ª â¥£®à¨¨
>!

K1   ª â¥£®à¨î
>!

K2,
¯¥à¥áâ ®¢®çë© á® áâ¨à îé¨¬¨ äãªâ®à ¬¨ íâ¨å ª â¥£®à¨©. �¡®§ ç¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â-

®è¥¨¥ ª ª
>!

K1
�=set

>!

K2. � ¬ ¦¥ ¤®ª § ®, çâ® ¤«ï ¤¨áªà¨¬¨ â®à®£® ¬®£®®¡à §¨ïM ¯®« ï
ª â¥£®à¨ï ~M M-ã¨¢¥àá «ìëå  «£¥¡à ( ~M-¬®àä¨§¬ë{£®¬®¬®àä¨§¬ë ¬¥¦¤ã M- «£¥¡à ¬¨)

¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥, ª â¥£®à¨ï
>!

M ®¤®§ ç® ¢®ááâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¯® ª â¥£®à¨¨
>�!

MSI . � ª § ¬¥ç¥®

¢ëè¥,
>���!

(M1)SI �=set

>���!

(M2)SI â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
>���!

(M1)SIf �=
>���!

(M2)SIf . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥â
¬¥áâ®

�«¥¤áâ¢¨¥. �®ª «ì®-ª®¥çë¥ ¤¨áªà¨¬¨ â®àë¥ ¬®£®®¡à §¨ï M1 ¨ M2 ãá«®¢® à æ¨-

® «ì® íª¢¨¢ «¥âë (à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
>���!

(M1)SIf �=set

>���!

(M2)SIf .

�â¢¥à¦¤¥¨¥ íâ®£® á«¥¤áâ¢¨ï ¯®§¢®«ï¥â ®¯¨á âì â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ë¥ ¨¢ à¨ âë
ª« áá®¢ à æ¨® «ì® ( , § ç¨â, ¨ ãá«®¢® à æ¨® «ì®) íª¢¨¢ «¥âëå «®ª «ì®-ª®¥çëå
¤¨áªà¨¬¨ â®àëå ¬®£®®¡à §¨©.

�ãáâì M | â ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. �¥à¥§ Sk
>���!

MSIf ®¡®§ ç¨¬ áª¥«¥â ª â¥£®à¨¨
>���!

MSIf , â. ¥.
¯®«ãî ¯®¤ª â¥£®à¨î, á®¤¥à¦ éãî ¯® ®¤®¬ã ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«î ¨§ ª ¦¤®£® ª« áá  ¨§®¬®àäëå

MSIf - «£¥¡à. �ã¤¥¬ ¯à¨ íâ®¬ áç¨â âì, çâ® ®á®¢ë¥ ¬®¦¥áâ¢   «£¥¡à ¨§ Sk
>���!

MSIf ¤¨§êîªâ-

ë. �¥à¥§ AM ®¡®§ ç¨¬ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ®á®¢ëå ¬®¦¥áâ¢  «£¥¡à ¨§ Sk
>���!

MSIf , ¨ ¯ãáâì �M |

íª¢¨¢ «¥â®áâì   AM â ª ï, çâ® �M-ª« ááë áãâì ®á®¢ë¥ ¬®¦¥áâ¢   «£¥¡à ¨§ Sk
>���!

MSIf .
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�«ï «î¡®£® a 2 AM ç¥à¥§ a�M ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® fb 2 AM j ha; bi 2 �Mg. �ãáâì

HM | á®¢®ªã¯®áâì ¬®àä¨§¬®¢ ª â¥£®à¨¨ Sk
>���!

MSIf , â. ¥. HM | á®¢®ªã¯®áâì ¢«®¦¥¨© ®¤-
¨å �-ª« áá®¢ ¢ ¤àã£¨¥. �«ï «î¡®£® f 2 HM ç¥à¥§ rf (df ) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ®¡« áâì § ç¥-
¨© (®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï) ®â®¡à ¦¥¨ï f , ç¥à¥§ Sa�M | á®¢®ªã¯®áâì frf j f 2 HM; rf �
a�Mg ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬®¦¥áâ¢  a�M. �®¢®ªã¯®áâì Sa�M ®¡à §ã¥â à¥è¥âªã ®á®¢ëå ¬®¦¥áâ¢

¯®¤ «£¥¡à Sk
>���!

MSIf - «£¥¡àë á ®á®¢ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ a�M (à¥è¥âªã ®â®á¨â¥«ì® â¥®à¥â¨ª®-
¬®¦¥áâ¢¥®£® ¢ª«îç¥¨ï, £¤¥ à®«ì inf ¨£à ¥â â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥). �«ï
«î¡®£® a 2 AM, «î¡ëå b1; : : : ; bn 2 a�M ç¥à¥§ hb1; : : : ; bni ®¡®§ ç¨¬  ¨¬¥ìè¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
¨§ Sa�M , á®¤¥à¦ é¥¥ ¬®¦¥áâ¢® fb1; : : : ; bng. � á¨«ã «®ª «ì®© ª®¥ç®áâ¨ ¬®£®®¡à §¨ï M
®® ¡ã¤¥â à ¢®¬¥à® «®ª «ì®-ª®¥çë¬, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï ' : ! ! ! â ª ï, çâ® ¤«ï
«î¡®£® n 2 !, a 2 AM, «î¡ëå b1; : : : ; bn 2 a�M ¨¬¥¥¬ jhb1; : : : ; bnij � '(n).

�à®©ªã hAM;�M;HMi  §®¢¥¬ ®áâ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨ï M ¨ ®¡®§ ç¨¬ OstM. � á¨«ã § -
¬¥ç¥®£® ¢ëè¥ ¤®¢®«ì® ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¤«ï «î¡®£® «®ª «ì®-ª®¥ç®£® ¤¨áªà¨¬¨ â®à®£®
¬®£®®¡à §¨ï M ®áâ®¢ M ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

1) �M | íª¢¨¢ «¥â®áâì   ¬®¦¥áâ¢¥ AM á ª®¥çë¬¨ �M-ª« áá ¬¨;
2) HM | á®¢®ªã¯®áâì ¢«®¦¥¨© ®¤¨å �M-ª« áá®¢ ¢ ¤àã£¨¥;
3) ¤«ï «î¡®£® a 2 AM Ra�M = hSa�M ;\;_i | à¥è¥âª  (®â®á¨â¥«ì® �);
4) ¤«ï «î¡®£® a 2 AM Ha�M = hff 2 HM j rf = df = a�Mg; �i | £àã¯¯  ®â®á¨â¥«ì®

ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥¨© �;
5) ¥á«¨ f; g 2 HM ¨ rf � dh, â® h � g 2 HM;
6) ¥á«¨ df = rf , â® Fix f = fb 2 df j f(b) = bg 2 Sa�M ;
7) ¤«ï «î¡ëå g1; g2 2 HM â ª¨å, çâ® rg1 \ rg2 6= ;, áãé¥áâ¢ãîâ h1; h2 2 HM â ª¨¥, çâ®

g1 � h1 = g2 � h2, rg2 � h2 = rg1 \ rg2 ¨ rh1 � dg1, rh2 � dg2;
8) ¤«ï «î¡®£® a 2 AM, «î¡®£® g 2 HM, ¥á«¨ a 2 dg ¨ ha; g(a)i 6= �M, â® rg 6= g(a)�M;

9)
���fa 2 AM

�� ja�j = 1g
��� � 1;

10) áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï ' : ! ! ! â ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®£® a 2 AM, «î¡ëå b1; : : : ; bn 2 a�M
¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® jhb1; : : : ; bnij � '(n).

� á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï, ¥á«¨M1,M2 | «®ª «ì®-ª®¥çë¥ ¤¨áªà¨¬¨ â®àë¥ ¬®£®®¡à §¨ï, â®
M1 ¨M2 à æ¨® «ì® (ãá«®¢® à æ¨® «ì®) íª¢¨¢ «¥âë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥-
áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ �, ®áãé¥áâ¢«ïîé¥¥ ¨§®¬®àä¨§¬ á¨áâ¥¬ hAM1

;�M1
i

¨ hAM2
;�M2

i, á®¯àï£ îé¨© ®â®¡à ¦¥¨ï ¨§ HM1
¨ HM2

. �®¤®¡®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ �  §®¢¥¬
¨§®¬®àä¨§¬®¬ ®áâ®¢®¢ OstM1 ¨ OstM2 (OstM1

�= OstM2). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®áâ®¢ë «®ª «ì®-
ª®¥çëå ¤¨áªà¨¬¨ â®àëå ¬®£®®¡à §¨© á«ã¦ â â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ë¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨
¤«ï ®â®è¥¨ï à æ¨® «ì®© (ãá«®¢® à æ¨® «ì®©) íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ íâ¨å ¬®£®®¡à §¨©. �®-
ª ¦¥¬, çâ® ãá«®¢¨ï 1){10) ®¯à¥¤¥«ïîâ ª« áá íâ¨å ¨¢ à¨ â®¢.

�¥®à¥¬  2. �«ï «î¡®© âà®©ª¨ hA;�;Hi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬ 1){10), áãé¥áâ¢ã¥â
«®ª «ì®-ª®¥ç®¥ ¤¨áªà¨¬¨ â®à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ M â ª®¥, çâ® OstM = hA;�;Hi.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡®£® a 2 A, «î¡ëå b1; : : : ; bn â ª¨å, çâ® hb1; : : : ; bni = a�, ¨ «î¡®£®
c 2 a� ¢¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ n-¬¥áâãî äãªæ¨î fb;c(x)   A. �¤¥áì b = hb1; : : : ; bni ¨ x =
hx1; : : : ; xni, äãªæ¨ï fb;c(x) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

fb;c(e1; : : : ; en) =

8>><
>>:

g(c); ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â g 2 H â ª®¥, çâ®

e1 = g(b1); : : : ; en = g(bn);

e1 ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥.

�à¥¦¤¥ ¢á¥£®, § ¬¥â¨¬ ª®àà¥ªâ®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï äãªæ¨¨ fb;c   ¬®¦¥áâ¢¥ A. �ãáâì
g1; g2 2 H ¨ â ª®¢ë, çâ® e = g1(b) = g2(b). �®ª ¦¥¬, çâ® g1(c) = g2(c). �â¬¥â¨¬, çâ®
rg1 = rg2, ¨ ç¥ jrg1 \ rg2j < jrg1j. �® ãá«®¢¨î 7)  ©¤ãâáï h1; h2 2 H â ª¨¥, çâ® g1h1 = g2h2,
rg2h2 = rg1 \ rg2, rhi � dgi. � ª ª ª fe1; : : : ; eng � rg1 \ rg2 ¨ ei = g1(bi) = g2(bi), â®
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fb1; : : : ; bng � rh1\rh2 ¨ ¥à ¢¥áâ¢® jrg1\rg2j < jrg1j = jrg2j ¢«¥ç¥â ¥à ¢¥áâ¢® jrh1\rh2j < jdg1j.
�®á«¥¤¥¥ ¦¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î hb1; : : : ; bni = dg1 = a�. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, rg1 = rg2. �¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï: hb1; g1(b1)i 2 � ¨ hb1; g1(b1)i =2 �. � ¯¥à¢®¬
á«ãç ¥ dg1 = dg2 = rg1 = rg2 = a�. � á¨«ã ãá«®¢¨ï 4)  ©¤¥âáï h 2 H â ª®¥, çâ® dh = rh = a�
¨ g1h = g2. �¥¬ á ¬ë¬ h(b1) = b1; : : : ; h(bn) = bn. �á«®¢¨¥ 6) ¨ à ¢¥áâ¢® hb1; : : : ; bni = a� ¢«¥ªãâ
à ¢¥áâ¢  h(x) = x ¤«ï «î¡®£® x 2 a�. � â®¬ ç¨á«¥ g1(h(c)) = g1(c) ¨, § ç¨â, g1(c) = g2(c).
� áá¬®âà¨¬ ¢â®à®© á«ãç ©: ¯ãáâì hb1; g1(b1)i =2 �. � á¨«ã ®â¬¥ç¥ëå ã¦¥ ¢ëè¥ à ¢¥áâ¢
rg1 = rg2 ¨ hb1; : : : ; bni = a� ãá«®¢¨ï 7) ¨ 8) ¢«¥ªãâ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ h1; h2 2 H â ª¨å, çâ®
dh1 = dh2 = rh1 = rh2 = a� ¨ g1h1 = g2h2. �® ãá«®¢¨î 4) ¯®«ãç¨¬ h = h1h

�1
2 2 H ¨ à -

¢¥áâ¢® g1h = g2. � «ì¥©è¨¥ à ááã¦¤¥¨ï,   «®£¨çë¥ á«ãç î hb1; g(b1)i 2 �, ¯®ª §ë¢ îâ,
çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ äãªæ¨¨ fb;c(x) ª®àà¥ªâ® ¨ ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥.

�ãáâì � = hfb;c(x); d(x; y; z) j b; c 2 a� ¤«ï ¥ª®â®à®£® a 2 A ¨ ¯à¨ íâ®¬ hbi = a�i. �«ï «î¡®£®
a 2 A  «£¥¡àã Aa� á¨£ âãàë � á ®á®¢ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ a� ®¯à¥¤¥«¨¬, ¨â¥à¯à¥â¨àãï äãª-
æ¨¨ â¨¯  fb;c(x) ãª § ë¬ ¢ëè¥ ®¡à §®¬,   äãªæ¨î d(x; y; z) | á ¯®¬®éìî ¤¨áªà¨¬¨ â®à®©
äãªæ¨¨   a�. � á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï  «£¥¡à Aa� ¨ ãá«®¢¨ï 5) ®â®¡à ¦¥¨ï ¨§ H ®áãé¥áâ¢«ïîâ
¨§®¬®àäë¥ ¢«®¦¥¨ï  «£¥¡à Aa� ¤àã£ ¢ ¤àã£ . �®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® 1) «î¡ ï ¯®¤ «£¥¡à   «£¥-
¡àë Aa� ¨¬¥¥â ¢¨¤ h(Ab�) ¤«ï ¥ª®â®à®£® b 2 A, 2) «î¡®¥ ¨§®¬®àä®¥ ¢«®¦¥¨¥  «£¥¡àë Aa� ¢
 «£¥¡àã Ab� (¤«ï a; b 2 A) á®¢¯ ¤ ¥â á ¥ª®â®àë¬¨ ¢«®¦¥¨ï¬¨ h 2 H. �ãáâì C � a� | ®á®¢-
®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¥ª®â®à®© ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë Aa� ¨ C = fc1; : : : ; cng. �á«¨ C = hc1; : : : ; cni,
â® (¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î hc1; : : : ; cni) C = rh ¤«ï ¥ª®â®à®£® h 2 H, â. ¥. C = h(Ab�) ¤«ï b 2 A.
�á«¨ ¦¥ hc1; : : : ; cni n fc1; : : : ; cng 3 d, â®  ©¤ãâáï h 2 H, b 2 A ¨ b1; : : : ; bn; p 2 b� â ª¨¥, çâ®
hb1; : : : ; bni = b� = dh ¨ ci = h(bi), d = h(p). �® â®£¤  fb;c(c1; : : : ; cn) = d, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
â®¬ã, çâ® C | ®á®¢®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¥ª®â®à®© ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë Aa�. �®íâ®¬ã ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-
® «î¡ ï ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë Aa� ¨¬¥¥â ¢¨¤ h(Ab�) ¤«ï b 2 A. �®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® «î¡®¥
¨§®¬®àä®¥ ¢«®¦¥¨¥ '  «£¥¡àë ¢¨¤  Aa� ¢  «£¥¡àã Ab� á®¢¯ ¤ ¥â á ¥ª®â®àë¬ ¢«®¦¥¨¥¬
h 2 H. �ãáâì a� = fa1; : : : ; ang. �á«¨ ja�j 6= 1, â® ¯ãáâì a1 6= a2. �®£¤  fa;a2(a1; : : : ; an) = a ¨,
§ ç¨â, fa;a2('(a1); : : : ; '(an)) = '(a2) ¨ '(a1) 6= '(a2). �® ®¯à¥¤¥«¥¨î äãªæ¨¨ fa;a2  ©¤¥âáï
h 2 H â ª®¥, çâ® dh = a� ¨ h(ai) = '(ai) ¤«ï i � n. �® ¥áâì ' = h = H. �ãáâì â¥¯¥àì ja�j = 1.
�®£¤ , â. ª. '(Aa�) 2 Sb�,  ©¤¥âáï h 2 H â ª®©, çâ® rh = '(Aa�). � ª¨¬ ®¡à §®¬, dh = c� ¤«ï
¥ª®â®à®£® c 2 A ¨ jc�j = 1. �® ãá«®¢¨î 9) c = a ¨, § ç¨â, ' = h. �¥¬ á ¬ë¬, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¨§®¬®àäë¥ ¢«®¦¥¨ï   ª« áá¥ K = fAa�ja 2 Ag áãâì ®â®¡à ¦¥¨ï ¨§ H.

�®«®¦¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥M à ¢ë¬M(K)-¬®£®®¡à §¨î, ¯®à®¦¤¥®¬ã ª« áá®¬ K. � ª ª ª
 «£¥¡àë Aa� ¤¨áªà¨¬¨ â®àë, â® ¨ ¬®£®®¡à §¨¥ M ¤¨áªà¨¬¨ â®à®. �®ª ¦¥¬, çâ® ª« áá
MSIf á®áâ®¨â ¨§  «£¥¡à, ¨§®¬®àäëå  «£¥¡à ¬ ¢¨¤  Aa�. � ª å®à®è® ¨§¢¥áâ® (á¬.,  ¯à.,
[8]), MSIf á®áâ®¨â ¨§ ª®¥çëå  «£¥¡à, ¢å®¤ïé¨å ¢  ¨¬¥ìè¨© ã¨¢¥àá «ìë© ª« áá  «£¥¡à,
á®¤¥à¦ é¨© ª« áá K. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® «î¡ ï ª®¥ç ï ¯®¤ «£¥¡à  «î-
¡®£® ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï K- «£¥¡à ¡ã¤¥â ¨§®¬®àä  ¥ª®â®à®© K- «£¥¡à¥. �ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬
ª®¥ç ï ¯®¤ «£¥¡à  ã«ìâà ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ª®¥çëå  «£¥¡à ¨§®¬®àä  ¯®¤ «£¥¡à¥ ª ª®£®-«¨¡®
á®¬®¦¨â¥«ï. � ª ª § ¬¥ç¥® ¢ëè¥, ¯®¤ «£¥¡àë K- «£¥¡à ¨§®¬®àäë K- «£¥¡à ¬ ¨, § ç¨â,
¤¥©áâ¢¨â¥«ì®, MSIf - «£¥¡àë áãâì  «£¥¡àë, ¨§®¬®àäë¥ K- «£¥¡à ¬.

�á«®¢¨¥ 10) ¢«¥ç¥â «®ª «ìãî ª®¥ç®áâì ¬®£®®¡à §¨ï M.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áâà®¥® «®ª «ì®-ª®¥ç®¥ ¤¨áªà¨¬¨ â®à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥M, ®áâ®¢ ª®-

â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â á âà®©ª®© hA;�;Hi.

� á¢ï§¨ á â¥®à¥¬®© 1 ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬ ¥áâ¥áâ¢¥ë©

�®¯à®á 1. �ãé¥áâ¢ãîâ «¨ (¥ «®ª «ì®-ª®¥çë¥) ãá«®¢® à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë¥
¤¨áªà¨¬¨ â®àë¥ ¬®£®®¡à §¨ï, ¥ ï¢«ïîé¨¥áï à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë¬¨?

�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ¤¢  ®âªàëâëå ¢®¯à®á , á¢ï§ ëå á ãá«®¢® à æ¨® «ì®© ¨ à æ¨® «ì-
®© íª¢¨¢ «¥â®áâìî ¬®£®®¡à §¨©. �®à®è® ¨§¢¥áâ® [10], çâ® à æ¨® «ì ï íª¢¨¢ «¥â-
®áâì ¬®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2 à ¢®á¨«ì  à æ¨® «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ �0-¯®à®¦¤¥ëå
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Mi-á¢®¡®¤ëå  «£¥¡à FM1
(�0) ¨ FM2

(�0). �á«¨ M1, M2 | «®ª «ì®-ª®¥çë¥ ¬®£®®¡à §¨ï,
â® ãá«®¢® à æ¨® «ì ï íª¢¨¢ «¥â®áâì ¬®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2 ¢«¥ç¥â ãá«®¢® à æ¨® «ì-
ãî íª¢¨¢ «¥â®áâì n-¯®à®¦¤¥ëåMi-á¢®¡®¤ëå  «£¥¡à FM1

(n) ¨ FM2
(n) ª ª ¬ ªá¨¬ «ìëå

¯® ¬®é®áâ¨ n-¯®à®¦¤¥ëå Mi- «£¥¡à ¨, ª ª «¥£ª® á«¥¤ã¥â ®âáî¤ , ãá«®¢® à æ¨® «ìãî
íª¢¨¢ «¥â®áâì  «£¥¡à FM1

(�0) ¨ FM2
(�0).

�®¯à®á 2. �ãé¥áâ¢ãîâ «¨ (¥ «®ª «ì®-ª®¥çë¥) ãá«®¢® à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë¥
¬®£®®¡à §¨ïM1 ¨M2 â ª¨¥, çâ® á¢®¡®¤ë¥  «£¥¡àë FM1

(�0) ¨ FM2
(�0) ¥ ï¢«ïîâáï ãá«®¢®

à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë¬¨?

�®¯à®á 3. �ãé¥áâ¢ãîâ «¨ ¬®£®®¡à §¨ïM1 ¨M2, ¤«ï ª®â®àëå  «£¥¡àë FM1
(�0) ¨ FM2

(�0)
ãá«®¢® à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë,   á ¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï M1 ¨ M2 â ª¨¬¨ ¥ ï¢«ïîâáï?

�¨â¥à âãà 
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