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� ª ¨§¢¥áâ®, ï¤à® ¨â¥£à «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï �®å¥à {� àâ¨¥««¨ ¢ C n+1 á¢ï§ ® á
ä®à¬®© �ã¡¨¨{�âã¤¨ ¤«ï ¯à®¥ªâ¨¢®£® ¯à®áâà áâ¢  Pn = C Pn á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

!(z) =
1
2�i

d�

�
^ !0([�]) (1)

(a¯à., [1], á. 400; [2], á. 162). �¤¥áì

!(z) =
n!

(2�i)n+1

n+1X
k=1

(�1)k�1
zk

jzj2n+2
dz[k] ^ dz

| ä®à¬a �®å¥àa{�aàâ¨¥««¨, dz = dz1 ^ � � � ^ dzn+1, dz[k] ¯®«ãça¥âáï ¨§ dz ¢ëç¥àª¨¢a¨¥¬
¤¨ää¥à¥æ¨a«a dzk,

!0([�]) =
n!

(2�i)n
E(�) ^E(�)
j�j2(n+1)

¥áâì ä®à¬a ®¡ê¥¬a ¤«ï ¬¥âà¨ª¨ �ã¡¨¨{�âã¤¨ ¢ Pn ([3], á. 21), £¤¥ E(�) =
n+1P
k=1

(�1)k�1�kd�[k] |

ä®à¬a �©«¥àa, � = (�1; : : : ; �n+1) | ®¤®à®¤ë¥ ª®®à¤¨aâë â®çª¨ [�] 2 Pn. �à¨ íâ®¬ �; z 2 C n+1 ,
� 2 C á¢ï§aë á®®â®è¥¨¥¬ z = ��.

�®à¬a �®å¥àa{�aàâ¨¥««¨ ¥áâì \íâa«®aï" ä®à¬a áâ¥¯¥¨ 2n+1 ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ C n+1 nf0g.
� íâ® ¬®¦¥áâ¢® ¥áâì àaáá«®¥¨¥ a¤ Pn, á«®© ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ®¤®¬¥àë¬ â®à®¬ C � . �àã£¨-
¬¨ á«®¢a¬¨, Pn = [C n+1 n f0g]=G, £¤¥ G = f(�; : : : ; �) 2 C n+1 : � 2 C �g | £àã¯¯a ¯à¥®¡àa§®¢a¨©,
®¡àa§®¢aaï ¤¨a£®a«ìë¬¨ ¬aâà¨æa¬¨. �à®¥ªâ¨¢®¥ ¯à®áâàaáâ¢® ¥áâì çaáâë© á«ãça© â®-
à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡àa§¨ï. � ®¡é¥¬ á«ãça¥ n-¬¥à®¥ â®à¨ç¥áª®¥ ¬®£®®¡àa§¨¥ ï¢«ï¥âáï äaªâ®à-
¯à®áâàaáâ¢®¬ ([4]{[6])

X = [C d n Z(�)]=G:

�¤¥áì Z(�) ¯à¥¤áâa¢«ï¥â á®¡®© ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¥ª®â®àëå ª®®à¤¨ âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¢ C d ,
¯®áâà®¥ëå ¯® ¢¥¥àã � � Rn á d ®¡à §ãîé¨¬¨, G| £àã¯¯ , ¨§®¬®àä ï â®àã (C �)r, r = d�n,
â ª¦¥ ¯®áâà®¥ ï ¯® ¢¥¥àã �.

� á¢®¥¬ ¤®ª« ¤¥   ª®ä¥à¥æ¨¨ \Nordan" ¯® ª®¬¯«¥ªá®¬ã   «¨§ã (�â®ª£®«ì¬,  ¯à¥«ì
1999 £.) �.�.�¨å ¯®áâ ¢¨« § ¤ çã ¢ëç¨á«¥¨ï ä®à¬ ®¡ê¥¬  !0([�])   â®à¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨-
ïå X (ä®à¬ �ã¡¨¨{�âã¤¨) ¨ íâ «®ëå ä®à¬ !(z)   C d n Z(�) á® á¢®©áâ¢®¬

!(z) �
1

(2�i)r
d�1
�1

^ � � � ^
d�r
�r

^ !0([�]);

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ £à â  �¨¨áâ¥àáâ¢  ®¡à §®¢ ¨ï ¨  ãª¨ �®áá¨©áª®©
�¥¤¥à æ¨¨ (¯à®¥ªâ òE 00-1.0-151).
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®¡®¡é îé¨¬ (1), £¤¥ § ª � ®§ ç ¥â, çâ® ä®à¬ë ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ë¥ ¢ëç¥âë ®â®á¨â¥«ì®
�1 = � � � = �r = 0. �à¨ íâ®¬ ® ®â¬¥â¨«, çâ® ä®à¬ë ! ¬®£ãâ á«ã¦¨âì ï¤à ¬¨ ¨â¥£à «ìëå
¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ¢ C d .

�à®¨§¢®«ì®¥ ª®¬¯ ªâ®¥ â®à¨ç¥áª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ X = Xn ª®¬¯«¥ªá®© à §¬¥à®áâ¨ n
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ¯®«®¬ã á¨¬¯«¨æ¨ «ì®¬ã ¯à¨¬¨â¨¢®¬ã ¢¥¥àã � � Rn , ª®â®àë© ¯®à®¦¤ ¥âáï
 ¡®à®¬ ¢¥ªâ®à®¢ v1; : : : ; vd 2 Zn (®¤®¬¥àëå ®¡à §ãîé¨å ¢¥¥à ).

� ª®áâàãªæ¨¨ X ¢ ¦ãî à®«ì ¨£à ¥â à¥è¥âª  á®®â®è¥¨© ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®à ¬¨ vk. �ãáâì

ai1v1 + � � �+ aidvd = 0; i = 1; : : : ; r; (2)

£¤¥ r = d � n, | ¢á¥ ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ «¨¥©ë¥ á®®â®è¥¨ï  ¤ Zn ¬¥¦¤ã vk (¢ à §¤¥«¥ 1 ¤®ª -
§ ®, çâ® ¡ §¨áë¥ á®®â®è¥¨ï (2) ¬®¦® ¢ë¡à âì á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ aij).
� ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã vk á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ª®¬¯«¥ªá ï ¯¥à¥¬¥ ï �k â ª, çâ® � = (�1; : : : ; �d) ¨£à ¥â
à®«ì ®¤®à®¤ëå ª®®à¤¨ â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï X.

�¥«ì áâ âì¨ á®áâ®¨â ¢ ¯®áâà®¥¨¨ ¨â¥£à «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¤«ï £®«®¬®àäëå äãªæ¨©
¢ d-ªàã£®¢®¬ ¯®«¨í¤à¥ W =W�, ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¨áâ¥¬®© ¥à ¢¥áâ¢

ai1j�1j
2 + � � � + aidj�dj

2 < �i; i = 1; : : : ; r; (3)

á ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥¬ ¯® ®áâ®¢ã íâ®£® ¯®«¨í¤à  ¨ á ï¤à®¬ !(�). �ª § ë© ®áâ®¢ ¯®«ãç ¥âáï ¨§
(3) § ¬¥®© ¢á¥å ¥à ¢¥áâ¢   à ¢¥áâ¢  ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à®®¡à § ��1(�) ¬®¬¥â®£®
®â®¡à ¦¥¨ï � : C d ! A1(X)
R ' Rr , £¤¥ A1(X) | £àã¯¯  �¦®ã ¬®£®®¡à §¨ï X. �®áâà®¥®¥
¢ áâ âì¥ ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à � = (�1; : : : ; �r)
¢§ïâ ¨§ ª®ãá  �í«¥à  ¤«ï X ([5]),   ¢¥¥à ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«ë¬.

�¤à® ¨â¥£à «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï !(�) ®¡®¡é ¥â ã¯®¬ïãâãî ¢ëè¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìãî
ä®à¬ã �®å¥à {� àâ¨¥««¨, ®® ¨¬¥¥â ¢¨¤ G-¨¢ à¨ â®© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© (d; n)-ä®à¬ë

!(�) =
h(�) ^ d�

g(�; �)
; (4)

£¤¥ h(�) | ®¡®¡é¥¨¥ ä®à¬ë �©«¥à , g(�; �) | ¯®«¨®¬ á ¬®¦¥áâ¢®¬ ã«¥©, á®¢¯ ¤ îé¨¬ á
Z(�).

�á®¢®© à¥§ã«ìâ â (â¥®à¥¬  1) £« á¨â, çâ® ¢¡«¨§¨ â®çª¨ z = 0 ¢áïª ï £®«®¬®àä ï ¢ ¯®«¨-
í¤à¥ W� äãªæ¨ï f(z) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¨â¥£à «®¬

f(z) =
1
C

Z
��1(�)

f(�)!(� � z); (5)

£¤¥ C | ª®íää¨æ¨¥â ®à¬¨à®¢ª¨, ¥ § ¢¨áïé¨© ®â f .

1. �®¬¥â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¨ ª®ãá �í«¥à 

� ¯®¬¨¬ ®á®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ à ¡®â¥.
�®ãá®¬, ¯®à®¦¤¥ë¬ á¨áâ¥¬®© ¢¥ªâ®à®¢ v1; : : : ; vk 2 Zn n f0g,  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢®

� =
n kP

j=1
bjvj : bj > 0

o
¢ Rn . �¡à §ãîé¨¬¨ ª®ãá   §ë¢ îâáï ¢¥ªâ®àë v1; : : : ; vk. �à ìî

ª®ãá  �  §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬®¦¥áâ¢® �, ¤«ï ª®â®à®£® ¥ª®â®àë¥ bj = 0. � §¬¥à®áâìî ª®ãá 
 §ë¢ ¥âáï à §¬¥à®áâì ¬¨¨¬ «ì®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ , á®¤¥à¦ é¥£® ¤ ë© ª®ãá. �¥¥à®¬ �
 §ë¢ ¥âáï ¢áïª ï á®¢®ªã¯®áâì ª®ãá®¢ â ª ï, çâ® 1) ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ «î¡ëå ¤¢ãå ª®ãá®¢ ¨§ íâ®©
á®¢®ªã¯®áâ¨ ¥áâì ª®ãá ¨§ íâ®© á®¢®ªã¯®áâ¨, ï¢«ïîé¨©áï £à ìî ª ¦¤®£® ¨§ íâ¨å ª®ãá®¢;
2) ¥á«¨ ª®ãá ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¤ ®© á®¢®ªã¯®áâ¨, â® ¢á¥ ¥£® £à ¨ â ª¦¥ ¯à¨ ¤«¥¦ â ¤ ®©
á®¢®ªã¯®áâ¨. � §¬¥à®áâìî ¢¥¥à   §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì ï à §¬¥à®áâì ª®ãá®¢, ¯à¨ ¤«¥-
¦ é¨å ¢¥¥àã.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �®ãá ¢¥¥à   §ë¢ ¥âáï á¨¬¯«¨æ¨ «ìë¬, ¥á«¨ ¥£® à §¬¥à®áâì á®¢¯ ¤ ¥â
á ç¨á«®¬ ¥£® ®¡à §ãîé¨å. �¥¥à  §ë¢ ¥âáï á¨¬¯«¨æ¨ «ìë¬, ¥á«¨ ¢ ¥¬ ¢á¥ ª®ãáë á¨¬¯«¨æ¨-
 «ìë¥.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. n-¬¥àë© ¢¥¥à � � Rn , ¯®à®¦¤¥ë©  ¡®à®¬ ¢¥ªâ®à®¢ v1; : : : ; vd,  §ë¢ -
¥âáï ¯à¨¬¨â¨¢ë¬, ¥á«¨ ¬ âà¨æ  ¨§ ¢¥ªâ®à-áâ®«¡æ®¢ ¢áïª®£®  ¡®à  ¢¥ªâ®à®¢ vi1 ; : : : ; vin , á®áâ -
¢«ïîé¨å ª®ãá ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨, ã¨¬®¤ã«ïà .

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. n-¬¥àë© ¢¥¥à � � Rn  §ë¢ ¥âáï ¯®«ë¬, ¥á«¨ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å ¥£®
ª®ãá®¢ ¥áâì Rn .

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4. n-¬¥àë© ¢¥¥à � � Rn , ¯®à®¦¤¥ë©  ¡®à®¬ ¢¥ªâ®à®¢ v1; : : : ; vd,  §®¢¥¬
¢ë¯ãª«ë¬, ¥á«¨ ¢á¥ ª®æë ¢¥ªâ®à®¢ v1; : : : ; vd «¥¦ â   £à ¨æ¥ á¢®¥© ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨.

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ë¯ãª«®áâì ¢¥¥à  ï¢«ï¥âáï ¢ ¦ë¬ ¯®ïâ¨¥¬ ¢ â®à¨ç¥áª®© £¥®¬¥-
âà¨¨. �áïª¨© ¢ë¯ãª«ë© ¢¥¥à ï¢«ï¥âáï ¤¢®©áâ¢¥ë¬ ª à¥ä«¥ªá¨¢®¬ã ¬®£®£à ¨ªã.

� ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì ¢ëè¥, ¢ ¦ãî à®«ì ¢ ª®áâàãªæ¨¨ â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï X ¨£à îâ
á®®â®è¥¨ï (2). �â®á¨â¥«ì® ¨å ¤®ª ¦¥¬

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �«ï ¢áïª®£® ¯®«®£® n-¬¥à®£® ¢¥¥à  � � Rn á¨áâ¥¬ã (2) ¥§ ¢¨á¨¬ëå
«¨¥©ëå á®®â®è¥¨© ¬¥¦¤ã vk ¬®¦® § ¯¨á âì á ¥®âà¨æ â¥«ìë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ aij .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. 1. �ãáâì ¢¥ªâ®àë v1; : : : ; vd, ¯®à®¦¤ îé¨¥ ¢¥¥à �, â ª®¢ë, çâ® ª ¦¤ë¥ n
¨§ ¨å «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥  ©¤¥âáï n+ 1 ¢¥ªâ®à®¢ vi1 ; : : : ; vin+1
â ª¨å, çâ® �1vi1 + � � � + �n+1vin+1 = 0, £¤¥ ¢á¥ �j ¯®«®¦¨â¥«ìë.

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï K(vi1 ; : : : ; vik ) := fx = �1vi1 + � � � + �kvik : �j > 0, j = 1; : : : ; kg,
�K(vi1 ; : : : ; vik ) := K(�vi1 ; : : : ;�vik) ¨ Kj := K(v1; : : : ; vj).

� áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® Kn. �á«¨ vn+1 2 �Kn, â®, ®ç¥¢¨¤®, Kn+1 = Rn ¨ ¢¥ªâ®àë v1; : : : ; vn+1
ã¤®¢«¥â¢®àïîâ âà¥¡ã¥¬®¬ã à ¢¥áâ¢ã. �á«¨ ¦¥ vn+1 =2 �Kn, â® ¤ «¥¥ ¯à®¢®¤¨¬   «®£¨çë¥
à ááã¦¤¥¨ï ¤«ï ¬®¦¥áâ¢  Kn+1 ¨ ¢¥ªâ®à  vn+2. � ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¢áïª®£® 1 6 j 6 r, ¥á«¨
Kn+j 6= Rn ,

Kn+j = Kn+j�1 [K(vi1 ; : : : ; vin�1 ; vn+j) [K(vi1 ; : : : ; vin�1);

£¤¥ i1; : : : ; in�1 2 f1; : : : ; n+ j � 1g. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®¥ ¬®¦¥áâ¢® Kn+j á®áâ®¨â ¨§ ®¡ê¥¤¨-
¥¨ï ¬®¦¥áâ¢ K, ¯®à®¦¤¥ëå  ¡®à ¬¨ ¨§ n ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ¥ª®â®àëå ¨å £à ¥© | ¬®¦¥áâ¢
¬¥ìè¥© à §¬¥à®áâ¨. � á¨«ã ¯®«®âë ¢¥¥à  Kd = Rn ¤«ï ¥ª®â®à®£® 0 6 j 6 r � 1 ¯®«ãç¨¬
Kn+j 6= Rn , Kn+j+1 = Rn , â. ¥. vn+j+1 2 �Kn+j. � ª ª ª ¬®¦¥áâ¢® Kn+j á®áâ®¨â ¨§ ®¡ê¥¤¨¥¨ï
¬®¦¥áâ¢ K, ¯®à®¦¤¥ëå  ¡®à ¬¨ ¨§ n ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ¥ª®â®àëå ¨å £à ¥©, â® ¢¥ªâ®à vn+j+1 ¯®-
¯ ¤¥â ¢ ®¤® ¨§ â ª¨å ¬®¦¥áâ¢ K(vi1 ; : : : ; vin) (  £à ì ® ¯®¯ áâì ¥ ¬®¦¥â ¢ á¨«ã âà¥¡®¢ ¨ï
«¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ª ¦¤®£®  ¡®à  ¨§ n ¢¥ªâ®à®¢). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢¥ªâ®àë vi1 ; : : : ; vin ¨
vin+1 = vn+j+1 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ âà¥¡ã¥¬®¬ã à ¢¥áâ¢ã.

�áâ «ìë¥ r�1 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå á®®â®è¥¨© ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �®áª®«ìªã
�K(vi1 ; : : : ; vin+1) = Rn , â® ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à vl, l =2 fi1; : : : ; in+1g, ¨§ ¢¥¥à  � (ç¨á«® â ª¨å
¢¥ªâ®à®¢ r � 1) ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢® �K(vj1 ; : : : ; vjn), £¤¥ j1; : : : ; jn 2 fi1; : : : ; in+1g.
�®£¤   ©¤ãâáï ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  b1; : : : ; bn+1 â ª¨¥, çâ® b1vj1 + � � �+ bnvjn + bn+1vl = 0.

2. �á«¨ ¢ ¢¥¥à¥  ©¤ãâáï n «¨¥©® § ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢, â® áª®«ì ã£®¤® ¬ «ë¬ ¨§¬¥¥¨¥¬
(è¥¢¥«¥¨¥¬) ¤®¡ì¥¬áï â®£®, çâ® ®¨ áâ ãâ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨. � «¥¥ ¯à¨¬¥ï¥¬ à ááã-
¦¤¥¨ï ¯. 1. �à¨ ®¡à â®¬ è¥¢¥«¥¨¨ ¥ª®â®àë¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ª®íää¨æ¨¥âë ¨§ «¨¥©ëå
á®®â®è¥¨©   ¢¥ªâ®àë ¬®£ãâ ¯¥à¥©â¨ «¨èì ¢ à ¢ë¥ ã«î (¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®© ¬ «®áâ¨
è¥¢¥«¥¨©), çâ®, ®¤ ª®, ¥  àãè ¥â ¨å ¥®âà¨æ â¥«ì®áâì.

� á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 ¢¥§¤¥ ¤ «¥¥ ¡¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ áç¨â ¥¬, çâ® ¢ á¨áâ¥¬¥ (2) ¢á¥
ª®íää¨æ¨¥âë aij ¥®âà¨æ â¥«ìë¥.

� ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã vk á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯¥à¥¬¥ ï �k.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5. � ¡®à ¢¥ªâ®à®¢ vk1 ; : : : ; vkm ¢¥¥à  �  §ë¢ ¥âáï ¯à¨¬¨â¨¢ë¬, ¥á«¨ ® ¥
®¯à¥¤¥«ï¥â ª®ãá  ¢ �, ® «î¡®© ¥£® á®¡áâ¢¥ë© ¯®¤ ¡®à ®¯à¥¤¥«ï¥â ª®ãá ¢ �.

54



�áïª¨© ¯à¨¬¨â¨¢ë©  ¡®à ¢¥ªâ®à®¢ vk1 ; : : : ; vkm ¢¥¥à  ®¯à¥¤¥«ï¥â ª®®à¤¨ âãî ¯«®áª®áâì
¨§ Z(�) ([8]), â ª çâ® Z(�) =

S
vk1 ;:::;vkm | ¯à¨¬.

f�k1 = � � � = �km = 0g. � ª¦¥ Z(�) ¬®¦® ¯à¥¤áâ -

¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ([8]) Z(�) =
T
�2�

n Q
vj =2�

�j = 0
o
, íª¢¨¢ «¥â®£® ¯à¥¤ë¤ãé¥© ª®áâàãª-

æ¨¨.
�àã¯¯  G ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â®è¥¨ï¬¨ (2). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¡ §¨á à¥è¥âª¨ á®®â®è¥¨© á®-

áâ ¢«ïîâ ¢¥ªâ®àë ai = (ai1; : : : ; aid), i = 1; : : : ; r. �àã¯¯  G ¥áâì r-¯ à ¬¥âà¨ç¥áª ï ¯®¢¥àå®áâì
f(�a111 � : : : � �ar1r ; : : : ; �a1d1 � : : : � �ardr ) : �j 2 C �g � (C �)d, â ª çâ®

� � � , 9(�1; : : : ; �r) : � = (�1; : : : ; �d) = (�a111 � : : : � �ar1r �1; : : : ; �
a1d
1 � : : : � �ardr �d):

�®¬¥â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ( ¯à., [5], [7]) � : C d ! Rd=Rn ' Rr ¡ã¤¥â ¢ë£«ï¤¥âì á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬: �(�1; : : : ; �d) = (�1; : : : ; �r), £¤¥

ai1j�1j
2 + � � �+ aidj�dj

2 = �i; i = 1; : : : ; r: (6)

�à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ � = (�1; : : : ; �r) 2 Rr á®®â®è¥¨ï (6) ®¯à¥¤¥«ïîâ ¬®¦¥áâ¢® �0(�) =
��1(�).

�®ãá �í«¥à  ( ¯à., [5]) ¤«ï â®à¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï X ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -
§®¬. �à¨¯¨è¥¬ ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã vi ¨§ � ç¨á«® bi 2 R, â. ¥. à áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î  : fv1; : : : ; vdg !
R   ª®¥ç®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¢ vi. �âã äãªæ¨î ¬®¦® ¯à®¤®«¦¨âì ¤® ªãá®ç®-«¨¥©®©
äãªæ¨¨ ¢® ¢á¥¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn , ¯®« £ ï ¥¥ «¨¥©®©   ª ¦¤®¬ ª®ãá¥ � 2 �. �®¢®ªã¯®áâì
¢¥ªâ®à®¢ (b1; : : : ; bd) 2 Rd , ¤«ï ª®â®àëå ãª § ë¥ ªãá®ç®-«¨¥©ë¥ äãªæ¨¨ áâà®£® ¢ë¯ãª«ë¥,
®¡à §ã¥â ¬®£®£à ë© ª®ãá fK ¢ Rd (â. ¥. ª®ãá, ®£à ¨ç¥ë© ª®¥çë¬ ç¨á«®¬ £¨¯¥à¯«®á-
ª®áâ¥©).

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ e� : Rd ! Rr «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ á ¬ âà¨æ¥© (aij) ¨§ (6).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 6. �ãâà¥®áâì K ®¡à §  e�(fK) ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rr  §ë¢ ¥âáï ª®ãá®¬ �í«¥-
à .

� ªâ¨ç¥áª¨ ª®ãá fK ®¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ [8]. �«ï ª ¦¤®£® ¯à¨¬¨â¨¢®£®  -
¡®à  ¢¥ªâ®à®¢ vk1 ; : : : ; vkm ¨å áã¬¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ ¢ ¢¨¤¥

vk1 + � � �+ vkm = ci1vi1 + � � �+ cinvin ; ci1 ; : : : ; cin 2 Q+ ; (7)

£¤¥ vi1 ; : : : ; vin ®¡à §ãîâ ª®ãá, ¢ ª®â®àë© ¯®¯ ¤ ¥â íâ  áã¬¬ . �®£¤  ª ¦¤ë© â ª®©  ¡®à
vk1 ; :::; vkm ®¯à¥¤¥«ï¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢®, ª®â®à®¬ã ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢¥ªâ®àë b = (b1; :::; bd) 2fK:

bk1 + � � � + bkm > ci1bi1 + � � �+ cinbin : (8)

�¥¬ á ¬ë¬ fK § ¤ ¥âáï á¨áâ¥¬®© ¥à ¢¥áâ¢ (8), ¯à®¡¥£ îé¨å ¯® ¢á¥¬  ¡®à ¬ ¢¥ªâ®à®¢
vk1 ; : : : ; vkm , ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é¨å ª ª®¬ã-«¨¡® ª®ãáã ¢¥¥à , £¤¥ i1; : : : ; in ¨ ci1 ; : : : ; cin § ¢¨áïâ
®â ¢ë¡à ®£®  ¡®à  vk1 ; : : : ; vkm .

�â®¦¤¥áâ¢«ïï bj á j�j j2 ¨ à áá¬ âà¨¢ ï ®¡à §ë �(�1; : : : ; �d) = (�1; : : : ; �r), ¯®«ãç¨¬, çâ® ª®ãá
�í«¥à  K § ¤ ¥âáï á¨áâ¥¬®© ¥à ¢¥áâ¢   �j :

j�k1(�)j
2 + � � �+ j�km(�)j

2 > ci1 j�i1(�)j
2 + � � � + cin j�in(�)j

2; (9)

¯à¨ç¥¬ ¥à ¢¥áâ¢ áâ®«ìª®, áª®«ìª® ¯à¨¬¨â¨¢ëå  ¡®à®¢ [8]. �¥à ¢¥áâ¢  (9) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
ãá«®¢¨ï¬¨ ªí«¥à®¢®áâ¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2 ([5]). �«ï � 2 K æ¨ª« �0(�) = ��1(�) ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â Z(�).
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2. �¤à® ¨â¥£à «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¨ ¥£® á¢®©áâ¢ 

�®à¬  ¢ C dnZ(�), ï¢«ïîé ïáï ï¤à®¬ ¨â¥£à «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï (  «®£ ä®à¬ë �®å¥à {
� àâ¨¥««¨), ¡ë«  ¯®áâà®¥  ¢ [9] ¤«ï á«ãç ï ¤¢ã¬¥àëå â®à¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨©,   ¤«ï
á«ãç ï ¬®£®®¡à §¨© ¯à®¨§¢®«ì®© à §¬¥à®áâ¨ ®  § â¥¬ ¡ë«  ¯®áâà®¥  ¢ [10]. �  ¨¬¥¥â
¡¨áâ¥¯¥ì (d; n), ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâ®© ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ (4). �¨á«¨â¥«ì | ä®à¬  â¨¯ 
(d; n), £¤¥ d� = d�1 ^ � � � ^ d�d,

h(�) =
X0

J

vJ�[J ]d�J

|   «®£ ä®à¬ë �©«¥à . �¤¥áì J = (j1; : : : ; jn) | ¬ã«ìâ¨¨¤¥ªá. �âà¨å ®§ ç ¥â, çâ® áã¬¬¨-
à®¢ ¨¥ ¢¥¤¥âáï ¯® áâà®£® ¢®§à áâ îé¨¬ ¨¤¥ªá ¬ 1 6 j1 < � � � < jn 6 d, jJ j = j1 + � � � + jn,
vJ = vj1:::jn = det(vj1 ; : : : ; vjn); �[J ] = �[j1; : : : ; jn] | ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ �l, l = 1; : : : ; d, l 6= j1; : : : ; jn;
d�J = d�j1 ^ � � � ^ d�jn .

� ¬¥ â¥«ì g ä®à¬ë (4) ¨¬¥¥â ¢¨¤

g =
X
j

cj(��)
V (uj)+1 =

X
j

cj(�1�1)
hv1;uji+1 : : : (�d�d)

hvd;uji+1;

£¤¥ uj | ¢¥àè¨ë ¬®£®£à ¨ª , ¤¢®©áâ¢¥®£® ª ¢¥¥àã �.
�¤ ª® á«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï ª®ªà¥â®£® ¢¥¥à  � ¢®§¨ª îâ âàã¤®áâ¨ á ¢ëç¨á«¥¨¥¬

ª®®à¤¨ â ¢¥àè¨ ¤¢®©áâ¢¥®£® ¬®£®£à ¨ª . �®íâ®¬ã ¨¦¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¤àã£®© (ï¢ë©)
¢¨¤ § ¯¨á¨ áâ¥¯¥¥© § ¬¥ â¥«ï.

�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï. �ãáâì �(n)m , m = 1; : : : ;M , | ¢á¥ ª®ãáë ¢¥¥à  ¬ ªá¨¬ «ì-
®© à §¬¥à®áâ¨, à ¢®© n. � «¥¥ ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® �m ¨ ¢¥§¤¥ ¤ «¥¥, ¥á«¨
à §¬¥à®áâì ª®ãá  ¥ ¡ã¤¥â ®£®¢®à¥ , áç¨â ¥¬ ¥¥ à ¢®© n.

�ãáâì ª®ãá �m ¯®à®¦¤¥ ¢¥ªâ®à ¬¨ vm1
; :::; vmn

. � á¨«ã ¯à¨¬¨â¨¢®áâ¨ ¢¥¥à  det(vm1
; :::; vmn

) =
�1. �¥§¤¥ ¤ «¥¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n-¬¥à®£® ª®ãá  �m ¯®àï¤®ª ¢¥ªâ®à®¢
vm1

; : : : ; vmn
§ ¤  â ª, çâ® det(vm1

; : : : ; vmn
) = 1. �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥

��ml := �
nX
i=1

det(vm1
; : : : ; vmi�1

; vl; vmi+1
; : : : ; vmn

):

�á«¨ ¢¥¥à ¢ë¯ãª«ë©, â® ¤«ï «î¡®£® ª®ãá  �m ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨ ¢ë¯®«¥® ãá«®-
¢¨¥ ��ml > �1 81 6 l 6 d, ¯à¨ç¥¬ ¯à¨ l 2 fm1; : : : ;mng ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®, ¯®áª®«ìªã ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ á« £ ¥¬ë¥, ªà®¬¥ ®¤®£®, à ¢ë ã«î ¢ á¨«ã «¨¥©®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ áâ®«¡æ®¢
¢ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ïå.

�¥¯¥àì ¬®¦¥¬ ®¯à¥¤¥«¨âì § ¬¥ â¥«ì g ¢ ¢¨¤¥ ¯®«¨®¬¨ «ì®© ¯® � ¨ � äãªæ¨¨ g(�; �) =
MP

m=1
cm(��)�

�m+1, £¤¥ (��)�
�m+1 =

Q
16l6d

(�l� l)
��m
l

+1.

3. �®á¯à®¨§¢®¤ïé¥¥ á¢®©áâ¢® ï¤à  !

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì äãªæ¨ï f(�) £®«®¬®àä  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ã«ï U ¨ ¢¥«¨ç¨ë

�1; : : : ; �r  áâ®«ìª® ¬ «ë, çâ® æ¨ª« �0 � U . �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

f(0) =
1
C

Z
�0

f(�)!(�); (10)

£¤¥ C | ª®áâ â  ®à¬¨à®¢ª¨
R
�0

! = C 6= 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª ä®à¬  f! ï¢«ï¥âáï @-§ ¬ªãâ®©, â® ¨â¥£à « (10) ¥ § ¢¨á¨â ®â
�1; : : : ; �r. �à¥¤áâ ¢¨¬ íâ®â ¨â¥£à « ¢ ä®à¬¥Z

�0

f(�)!(�)
Z
�0

f(0)!(�) +
Z
�0

(f(�)� f(0))!(�) = Cf(0) +
Z
�0

(f(�)� f(0))!(�):

56



�®ª ¦¥¬, çâ® ¯®á«¥¤¨© ¨â¥£à « à ¢¥ ã«î. �¤¥« ¥¬ § ¬¥ã, â. ¥. �i ! ��si�i, £¤¥ si = a1i +
� � � + ari > 0, i = 1; : : : ; d. �à¨ â ª®© § ¬¥¥ æ¨ª« �0 ¯¥à¥©¤¥â ¢ æ¨ª« �� : aj1j��s1�1j2 + � � � +
ajdj�

�sd�dj
2 = �j , j = 1; : : : ; r.

�à¨¬¥ïï à ááã¦¤¥¨ï,   «®£¨çë¥ à ááã¦¤¥¨ï¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2, ã¡¥¤¨¬áï, çâ® æ¨ª« ��

¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á Z(�). �â® ®§ ç ¥â, çâ® æ¨ª«ë �0 ¨ �� £®¬®«®£¨çë ¢ C d n Z(�). �®íâ®¬ã
¨â¥£à «ë ¯® íâ¨¬ æ¨ª« ¬ ®â ä®à¬ë, § ¬ªãâ®© ¢ C d n Z(�), à ¢ë. �®«ãç ¥¬Z

�0

(f(�)� f(0))!(�) =
Z
��

(f(�)� f(0))!(�) =
Z
�0

(f(�� s)� f(0))!(�� s):

�®à¬  ! ¨¢ à¨ â  ®â®á¨â¥«ì® ¤ ®© § ¬¥ë: !(�� s) = !(�) ([10]). �®á«¥¤¨© ¨â¥£à «
¥ § ¢¨á¨â ®â � , ¯®íâ®¬ã ¬®¦® ¯¥à¥©â¨ ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ � ! 0. �®áª®«ìªã ¢á¥ sk ¯®«®¦¨â¥«ìë,
â® lim

�!0
f(�� s) = f(0). �®«ãç ¥¬

lim
�!0

Z
�0

(f(�� s)� f(0))!(�� s) = lim
�!0

Z
�0

(f(�� s)� f(0))!(�) = 0: �

4. �â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

�®áâ ¢¨¬ ¢®¯à®á ®  å®¦¤¥¨¨ ®¡« áâ¨ D â ª®©, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ z 2 D ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤-
«¨¢® ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ (5).

� áá¬®âà¨¬ ®¡«aáâì D = D�

D := fz 2 C d : jzk1 j
2 + � � �+ jzkm j

2 < j�k1(�)j
2 + � � � + j�km(�)j

2 �

� ci1 j�i1(�)j
2 � � � � � cin j�in(�)j

2 8k1; : : : ; km : vk1 ; : : : ; vkm ¯à¨¬¨â¨¢ë©g: (11)

� ¬¥â¨¬, çâ® ®¡« áâì D ¥¯ãáâa, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï ªí«¥à®¢®áâ¨ (9).
�¡®§ ç¨¬ á¤¢¨£ z + Z(�) ç¥à¥§

Zz(�) =
[

vk1 ;:::;vkm ¯à¨¬.

f�k1 � zk1 = � � � = �km � zkm = 0g;

á¤¢¨£ z + �0 | ç¥à¥§

�z :

8><
>:
a11j�1 � z1j

2 + � � �+ a1dj�d � zdj
2 = �1;

� � �

ar1j�1 � z1j
2 + � � � + ardj�d � zdj

2 = �r:

�¡« áâì ¢¨¤  (3) ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§W2�, £¤¥ ¢ ¯à ¢ëå ç áâïå ¥à ¢¥áâ¢ áâ®ïâ á®®â¢¥âáâ¢¥®
2�1; : : : ; 2�r.

�¥¬¬ . �«ï ¢áïª®£® z 2 D æ¨ª« �z «¥¦¨â ¢ W2�, ¯à¨ç¥¬ ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï ªí«¥à®-

¢®áâ¨ (9), â® ¢ ®¡« áâ¨ W2� n Zz(�) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® £®¬®«®£¨ï �z � �0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîéãî £®¬®â®¯¨î æ¨ª«®¢ �0 ¨ �z:

ai1j�1 � tz1j
2 + � � �+ aidj�d � tzdj

2 = �i; i = 1; : : : ; r; (12)

£¤¥ 0 6 t 6 1. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ t ¨§ ®âà¥§ª  [0; 1] æ¨ª« (12) ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥â Zz(�).
�ç¨âë¢ ï (6), ¯¥à¥¯¨è¥¬ (12) ¢ ¢¨¤¥

ai1(j�1 � tz1j
2 � j�1j

2) + � � �+ aid(j�d � tzdj
2 � j�dj

2) = 0; i = 1; : : : ; r:

�®áª®«ìªã ¤  ï á¨áâ¥¬    «®£¨ç  (2), ¨§ à ¢¥áâ¢  (7) ¯®«ãç ¥¬

j�k1 � tzk1 j
2 � j�k1 j

2 + � � �+ j�km � tzkm j
2 � j�km j

2 =

= ci1(j�i1 � tzi1 j
2 � j�i1 j

2) + � � �+ cin(j�in � tzin j
2 � j�in j

2): (13)

�®¤áâ ¢«ïï ¯«®áª®áâì

f�k1 � zk1 = � � � = �km � zkm = 0g ¨§ Zz(�) (14)
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¢ (13), ¯®«ãç ¥¬

ci1 j�i1 � tzi1 j
2 + � � � + cin j�in � tzin j

2 =

= �(j�k1 j
2 + � � � + j�km j

2 � ci1 j�i1 j
2 � � � � � cin j�in j

2) + (1� t)2(jzk1 j
2 + � � �+ jzkm j

2): (15)

� á¨«ã â®£®, çâ® � 2 D, ¨¬¥¥¬

jzk1 j
2 + � � � + jzkm j

2 < j�k1 j
2 + � � �+ j�km j

2 � ci1 j�i1 j
2 � � � � � cin j�in j

2: (16)

�§ (15) ¨ (16) á«¥¤ã¥â

ci1 j�i1 � tzi1 j
2 + � � �+ cin j�in � tzin j

2 < [(1� t)2 � 1](j�k1 j
2 + � � � + j�km j

2 � ci1 j�i1 j
2 � : : :� cin j�in j

2):

�®áª®«ìªã [(1� t)2�1](j�ij2+ j�j j2�ckj�kj2�ck+1j�k+1j2) 6 0 ¢ á¨«ã (9) ¨ â®£®, çâ® t 2 [0; 1], ¢¨¤®,
çâ® æ¨ª« (12) ¥ ¯¥à¥á¥ªa¥âáï á ¯à®¨§¢®«ì®© ¯«®áª®áâìî (14).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ® ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ (5) ¤«ï äãªæ¨©, £®«®¬®àäëå ¢W2�.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡« áâ¨, £¤¥ ¤®«¦  ¡ëâì £®«®¬®àä  äãªæ¨ï f(z) ¨§ (5), ¤®áâaâ®ç®
¢§ïâì ®¡« áâì W =W�, ¯®áª®«ìªã ®  ï¢«ï¥âáï ¢ë¯ãª«®© ®¡« áâìî,   £à ¨æ¥ ª®â®à®© «¥¦¨â
æ¨ª« �0. �§ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ®¡« áâ¨ W á«¥¤ã¥â, çâ® äãªæ¨î, £®«®¬®àäãî ¢ W ¨ ¥¯à¥àë¢ãî
¢ § ¬ëª ¨¨ W , ¬®¦® ¯à¨¡«¨§¨âì ¯®«¨®¬ ¬¨ ¢ § ¬ëª ¨¨ W , ¤«ï ª®â®àëå ¨â¥£à «ì®¥
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ (5) ¤®ª § ®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬ . �ãáâì äãªæ¨ï f(�) £®«®¬®àäa ¢ ®¡«aáâ¨ W , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ (3),
¨ ¥¯à¥àë¢  ¢ § ¬ëª ¨¨ W . �®£¤  ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ D \ W , £¤¥ ®¡« áâì D ¨¬¥¥â ¢¨¤ (11),
á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ (5),   æ¨ª« �0 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥áâ¢ ¬¨ (6).

�¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à®áâì á¢®¥¬ã ãç®¬ã àãª®¢®¤¨â¥«î �¨åã �.�. §  ¯®áâ ®¢ªã
§ ¤ ç¨ ¨ ¢¨¬ ¨¥ ª à ¡®â¥.
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