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� áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢®¯à®á ® ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ª®ä®à¬®£® ¬®¤ã«ï ª®¤¥á â®à®¢ ¢ Rn, ¯à¨¢¥-
¤¥®£® ¬®¤ã«ï ¢ Rn ¨ âà áä¨¨â®£® ¤¨ ¬¥âà  ¢ R2 ®â®á¨â¥«ì® áå®¤¨¬®áâ¨ ª®¬¯ ªâëå
à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ëå ¬®¦¥áâ¢ ¢ ¬¥âà¨ª¥ � ãá¤®àä . �¥¯à¥àë¢®áâì íâ¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª
®â¬¥ç ¥âáï ¢ «¨â¥à âãà¥ «¨èì ¤«ï á«ãç ï ¬®®â®®© ¯® ¢ª«îç¥¨î áå®¤¨¬®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢.
�á®¢®© à¥§ã«ìâ â áâ âì¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥ ¢ x 3, £¤¥ ãáâ ®¢«¥®, çâ® á¢®©áâ¢® ¥¯à¥àë¢®áâ¨
ª®ä®à¬®£® ¬®¤ã«ï ¯® ®¤®© ¨§ ¯« áâ¨ ª®¤¥á â®à  ï¢«ï¥âáï à ¢®¬¥àë¬ ®â®á¨â¥«ì-
® ¢ë¡®à  ¤àã£®© ¯« áâ¨ë ¢ á¥¬¥©áâ¢¥ ¬®¦¥áâ¢ áª®«ì ã£®¤® ¬ «®£® ¤¨ ¬¥âà . �â® á¢®©áâ¢®
ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ â®ª¨¬, ç¥¬ ãáâ ®¢«¥ ï à ¥¥ ¢ [1] ¥¯à¥àë¢®áâì ª®ä®à¬®© ¥¬ª®áâ¨.
�§ íâ®© â¥®à¥¬ë ¢ x 4 ¢ë¢®¤¨âáï á¢®©áâ¢® ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï ®¡« áâ¥© ¢ Rn

®â®á¨â¥«ì® å ãá¤®àä®¢®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¨å £à ¨æ. � x 5, ¨á¯®«ì§ãï ¨§¢¥áâ®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ âà á-
ä¨¨â®£® ¤¨ ¬¥âà    ¯«®áª®áâ¨ ç¥à¥§ ¯à¨¢¥¤¥ë© ¬®¤ã«ì ¢ ¡¥áª®¥ç® ã¤ «¥®© â®çª¥, ¯®-
«ãç ¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â¥®à¥¬ã ® ¥¯à¥àë¢®áâ¨ âà áä¨¨â®£® ¤¨ ¬¥âà . �á¥ ª®¬¯ ªâë¥
¬®¦¥áâ¢ , ¨§ãç ¥¬ë¥ ¢ íâ¨å â¥®à¥¬ å, ¯à¥¤¯®« £ îâáï à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¬¨ ¢ á¬ëá«¥
�®¬¬¥à¥ª¥ [2]. �á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë íâ®© áâ âì¨  ®á¨à®¢ ë ¢ [3].

x 1. �¢®¤ë¥ § ¬¥ç ¨ï, ®¡®§ ç¥¨ï ¨ â¥à¬¨®«®£¨ï

�®¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ Rn = Rn [ f1g ¯®¨¬ ¥âáï ®¤®â®ç¥ç ï ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï ¯à®áâà -
áâ¢  Rn. � àã (E0; E1) ¥¯ãáâëå ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ª®¬¯ ªâëå ¬®¦¥áâ¢ ¢ Rn  §ë¢ ¥¬ ª®-
¤¥á â®à®¬,   ¬®¦¥áâ¢  E0 ¨ E1 | ¯« áâ¨ ¬¨ ª®¤¥á â®à . �¥«®¬ (¨«¨ ¯®«¥¬) ª®¤¥á â®à 
(E0; E1)  §ë¢ îâ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å â¥å ª®¬¯®¥â á¢ï§®áâ¨ ®âªàëâ®£® ¬®¦¥áâ¢ Rnn(E0[E1),
§ ¬ëª ¨¥ ª ¦¤®© ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á ª ¦¤®© ¨§ ¯« áâ¨ íâ®£® ª®¤¥-
á â®à . � á«ãç ¥, ª®£¤  â¥«® ï¢«ï¥âáï ¤¢ãåá¢ï§®© ®¡« áâìî, ª®¤¥á â®à ®¡ëç®  §ë¢ îâ
ª®«ìæ¥¢®© ®¡« áâìî ¨«¨ ª®«ìæ®¬. �¥à¥§ Cap(E0; E1) ¨ Mod(E0; E1) ®¡®§ ç îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥-
® ª®ä®à¬ ï ¥¬ª®áâì (®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¨¢¥¤¥® ¢ x 2) ¨ ª®ä®à¬ë© ¬®¤ã«ì ª®¤¥á â®à ;
á¢ï§ì ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ¢¥«¨ç¨ ¬¨ ¢ëà ¦¥  ä®à¬ã«®© ( ¯à., [4], á. 46)

Mod(E0; E1)n�1 = !n�1=Cap(E0; E1); (1)

£¤¥ !n�1 ¥áâì (n� 1)-¬¥à ï ¬¥à  �¥¡¥£  áä¥àë ¥¤¨¨ç®£® à ¤¨ãá  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn.
� ¤ «ì¥©è¥¬ â¥ªáâ¥ A| § ¬ëª ¨¥ ¬®¦¥áâ¢  A, Int(A) | ¢ãâà¥®áâì ¬®¦¥áâ¢  A, @A

| £à ¨æ  ¬®¦¥áâ¢  A, â. ¥. ¬®¦¥áâ¢® A n Int(A). �«ï è à  à ¤¨ãá  r > 0 á æ¥âà®¬ ¢ â®çª¥
a 2 Rn ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡ëçë¥ ®¡®§ ç¥¨ï B(a; r) = fx 2 Rn : jx � aj < rg ¨ B(a; r) = fx 2
Rn : jx � aj � rg. �¨¬¢®«®¬ q(x; y) ®¡®§ ç ¥âáï å®à¤®¢®¥ à ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ x; y 2 Rn

( ¯à., [5], á. 5, (1.15), ¨«¨ [6], á. 25, (3.1.3)). �âªàëâë© è à ¢ å®à¤®¢®© ¬¥âà¨ª¥ ®¡®§ ç ¥âáï
ç¥à¥§ Q(a; r) = fx 2 Rn : q(a; x) < rg, £¤¥ a | å®à¤®¢ë© æ¥âà è à ,   r > 0 | ¥£® å®à¤®¢ë©
à ¤¨ãá. �«ï ¥¢ª«¨¤®¢  ¨ å®à¤®¢®£® ¤¨ ¬¥âà®¢ ¬®¦¥áâ¢  A ¨á¯®«ì§ãîâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ ä®¤  \�¨¢¥àá¨â¥âë �®áá¨¨" (¯à®¥ªâ ��.04.01.050).
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®¡®§ ç¥¨ï diam(A) ¨ diamq(A). �¢ª«¨¤®¢  ¨ å®à¤®¢ ï ¤¨áâ æ¨¨ ¬¥¦¤ã ¥¯ãáâë¬¨ ¬®¦¥-
áâ¢ ¬¨ A ¨ B ®¯à¥¤¥«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ä®à¬ã« ¬¨

d(A;B) = inf
x2A; y2B

jx� yj; dq(A;B) = inf
x2A; y2B

q(x; y):

�®« £ ¥¬ d(a;A) = d(fag; A) ¨ dq(a;A) = dq(fag; A). � ãá¤®àä®¢ë¬ å®à¤®¢ë¬ à ááâ®ï¨¥¬ ¬¥-
¦¤ã ¥¯ãáâë¬¨ ª®¬¯ ªâë¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢ Rn  §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨  ([7], á. 223)

distq(A;B) = maxfsup
a2A

dq(a;B); sup
b2B

dq(b; A)g:

x 2. �ªáâà¥¬ «ì ï äãªæ¨ï ¤«ï ª®ä®à¬®© ¥¬ª®áâ¨

�®¯ãáâ¨¬®© äãªæ¨¥© ¤«ï ª®¤¥á â®à  (E0; E1) ¢ Rn  §ë¢ îâ «î¡ãî ¢¥é¥áâ¢¥ãî äãª-
æ¨î u : Rn ! R, ª®â®à ï ¥¯à¥àë¢  ¢ Rn, ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã ACL(Rn) (â. ¥.  ¡á®«îâ®
¥¯à¥àë¢    ¯®çâ¨ ¢á¥å ¯àï¬ëå, ¯ à ««¥«ìëå ª®®à¤¨ âë¬ ®áï¬, [8], á. 226) ¨ ¯à¨¨¬ ¥â
§ ç¥¨ï u(x0) � 0 ¨ u(x1) � 1 ¤«ï ¢á¥å x0 2 E0 ¨ x1 2 E1. �¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¤«ï
ª®¤¥á â®à  E = (E0; E1) äãªæ¨© ®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ AdmE. �®ä®à¬®© ¥¬ª®áâìî ª®¤¥-
á â®à  E  §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨ 

Cap(E) = Cap(E0; E1) = inf
u2AdmE

Z
Rn

jru(x)jndx; (2)

£¤¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨¥ ¢ë¯®«ï¥âáï ¯® n-¬¥à®© ¬¥à¥ �¥¡¥£  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn. � ª ª ª ¤«ï
«î¡®© äãªæ¨¨ u 2 AdmE äãªæ¨ï v(x) = minf1;maxf0; u(x)gg ®áâ ¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®© ¤«ï ª®-
¤¥á â®à  E = (E0; E1), â® ª« áá AdmE ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ (2) ¬®¦® § ¬¥¨âì ª« áá®¬ Adm0

E â¥å
¤®¯ãáâ¨¬ëå äãªæ¨©, ª®â®àë¥ à ¢ë ã«î   E0 ¨ ¥¤¨¨æ¥   E1. �®«¥¥ â®£®, ª« áá AdmE

¬®¦® ®£à ¨ç¨âì «¨èì â¥¬¨ ¤®¯ãáâ¨¬ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨, ª®â®àë¥ ¬®®â®ë ¢¨§ ª ¬®¦¥áâ¢ã
E0 ¨ ¬®®â®ë ¢¢¥àå ª ¬®¦¥áâ¢ã E1 ¢ á¬ëá«¥ á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.1 ([9], á. 1217, ¨«¨ [4], á. 39). �¥¯à¥àë¢ãî ¢¥é¥áâ¢¥ãî äãªæ¨î u(x), § -
¤ ãî ¢ ®¡« áâ¨ D � Rn,  §ë¢ ¥¬ ¬®®â®®© ¢¨§ ª ¬®¦¥áâ¢ã E0 � D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ a 2 D ¨ ¤«ï «î¡®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ª®â¨ãã¬  � D [E0 â ª®©, çâ® a 2 ,  \E0 6= ;,
¨ u(x) < u(a) + " ¤«ï ¢á¥å x 2 D \ . � «®£¨ç®, äãªæ¨ï u(x)  §ë¢ ¥âáï ¬®®â®®© ¢¢¥àå

ª ¬®¦¥áâ¢ã E1 � D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ a 2 D ¨ ¤«ï «î¡®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ª®â¨ãã¬
 � D [E1 â ª®©, çâ® a 2 ,  \E1 6= ; ¨ u(x) > u(a)� " ¤«ï ¢á¥å x 2 D \ .

� á«ãç ¥ D = Rn ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.1 ¯à¨¨¬ ¥â ¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ¢¨¤: ¬®®â®®áâì ¢¨§ ª ¬®¦¥-
áâ¢ã E0 ®§ ç ¥â, çâ® «î¡ãî â®çªã a 2 Rn ¬®¦® á®¥¤¨¨âì ª®â¨ãã¬®¬ 0 á ¬®¦¥áâ¢®¬ E0

â ª, çâ® u(x) � u(a) ¤«ï ¢á¥å x 2 0. � «®£¨ç® ã¯à®é ¥âáï ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¬®®â®®áâ¨ ¢¢¥àå
ª ¬®¦¥áâ¢ã E1. �â¬¥â¨¬, çâ®   ®âªàëâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ Rn n (E0[E1) äãªæ¨ï u(x), ¬®®â® ï
¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î 2.1, ï¢«ï¥âáï ¬®®â®®© ¨ ¢ á¬ëá«¥ �¥¡¥£  ([10], á. 98, «¥¬¬  2.3). � áâë¬
á«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ ([4], á. 41) ¨ ([10], á. 98, 2.5) ï¢«ï¥âáï

�¥®à¥¬  2.1. �«ï «î¡®£® ª®¤¥á â®à  E = (E0; E1) ¢ Rn ¢¥«¨ç¨  ª®ä®à¬®© ¥¬ª®áâ¨

¢ ä®à¬ã«¥ (2) ®áâ ¥âáï â®© ¦¥, ¥á«¨ ¨ä¨¬ã¬ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ä®à¬ã«ë ¡¥à¥âáï ¯® ª« ááã

Adm�
E ¢á¥å â¥å ¤®¯ãáâ¨¬ëå äãªæ¨© u 2 Adm0

E, ª®â®àë¥ ¬®®â®ë ¢¨§ ª ¬®¦¥áâ¢ã

E0 ¨ ¬®®â®ë ¢¢¥àå ª ¬®¦¥áâ¢ã E1.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.2 ([11], á. 517, 2.6). �®¬¯ ªâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® T � Rn  §ë¢ ¥âáï �-à ¢®¬¥à-
® á®¢¥àè¥ë¬ (uniformly perfect) á ¯ à ¬¥âà®¬ � > 0, ¥á«¨ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ª®¤¥á â®à  (F0; F1)
á® á¢ï§ë¬¨ ¯« áâ¨ ¬¨ â ª®£®, çâ® Mod(F0; F1) > � ¨ ¯à¨ íâ®¬

T � F0 [ F1; T \ F0 6= ; 6= T \ F1:
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�¥®à¥¬  2.2. �«ï «î¡®£® ª®¤¥á â®à  E = (E0; E1) á ¥®¤®â®ç¥çë¬¨ à ¢®¬¥à® á®¢¥à-

è¥ë¬¨ ¯« áâ¨ ¬¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï u(x) 2 AdmE â ª ï, çâ®

Cap(E) =
Z
Rn

jru(x)jndx:

(�â  äãªæ¨ï  §ë¢ ¥âáï íªáâà¥¬ «ì®© ¤«ï ª®¤¥á â®à  E:) �à¨ íâ®¬ u(x) � 0   «î-

¡®© ª®¬¯®¥â¥ ¤®¯®«¥¨ï ª E0, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¥©áï á E1, ¨ u(x) � 1   «î¡®© ª®¬¯®¥â¥

¤®¯®«¥¨ï ª E1, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¥©áï á E0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Ei (i = 0; 1) ï¢«ï¥âáï �-à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¬ ¥®¤®â®ç¥çë¬
¬®¦¥áâ¢®¬ á ¥ª®â®àë¬ � > 0, x0 2 Ei \Rn (i = 0; 1) ¨ '(t) = Cap(Rn nB(x0; 2t); Ei \B(x0; t)).
�§¢¥áâ® ([11], á. 522, â¥®à¥¬  4.1(3)), çâ® â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â § ¢¨áïé ï «¨èì ®â n ¨ � ª®áâ â 
C2 â ª ï, çâ® '(t) � C2 ¤«ï ¢á¥å t 2 (0; t0], £¤¥ t0 = diam(Ei). �âáî¤  á«¥¤ã¥â à áå®¤¨¬®áâì
¨â¥£à «  Z t0

0

'(t)1=(n�1)

t
dt � C

1=(n�1)
2

Z t0

0

dt

t
= +1;

®§ ç îé ï, çâ® ¢ â®çª¥ x0 ¢ë¯®«¥ ªà¨â¥à¨© à¥£ã«ïà®áâ¨ ([10], á. 104, (3.3)). �«¥¤®¢ â¥«ì®,
¢á¥ â®çª¨ ¬®¦¥áâ¢  (E0 [ E1) ï¢«ïîâáï à¥£ã«ïàë¬¨, ¨ âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§
â¥®à¥¬ë �.�£  ([10], á. 104, â¥®à¥¬  3.4), ®¡®¡é îé¥©   «®£¨çãî â¥®à¥¬ã �. �¥à¨£  ¤«ï
ª®«ìæ¥¢ëå ®¡« áâ¥©.

�§ á¢®©áâ¢ ª®¤¥á â®à®¢ á à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¬¨ ¯« áâ¨ ¬¨ ¯®âà¥¡ã¥âáï á«¥¤ãîé¨©
  «®£ «¥¬¬ë �ï©áï«ï, ã¤®¡ë© ¤«ï ¯®«ãç¥¨ï ¨¦¨å ®æ¥®ª ª®ä®à¬®© ¥¬ª®áâ¨.

�¥®à¥¬  2.3 ([1], â¥®à¥¬  3, á. 246). �ãáâì � > 0 ¨ �-à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¥ ¬®¦¥áâ¢ 

E0 ¨ E1 ¯¥à¥á¥ª îâáï á ª ¦¤®© ¨§ ª®¬¯®¥â ¤®¯®«¥¨ï ª è à®¢®¬ã á«®î D = fx 2 Rn : r1 <
jx� x0j < r2g. �á«¨ r2=r1 > 1 + 2e�, â®

Cap(E0; E1) � C Ln
�
r2
r1

�
;

£¤¥ ¯®«®¦¨â¥«ì ï ª®áâ â  C § ¢¨á¨â «¨èì ®â � ¨ n.

�  ª®¥æ, ¯à¨¢¥¤¥¬ ®¤® ¨§ á¯¥æ¨ «ìëå á¢®©áâ¢ íªáâà¥¬ «ì®© äãªæ¨¨.

�¥®à¥¬  2.4 ([12], ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ 1, á. 232). �ãáâì u0(x) | íªáâà¥¬ «ì ï äãªæ¨ï ¤«ï ª®-

¤¥á â®à  (E0; E1) ¢ Rn, ¨¬¥îé¥£® ¥ã«¥¢ãî ª®ä®à¬ãî ¥¬ª®áâì. �ãáâì a 2 (0; 1), G0;a =
fx 2 Rn : u0(x) < ag, G1;a = fx 2 Rn : u0(x) > ag. �®£¤ Z

G0;a

jru0(x)jndx = aCap(E0; E1)

¨ Z
G1;a

jru0(x)jndx = (1� a)Cap(E0; E1):

�â¬¥â¨¬, çâ® ¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¨¢¥¤¥® ¢ ([13], á. 575, â¥®à¥¬  25) á® ááë«ª®©  
¯à¥¯à¨â J. Ferrand.

�à¨¬¥ç ¨¥. �®¢à¥¬¥®¥ ¨§«®¦¥¨¥ ¢®¯à®á®¢, á¢ï§ ëå á ®¡é¨¬ ¯®ïâ¨¥¬ ¥¬ª®áâ¨ ¬®-
¦¥áâ¢ ¨ ª®¤¥á â®à®¢, ¨¬¥¥âáï ¢ [14]. � ç áâ®áâ¨, ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¨ á¢®©áâ¢ å íªá-
âà¥¬ «ì®© äãªæ¨¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢ ([14], á. 186) ¤«ï ª®¤¥á â®à®¢, ¯« áâ¨ë ª®â®àëå ¨¬¥îâ
£« ¤ªãî £à ¨æã. �¡é¨© ¯®¤å®¤ ª ¨§ãç¥¨î ¥«¨¥©®© ¥¬ª®áâ¨ ª®¤¥á â®à®¢, à §¢¨âë© ¢
[14], ¢ë¤¥à¦  ¢  ¯à ¢«¥¨¨, § ¤ ®¬ à ¡®â ¬¨ �.�.� §ì¨ ( ¯à., [15]), ¨  æ¥«¥   ®¯¨á -
¨¥ á¢®©áâ¢ äãªæ¨® «ìëå ¯à®áâà áâ¢ á®¡®«¥¢áª®£® â¨¯ .

12



x 3. � ¢®¬¥à ï ¥¯à¥àë¢®áâì ª®ä®à¬®£® ¬®¤ã«ï

�¥¯à¥àë¢®áâì ª®ä®à¬®© ¥¬ª®áâ¨ ª®¤¥á â®à®¢ ¢ ¤®¢®«ì® ®¡é¥© á¨âã æ¨¨ ¡ë«  ãáâ -
®¢«¥  ¢ â¥®à¥¬¥ 6 à ¡®âë ([1], á. 249). �®á¯®«ì§ã¥¬áï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ íâ®© â¥®à¥¬ë.

�¥®à¥¬  3.1 ([1], á. 250, â¥®à¥¬  7). �ãáâì � > 0 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¤¥á â®à®¢

fEk = (E0k; E1k)g ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn â ª®¢ , çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ k = 1; 2; : : : ª®¬¯ ªâë E0k ¨ E1k

ï¢«ïîâáï �-à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨. �á«¨ ¯à¨ k ! 1 ¨¬¥¥âáï å ãá¤®àä®¢ 

áå®¤¨¬®áâì distq(E0k; E0) ! 0 ¨ distq(E1k; E1) ! 0 ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¯ à  ¬®¦¥áâ¢ E = (E0; E1)
®¡à §ã¥â ª®¤¥á â®à, â®

lim
k!1

Cap(Ek) = Cap(E)

¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,

lim
k!1

Mod(Ek) = Mod(E):

�á«¨, ¢ ç áâ®áâ¨, E1k = E1 ¯à¨ ¢á¥å k, â® ¯®«ãç ¥¬ ¥¯à¥àë¢®áâì ª®ä®à¬®£® ¬®¤ã«ï
ª®¤¥á â®à  ¯® ¯¥à¢®© ¯« áâ¨¥. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢ëïáï¥âáï ¢®¯à®á ® â®¬, ¡ã¤¥â «¨ íâ 
¥¯à¥àë¢®áâì à ¢®¬¥à®© ®â®á¨â¥«ì® ¢ë¡®à  ¢â®à®© ¯« áâ¨ë ¨§ ¥ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢ 
ª®¬¯ ªâëå ¬®¦¥áâ¢, á®¤¥à¦ é¥£® ¬®¦¥áâ¢  áª®«ì ã£®¤® ¬ «®£® ¤¨ ¬¥âà . �â¢¥â®¬  
íâ®â ¢®¯à®á á«ã¦¨â

�¥®à¥¬  3.2. �ãáâì ¢ Rn § ¤  ¥¯ãáâ®© ª®¬¯ ªâ K ¥ã«¥¢®© ¥¬ª®áâ¨ ¨ ¯ãáâì �-à ¢-
®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¥ ¬®¦¥áâ¢  E, F â ª®¢ë, çâ®

minfdq(K;E [ F );diamq(E);diamq(F )g > d > 0; distq(E;F ) < �:

�á«¨ � < d=(2 + 4e�), â®

jMod(E;K)�Mod(F;K)j �
�
C(n; �)
Ln d

2�

� 1
n�1

= F (d=�) (3)

á ª®áâ â®© C(n; �), § ¢¨áïé¥© «¨èì ®â n ¨ �.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¬¥¡¨ãá®¢®© ¨¢ à¨ â®áâìî ª« áá  �-à ¢®¬¥à® á®-
¢¥àè¥ëå ¬®¦¥áâ¢ ([11], á. 517, 2.7(1)) ¨ ª®ä®à¬®© ¥¬ª®áâ¨ ([5], á. 85), ¬®¦¥¬ ¯à¨¬¥¨âì
¯®¤å®¤ïé¥¥ ¬¥¡¨ãá®¢® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥, á®åà ïîé¥¥ å®à¤®¢ë¥ à ááâ®ï¨ï, ¨ áç¨â âì ¡¥§  àã-
è¥¨ï ®¡é®áâ¨, çâ® 1 2 K.

�®¬¯ ªâ K ¥ ®¡ï§  ¡ëâì à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬, ¯®íâ®¬ã ¤«ï j = 1; 2; : : :
¯®áâà®¨¬ â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¥£® ¯®ªàëâ¨© ª®¥çë¬  ¡®à®¬ § ¬ªãâëå è à®¢ Qji =
fx 2 Rn : q(x; aji) � rjg á å®à¤®¢ë¬¨ æ¥âà ¬¨ aji 2 K ¨ å®à¤®¢ë¬¨ à ¤¨ãá ¬¨ rj < 1=j, çâ®¡ë
¢ë¯®«ï«®áì ¥à ¢¥áâ¢® dq(Qji; E [ F ) > d ¨ çâ®¡ë ª®¬¯ ªâë¥ ¬®¦¥áâ¢  Tj = [

i
Qji ®¡à §®-

¢ «¨ ¬®®â®® ã¡ë¢ îéãî ¯® ¢ª«îç¥¨î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì T1 � T2 � � � � � ª ª ª K = \
j
Tj ,

â®, ¨á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢® ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ª®ä®à¬®© ¥¬ª®áâ¨ ¤«ï ¬®®â®® ã¡ë¢ îé¥© ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ª®¤¥á â®à®¢ ([16], á. 132, â¥®à¥¬  3.3), ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢ 

Mod(E;K) = lim
j!1

Mod(E; Tj); Mod(F;K) = lim
j!1

Mod(F; Tj):

� ¤ ¢ ¯à®¨§¢®«ì® ¬ «®¥ " > 0,  ©¤¥¬ â ª®© ®¬¥à j, çâ®¡ë ¤«ï ¬®¦¥áâ¢  T = Tj ¢ë¯®«ï-
«¨áì ¥à ¢¥áâ¢ 

jMod(E; T )�Mod(E;K)j < "=3; jMod(F; T )�Mod(F;K)j < "=3: (4)

�ãáâì Mod(E; T ) 6= Mod(F; T ) ¨ ¯ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨

Mod(E; T ) > Mod(F; T ); Cap(E; T ) < Cap(F; T ): (5)
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�®¦¥áâ¢® T (ª®¥ç®¥ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ § ¬ªãâëå è à®¢) ï¢«ï¥âáï à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¬,
¨ ¯® â¥®à¥¬¥ 2.2 áãé¥áâ¢ã¥â íªáâà¥¬ «ì ï äãªæ¨ï u(x) ¤«ï ª®¤¥á â®à  (E; T ), ª®â®à ï
¥¯à¥àë¢  ¢ Rn, ¬®®â®  ¢¨§ ª ¬®¦¥áâ¢ã E ¨ ¬®®â®  ¢¢¥àå ª ¬®¦¥áâ¢ã T . �ë¡¥à¥¬
â®çªã a 2 F â ª, çâ®¡ë u(a) = maxfu(x) : x 2 Fg = m0. �á«¨ m0 = 0, â® äãªæ¨ï u(x) ï¢«ï¥âáï
¤®¯ãáâ¨¬®© ¤«ï ª®¤¥á â®à  (E [F; T ), ¢ á¨«ã ç¥£® ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® Cap(E [F; T ) �R
Rn

jru(x)jndx = Cap(E; T ), ¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢®

Cap(F; T ) � Cap(E [ F; T ) � Cap(E; T );

¯à®â¨¢®à¥ç é¥¥ á®®â®è¥¨î (5). �«¥¤®¢ â¥«ì®, m0 > 0. � ª ª ª u(x) ¬®®â®  ¢¢¥àå ª
¬®¦¥áâ¢ã T , â®  ©¤¥âáï ª®â¨ãã¬  â ª®©, çâ® a 2 ,  \ T 6= ; ¨ u(x) � m0 ¯à¨ ¢á¥å x 2 .
�«ï D0 = fx : u(x) < m0g à áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î

v(x) =

(
u(x)=m0 ¯à¨ x 2 D0;

1 ¯à¨ x 2 Rn nD0;

ï¢«ïîéãîáï ¤®¯ãáâ¨¬®© ¤«ï ª®¤¥á â®à  (E; ), â. ¥.

Cap(E; ) �
Z
Rn

jrv(x)jndx = (m0)�n
Z
D0

jru(x)jndx: (6)

� ª ª ª distq(F;E) < �, â® ¨¬¥¥âáï â®çª  b 2 E, ¤«ï ª®â®à®© q(a; b) < �. � áá¬®âà¨¬ è à®¢®©
á«®© 
 = fx 2 Rn : � < q(x; b) < d=2g. � ª ª®â¨ãã¬ , â ª ¨ �-à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥®¥
¬®¦¥áâ¢® E ¯¥à¥á¥ª îâáï á ª ¦¤®© ¨§ ª®¬¯®¥â ¤®¯®«¥¨ï ª 
, ¨ íâ® ¯®§¢®«ï¥â ¢®á¯®«ì-
§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© 2.3. �ãáâì ¬¥¡¨ãá®¢® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ � : Rn ! Rn á®åà ï¥â å®à¤®¢ë¥ à á-
áâ®ï¨ï ¨ ¯¥à¥¢®¤¨â â®çªã b ¢ 0. �®£¤  �(
) = fx 2 Rn : r0 < jxj < r1g, £¤¥ r0 = �=

p
1� �2 ¨

r2 = (d=2)=
p
1� (d=2)2 ([5], á. 8, ã¯à ¦¥¨¥ 1.25(1)). �«ï ®â®è¥¨ï à ¤¨ãá®¢ íâ®£® è à®¢®£®

á«®ï á ãç¥â®¬ ¥à ¢¥áâ¢  d=2 > �(1 + 2e�) > � ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥ªã

r1
r0

=
(d=2)
�

s
1� �2

1� (d=2)2
>

d

2�
> 1 + 2e�:

�à¨¬¥¨¢ â¥®à¥¬ã 2.3 ª ª®¤¥á â®àã (�(); �(E)), ¯à¨å®¤¨¬ ª ®æ¥ª¥

Cap(;E) = Cap(�(); �(E)) � C Ln
r1
r0
� C Ln

d

2�
;

ª®â®à ï ¢ á®¥¤¨¥¨¨ á (6) ¤ ¥â á®®â®è¥¨¥
R
D0

jru(x)jndx � mn
0C Ln d

2�
. � ª ª ª ¯® â¥®à¥¬¥ 2.4R

D0

jru(x)jndx = m0 Cap(E; T ), â®

mn�1
0 � Cap(E; T )

C Ln(d=(2�))
:

�¥à¥å®¤ï ª ª®ä®à¬®¬ã ¬®¤ã«î ¯® ä®à¬ã«¥ (1), ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥ªã

m0Mod(E; T ) �
�

!n�1
C Ln(d=(2�))

� 1
n�1

= F (d=�): (7)

� ª ª ª F � D0, â® Mod(F; T ) � Mod(D0; T ). �à¨¬¥¨¢ â¥®à¥¬ã 2.4 ª fx : u(x) > m0g, ¯®«ãç ¥¬
à ¢¥áâ¢®

Cap(D0; T ) = (1�m0)�n
Z
RnnD0

jru(x)jndx = (1�m0)1�n Cap(E; T );

¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, Mod(D0; T ) = (1 � m0)Mod(E; T ). �«¥¤®¢ â¥«ì®, Mod(F; T ) � (1 �
m0)Mod(E; T ), çâ® ¢¬¥áâ¥ á (7) ¨ (5) ¤ ¥â ®æ¥ªã jMod(E; T ) �Mod(F; T )j � F (d=�). � ¬¥â¨¬,
çâ® ¢ á«ãç ¥ à ¢¥áâ¢  Mod(E; T ) = Mod(F; T ) íâ  ¦¥ ®æ¥ª  ®áâ ¥âáï âà¨¢¨ «ì® ¢¥à®©.
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�®¥¤¨¨¢ ¯®«ãç¥ãî ®æ¥ªã á ¥à ¢¥áâ¢ ¬¨ (4), ¯à¨å®¤¨¬ ª ¥à ¢¥áâ¢ã

jMod(E;K)�Mod(F;K)j � F (d=�) + 2"=3;

¨§ ª®â®à®£® ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ " > 0 ¢ëâ¥ª ¥â âà¥¡ã¥¬ ï ®æ¥ª  (3).

x 4. �¥¯à¥àë¢®áâì ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï

�®ïâ¨¥ ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï ¯«®áª¨å ®¡« áâ¥©, ¢®áå®¤ïé¥¥ ª �à¥çã ¨ �¥©å¬î««¥àã [17],
¡ë«® à á¯à®áâà ¥®   ¯à®áâà áâ¢¥ë¥ ®¡« áâ¨ ¢ à ¡®â å [18]{[22]. �®«¥¥ â®ª®¥ ¯®ïâ¨¥
¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï ¢ â®çª¥   £à ¨æ¥ ®¡« áâ¨ ¨§ãç «®áì ¢ [23]. � «ì¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥ â¥®à¨¨,
¢ª«îç ï ¯®ïâ¨¥ ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï ¢ á¨áâ¥¬¥ â®ç¥ª, è¨à®ª® ¯à¥¤áâ ¢«¥® ¢ [24]{[26]. �¡é ï
â¥®à¨ï ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï   ¯«®áª®áâ¨ ¤®áâ â®ç® ¯®«® ¨§«®¦¥  ¢ [27] ¨ [28].

�«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï ¢ â¥à¬¨ å å®à¤®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ¯®§¢®«¨â ¥
¢ë¤¥«ïâì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®á®¡®£® á«ãç ï ¯à¨¢¥¤¥ë© ¬®¤ã«ì ¢ â®çª¥ 1 2 Rn.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.1. �ãáâì T | ¥¯ãáâ®¥ ª®¬¯ ªâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¢ Rn, ¥ á®¤¥à¦ é¥¥ â®ç-
ªã a. (�®à¤®¢ë¬) ¯à¨¢¥¤¥ë¬ ¬®¤ã«¥¬ ¬®¦¥áâ¢  T ¢ â®çª¥ a  §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨ 

mq(a; T ) = lim
�!0

[Mod(Q(a; �); T ) + Ln(�)]: (8)

� ¯®¬¨¬, çâ® ¥á«¨ G | á¢ï§ ï ª®¬¯®¥â  ¬®¦¥áâ¢  Rn n T , á®¤¥à¦ é ï â®çªã a, â®
¢¥«¨ç¨ 

m(a;G) =

8<
:
lim
r!0

[Mod(B(a; r); @G) + Ln(r)]; ¥á«¨ a 6=1;

lim
R!1

[Mod(Rn nB(0; R); @G) � Ln(R)]; ¥á«¨ a =1;
(9)

ï¢«ï¥âáï (¥¢ª«¨¤®¢ë¬) ¯à¨¢¥¤¥ë¬ ¬®¤ã«¥¬ ®¡« áâ¨ G ®â®á¨â¥«ì® â®çª¨ a ¢ á¬ëá«¥ ª« áá¨-
ç¥áª®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ([19], á. 1023) ¨«¨ ¢ á«ãç ¥ ¯«®áª®áâ¨ ([29], á. 3, 1.6). �¢ï§ì ¬¥¦¤ã å®à¤®¢®©
¨ ¥¢ª«¨¤®¢®© ¢¥àá¨ï¬¨ ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï ¢ëà ¦¥  ä®à¬ã«®©

m(a;G) =

(
mq(a; @G) + Ln(1 + jaj2) ¯à¨ a 6=1;

mq(a; @G) ¯à¨ a =1:
(10)

�¥®à¥¬  4.1. �ãáâì � > 0 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fTjg ª®¬¯ ªâëå �-à ¢®¬¥à® á®¢¥à-

è¥ëå ¬®¦¥áâ¢ ¢ Rn áå®¤¨âáï ¯® � ãá¤®àäã ª ª®¬¯ ªâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã T 6= Rn. �®£¤  ¢

«î¡®© â®çª¥ a 2 Rn n T ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì ¯à¨¢¥¤¥ëå ¬®¤ã«¥©

lim
j!1

mq(a; Tj) = mq(a; T ):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ á«ãç © ®¤®â®ç¥ç®£® ¬®¦¥áâ¢  T = fbg. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®
§ ¤ ®£® 0 < � < q(a; b)=2  ©¤¥âáï ®¬¥à J(�),  ç¨ ï á ª®â®à®£® ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ª«îç¥¨¥
Tj � Q(b; �). � á¨«ã ¬®®â®®áâ¨ ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï, ¤«ï ¢á¥å ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè¨å j á¯à -
¢¥¤«¨¢  ®æ¥ª  mq(a; Tj) � mq(a;Q(b; �)). �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì å®à¤®¢®© ¨§®¬¥âà¨¥© � : Rn ! Rn,
¥ ¨§¬¥ïîé¥© å®à¤®¢®£® ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï, ¡¥§  àãè¥¨ï ®¡é®áâ¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ®
b = 1, ¨ â®£¤  @Q(b; �) = fx 2 Rn : jxj = R =

p
1� �2=�g, j�(a)j = p

1� q(a; b)2=q(a; b) ([5],
á. 8, 1.25). �®à¬ã«  (10) ¨ ¨§¢¥áâ®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï è à  ¢ ¥£®
¢ãâà¥¥© â®çª¥ ¯à¨¢®¤ïâ ª à ¢¥áâ¢ã

mq(a;Q(b; �)) = m(�(a); fjxj < Rg)� Ln(1 + j�(a)j2) = Ln
R2 � j�(a)j2
R(1 + j�(a)j2) ;

¨§ ª®â®à®£® ¢¨¤®, çâ® mq(a;Q(b; �)) ! +1 ¯à¨ � ! 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® M > 0
 ©¤¥âáï ®¬¥à J â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å j > J ¢ë¯®«ï¥âáï ®æ¥ª  mq(a; Tj) �M . �â® ¨ ®§ ç ¥â,
çâ® lim

j!1
mq(a; Tj) = +1 = mq(a; T ).
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�ãáâì â¥¯¥àì ¬®¦¥áâ¢® T ¥ ï¢«ï¥âáï ®¤®â®ç¥çë¬, â. ¥. diamq(T ) > 0. �« áá �-à ¢®¬¥à®
á®¢¥àè¥ëå ª®¬¯ ªâ®¢ § ¬ªãâ ¢ ¬¥âà¨ª¥ � ãá¤®àä , çâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 2.2 ¨ â¥®-
à¥¬ë �.�¥à¨£  ® ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ª®ä®à¬®© ¥¬ª®áâ¨ ª®¤¥á â®à®¢ á® á¢ï§ë¬¨ ¯« áâ¨ ¬¨
(¨«¨ ¨§ ¡®«¥¥ ®¡é¥© â¥®à¥¬ë 3.1). �®íâ®¬ã T ï¢«ï¥âáï �-à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬.
�®«®¦¨¬ 2d = minfdiamq(T ); dq(a; T )g. �®£¤   ©¤¥âáï ®¬¥à J â ª®©, çâ® ¯à¨ ¢á¥å j > J ¢ë-
¯®«ïîâáï ®æ¥ª¨

diamq(Tj) > d; dq(Q(a; d=3); Tj ) > d; distq(Tj ; T ) <
d

2 + 4e�
:

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï ª ¦¤®£® j > J ¯à¨ «î¡®¬ r 2 (0; d=3) ª ¬®¦¥áâ¢ ¬ K = Q(a; r), T ¨ Tj
¯à¨¬¥¨¬  â¥®à¥¬  3.2, ¢ á¨«ã ª®â®à®©

��[Mod(Tj ; Q(a; r)) + Ln(r)]� [Mod(T;Q(a; r)) + Ln(r)]
�� � F

�
d

distq(Tj ; T )

�
;

£¤¥ F (t) ! 0 ¯à¨ t ! 1. �¥à¥å®¤ï ¯à¨ ª ¦¤®¬ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ j>J ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ r ! 0,
¯®«ãç ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢® jmq(a; Tj) �mq(a; T )j < F

�
d

distq(Tj ;T )

�
. �®áª®«ìªã ¯à ¢ ï ç áâì ¢ íâ®¬ ¥-

à ¢¥áâ¢¥ áâà¥¬¨âáï ª ã«î ¯à¨ j !1, â® lim sup
j!1

jmq(a; Tj)�mq(a; T )j = 0. �â® ¨ ®§ ç ¥â, çâ®

lim
j!1

mq(a; Tj) = mq(a; T ).

�¥®à¥¬  4.2. �ãáâì T | à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥®¥ ¥®¤®â®ç¥ç®¥ ª®¬¯ ªâ®¥ á®¡áâ¢¥-

®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  Rn. �®£¤  äãªæ¨ï mq(x; T ) ¥¯à¥àë¢    ¬®¦¥áâ¢¥ RnnT .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì T ï¢«ï¥âáï �-à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ë¬ á ¯ à ¬¥âà®¬ � > 0. �®§ì-

¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã a 2 Rn n T , ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ G âã ª®¬¯®¥âã á¢ï§®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢ 
Rn n T , ª®â®à ï á®¤¥à¦¨â a, ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì â®ç¥ª xj 2 G,
áå®¤ïéãîáï ª a ¯à¨ j ! 1. �®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì å®à¤®¢ëå ¨§®¬¥âà¨© �j : Rn ! Rn

â ªãî, çâ® �j(a) = xj ¨ f�jg áå®¤¨âáï   Rn ª â®¦¤¥áâ¢¥®¬ã ®â®¡à ¦¥¨î Id à ¢®¬¥à® ¢
å®à¤®¢®© ¬¥âà¨ª¥. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® j ¨¬¥¥¬ à ¢¥áâ¢® mq(xj ; T ) = mq(a; �

�1
j (T )). �®à¤®¢ ï

¨§®¬¥âà¨ï ¥  àãè ¥â á¢®©áâ¢  �-à ¢®¬¥à®© á®¢¥àè¥®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢,   ¨§ à ¢®¬¥à®© áå®-
¤¨¬®áâ¨ ��1j ! Id   Rn á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì distq(�

�1
j (T ); T )! 0 ¯à¨ j ! 0. �®íâ®¬ã ¯à¨¬¥¨¬ 

â¥®à¥¬  4.1, ¢ á¨«ã ª®â®à®© mq(xj ; T ) = mq(a; �
�1
j (T )) ! mq(a; T ) ¯à¨ j ! 1. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

äãªæ¨ï mq(x; T ) ¥¯à¥àë¢  ¢ â®çª¥ a.

� ¬¥ç ¨¥ 1. � á«ãç ¥ ¯«®áª®© ®¡« áâ¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ á¢®©áâ¢ ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï ª ª
äãªæ¨¨ â®çª¨ § ç¨â¥«ì® ¯à®¤¢¨ãâ® ¢ à ¡®â å �.�.�ªá¥âì¥¢  [30], [31].

� ¬¥ç ¨¥ 2. � à ¡®â å [18]{[20] ¢¢®¤¨âáï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®¡®¡é¥®£® ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï
m(z0;�; G) ¢ â®çª¥ z0 2 G ¬®£®á¢ï§®© ®¡« áâ¨ G ®â®á¨â¥«ì® ¢ë¤¥«¥®© á¢ï§®© ª®¬¯®¥-
âë � � @G. � ª ª ª ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ (¯à¨ � 6= @G) íâ  ¢¥«¨ç¨  ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¨ãî ¥¬ª®áâì
ª®¤¥á â®à , â® á¯®á®¡ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 4.1 ¥ ã¤ ¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à¨¬¥¨âì ª
¨áá«¥¤®¢ ¨î ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®¡®¡é¥®£® ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï m(z0;�; G) ¯® ¯¥à¥¬¥®© �
®â®á¨â¥«ì® å ãá¤®àä®¢®© ¬¥âà¨ª¨. �¤¥áì, ¢¨¤¨¬®, âà¥¡ãîâáï ¡®«¥¥ â®ª¨¥ ¬¥â®¤ë.

x 5. �¥¯à¥àë¢®áâì âà áä¨¨â®£® ¤¨ ¬¥âà 

� ¯®¬¨¬ ª« áá¨ç¥áª®¥, ¢®áå®¤ïé¥¥ ª �.�¥ª¥â¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ âà áä¨¨â®£® ¤¨ ¬¥âà 
¯«®áª®£® ¬®¦¥áâ¢ .

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 5.1 ([32], á. 286). �ãáâì T | ¥¯ãáâ®¥ ª®¬¯ ªâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¯«®áª®áâ¨
R2. � áá¬®âà¥¢ ¤«ï «î¡®£®  ¡®à  â®ç¥ª Z = (z1; : : : ; zN ) 2 TN ¢¥«¨ç¨ã V (Z) =

Q
1�i<j�N

jzi�zjj ¨

¯®«®¦¨¢ VN = max
Z2TN

V (Z), �N = V
2

N(N�1)

N , ¯®«ãç ¥¬ ¬®®â®® ã¡ë¢ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

f�Ng, ¯à¥¤¥« ª®â®à®© �(T ) = lim
N!1

�N  §ë¢ ¥âáï âà áä¨¨âë¬ ¤¨ ¬¥âà®¬ ¬®¦¥áâ¢  T .
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�à¨ íâ®¬ �(T ) á®¢¯ ¤ ¥â á «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®© ¥¬ª®áâìî ¬®¦¥áâ¢  T ([32], á. 302, â¥®à¥¬  2),
  ¢¥«¨ç¨ã (T ) = �Ln �(T )  §ë¢ îâ ¯®áâ®ï®© �®¡í  ¬®¦¥áâ¢  T (¢ á«ãç ¥ �(T ) = 0
¯®« £ îâ (T ) = +1).

�á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ (9) ¯à¨¢¥¤¥®£® ¬®¤ã«ï ¢ â®çª¥ 1 ¨ à ¢¥áâ¢® (8), ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï
ª®¬¯ ªâ®£® ¬®¦¥áâ¢  T � R2 à ¢¥áâ¢®

mq(1; T ) = m(1; G) = lim
R!1

[Mod(@B(0; R); T ) � Ln(R)]; (11)

£¤¥ G| á¢ï§ ï ª®¬¯®¥â  ¬®¦¥áâ¢  R2nT , á®¤¥à¦ é ï1. �§¢¥áâ® ([33], á. 324, â¥®à¥¬  4),
çâ® ¯à ¢ ï ç áâì ¢ (11) ¥áâì ¢ â®ç®áâ¨ (T ). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï âà áä¨¨â®£® ¤¨ ¬¥âà 
¢¥à® à ¢¥áâ¢®

�(T ) = exp(�mq(1; T )): (12)

�¥®à¥¬  5.1. �ãáâì � > 0 ¨ fTjg | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì �-à ¢®¬¥à® á®¢¥àè¥ëå ¬®-

¦¥áâ¢ ¢ R2, áå®¤ïé ïáï ¢ ¬¥âà¨ª¥ � ãá¤®àä  ª ª®¬¯ ªâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã T . �®£¤ 

lim
j!1

�(Tj) = �(T ): (13)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®à¥¬  4.1 ¤ ¥â áå®¤¨¬®áâì ¯à¨¢¥¤¥ëå ¬®¤ã«¥©mq(1; Tj)! mq(1; T ),
¨§ ª®â®à®© ¢ á¨«ã (12) á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì (13).

� ¬¥ç ¨¥ 3. � «¨â¥à âãà¥ ®â¬¥ç¥® «¨èì á¢®©áâ¢® ¬®®â®®© ¥¯à¥àë¢®áâ¨ âà áä¨-
¨â®£® ¤¨ ¬¥âà  ¨ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®© ¥¬ª®áâ¨, â. ¥. ¢ë¯®«¥¨¥ à ¢¥áâ¢  (13) ¯à¨ ãá«®¢¨¨
Tn+1 � Tn ( ¯à., [34], á. 57, â¥®à¥¬  III.9).
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