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� áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢®¯à®á ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ª®­ä®à¬­®£® ¬®¤ã«ï ª®­¤¥­á â®à®¢ ¢ Rn, ¯à¨¢¥-
¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ¢ Rn ¨ âà ­áä¨­¨â­®£® ¤¨ ¬¥âà  ¢ R2 ®â­®á¨â¥«ì­® áå®¤¨¬®áâ¨ ª®¬¯ ªâ­ëå
à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ ¬¥âà¨ª¥ � ãá¤®àä . �¥¯à¥àë¢­®áâì íâ¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª
®â¬¥ç ¥âáï ¢ «¨â¥à âãà¥ «¨èì ¤«ï á«ãç ï ¬®­®â®­­®© ¯® ¢ª«îç¥­¨î áå®¤¨¬®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢.
�á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â áâ âì¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ x 3, £¤¥ ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® á¢®©áâ¢® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨
ª®­ä®à¬­®£® ¬®¤ã«ï ¯® ®¤­®© ¨§ ¯« áâ¨­ ª®­¤¥­á â®à  ï¢«ï¥âáï à ¢­®¬¥à­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì-
­® ¢ë¡®à  ¤àã£®© ¯« áâ¨­ë ¢ á¥¬¥©áâ¢¥ ¬­®¦¥áâ¢ áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®£® ¤¨ ¬¥âà . �â® á¢®©áâ¢®
ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ â®­ª¨¬, ç¥¬ ãáâ ­®¢«¥­­ ï à ­¥¥ ¢ [1] ­¥¯à¥àë¢­®áâì ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨.
�§ íâ®© â¥®à¥¬ë ¢ x 4 ¢ë¢®¤¨âáï á¢®©áâ¢® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ®¡« áâ¥© ¢ Rn

®â­®á¨â¥«ì­® å ãá¤®àä®¢®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¨å £à ­¨æ. � x 5, ¨á¯®«ì§ãï ¨§¢¥áâ­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ âà ­á-
ä¨­¨â­®£® ¤¨ ¬¥âà  ­  ¯«®áª®áâ¨ ç¥à¥§ ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¬®¤ã«ì ¢ ¡¥áª®­¥ç­® ã¤ «¥­­®© â®çª¥, ¯®-
«ãç ¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî â¥®à¥¬ã ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ âà ­áä¨­¨â­®£® ¤¨ ¬¥âà . �á¥ ª®¬¯ ªâ­ë¥
¬­®¦¥áâ¢ , ¨§ãç ¥¬ë¥ ¢ íâ¨å â¥®à¥¬ å, ¯à¥¤¯®« £ îâáï à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¬¨ ¢ á¬ëá«¥
�®¬¬¥à¥­ª¥ [2]. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë íâ®© áâ âì¨  ­®­á¨à®¢ ­ë ¢ [3].

x 1. �¢®¤­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï, ®¡®§­ ç¥­¨ï ¨ â¥à¬¨­®«®£¨ï

�®¤ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Rn = Rn [ f1g ¯®­¨¬ ¥âáï ®¤­®â®ç¥ç­ ï ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï ¯à®áâà ­-
áâ¢  Rn. � àã (E0; E1) ­¥¯ãáâëå ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ª®¬¯ ªâ­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ Rn ­ §ë¢ ¥¬ ª®­-
¤¥­á â®à®¬,   ¬­®¦¥áâ¢  E0 ¨ E1 | ¯« áâ¨­ ¬¨ ª®­¤¥­á â®à . �¥«®¬ (¨«¨ ¯®«¥¬) ª®­¤¥­á â®à 
(E0; E1) ­ §ë¢ îâ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å â¥å ª®¬¯®­¥­â á¢ï§­®áâ¨ ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ Rnn(E0[E1),
§ ¬ëª ­¨¥ ª ¦¤®© ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ á ª ¦¤®© ¨§ ¯« áâ¨­ íâ®£® ª®­¤¥­-
á â®à . � á«ãç ¥, ª®£¤  â¥«® ï¢«ï¥âáï ¤¢ãåá¢ï§­®© ®¡« áâìî, ª®­¤¥­á â®à ®¡ëç­® ­ §ë¢ îâ
ª®«ìæ¥¢®© ®¡« áâìî ¨«¨ ª®«ìæ®¬. �¥à¥§ Cap(E0; E1) ¨ Mod(E0; E1) ®¡®§­ ç îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­-
­® ª®­ä®à¬­ ï ¥¬ª®áâì (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à¨¢¥¤¥­® ¢ x 2) ¨ ª®­ä®à¬­ë© ¬®¤ã«ì ª®­¤¥­á â®à ;
á¢ï§ì ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ¢¥«¨ç¨­ ¬¨ ¢ëà ¦¥­  ä®à¬ã«®© (­ ¯à., [4], á. 46)

Mod(E0; E1)n�1 = !n�1=Cap(E0; E1); (1)

£¤¥ !n�1 ¥áâì (n� 1)-¬¥à­ ï ¬¥à  �¥¡¥£  áä¥àë ¥¤¨­¨ç­®£® à ¤¨ãá  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn.
� ¤ «ì­¥©è¥¬ â¥ªáâ¥ A| § ¬ëª ­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  A, Int(A) | ¢­ãâà¥­­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  A, @A

| £à ­¨æ  ¬­®¦¥áâ¢  A, â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® A n Int(A). �«ï è à  à ¤¨ãá  r > 0 á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥
a 2 Rn ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡ëç­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï B(a; r) = fx 2 Rn : jx � aj < rg ¨ B(a; r) = fx 2
Rn : jx � aj � rg. �¨¬¢®«®¬ q(x; y) ®¡®§­ ç ¥âáï å®à¤®¢®¥ à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã â®çª ¬¨ x; y 2 Rn

(­ ¯à., [5], á. 5, (1.15), ¨«¨ [6], á. 25, (3.1.3)). �âªàëâë© è à ¢ å®à¤®¢®© ¬¥âà¨ª¥ ®¡®§­ ç ¥âáï
ç¥à¥§ Q(a; r) = fx 2 Rn : q(a; x) < rg, £¤¥ a | å®à¤®¢ë© æ¥­âà è à ,   r > 0 | ¥£® å®à¤®¢ë©
à ¤¨ãá. �«ï ¥¢ª«¨¤®¢  ¨ å®à¤®¢®£® ¤¨ ¬¥âà®¢ ¬­®¦¥áâ¢  A ¨á¯®«ì§ãîâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ ä®­¤  \�­¨¢¥àá¨â¥âë �®áá¨¨" (¯à®¥ªâ ��.04.01.050).
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®¡®§­ ç¥­¨ï diam(A) ¨ diamq(A). �¢ª«¨¤®¢  ¨ å®à¤®¢ ï ¤¨áâ ­æ¨¨ ¬¥¦¤ã ­¥¯ãáâë¬¨ ¬­®¦¥-
áâ¢ ¬¨ A ¨ B ®¯à¥¤¥«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ä®à¬ã« ¬¨

d(A;B) = inf
x2A; y2B

jx� yj; dq(A;B) = inf
x2A; y2B

q(x; y):

�®« £ ¥¬ d(a;A) = d(fag; A) ¨ dq(a;A) = dq(fag; A). � ãá¤®àä®¢ë¬ å®à¤®¢ë¬ à ááâ®ï­¨¥¬ ¬¥-
¦¤ã ­¥¯ãáâë¬¨ ª®¬¯ ªâ­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢ Rn ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨­  ([7], á. 223)

distq(A;B) = maxfsup
a2A

dq(a;B); sup
b2B

dq(b; A)g:

x 2. �ªáâà¥¬ «ì­ ï äã­ªæ¨ï ¤«ï ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨

�®¯ãáâ¨¬®© äã­ªæ¨¥© ¤«ï ª®­¤¥­á â®à  (E0; E1) ¢ Rn ­ §ë¢ îâ «î¡ãî ¢¥é¥áâ¢¥­­ãî äã­ª-
æ¨î u : Rn ! R, ª®â®à ï ­¥¯à¥àë¢­  ¢ Rn, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã ACL(Rn) (â. ¥.  ¡á®«îâ­®
­¥¯à¥àë¢­  ­  ¯®çâ¨ ¢á¥å ¯àï¬ëå, ¯ à ««¥«ì­ëå ª®®à¤¨­ â­ë¬ ®áï¬, [8], á. 226) ¨ ¯à¨­¨¬ ¥â
§­ ç¥­¨ï u(x0) � 0 ¨ u(x1) � 1 ¤«ï ¢á¥å x0 2 E0 ¨ x1 2 E1. �¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¤«ï
ª®­¤¥­á â®à  E = (E0; E1) äã­ªæ¨© ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ AdmE. �®­ä®à¬®© ¥¬ª®áâìî ª®­¤¥­-
á â®à  E ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨­ 

Cap(E) = Cap(E0; E1) = inf
u2AdmE

Z
Rn

jru(x)jndx; (2)

£¤¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯® n-¬¥à­®© ¬¥à¥ �¥¡¥£  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn. � ª ª ª ¤«ï
«î¡®© äã­ªæ¨¨ u 2 AdmE äã­ªæ¨ï v(x) = minf1;maxf0; u(x)gg ®áâ ¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®© ¤«ï ª®­-
¤¥­á â®à  E = (E0; E1), â® ª« áá AdmE ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ (2) ¬®¦­® § ¬¥­¨âì ª« áá®¬ Adm0

E â¥å
¤®¯ãáâ¨¬ëå äã­ªæ¨©, ª®â®àë¥ à ¢­ë ­ã«î ­  E0 ¨ ¥¤¨­¨æ¥ ­  E1. �®«¥¥ â®£®, ª« áá AdmE

¬®¦­® ®£à ­¨ç¨âì «¨èì â¥¬¨ ¤®¯ãáâ¨¬ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨, ª®â®àë¥ ¬®­®â®­­ë ¢­¨§ ª ¬­®¦¥áâ¢ã
E0 ¨ ¬®­®â®­­ë ¢¢¥àå ª ¬­®¦¥áâ¢ã E1 ¢ á¬ëá«¥ á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.1 ([9], á. 1217, ¨«¨ [4], á. 39). �¥¯à¥àë¢­ãî ¢¥é¥áâ¢¥­­ãî äã­ªæ¨î u(x), § -
¤ ­­ãî ¢ ®¡« áâ¨ D � Rn, ­ §ë¢ ¥¬ ¬®­®â®­­®© ¢­¨§ ª ¬­®¦¥áâ¢ã E0 � D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®©
â®çª¨ a 2 D ¨ ¤«ï «î¡®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ª®­â¨­ãã¬ 
 � D [E0 â ª®©, çâ® a 2 
, 
 \E0 6= ;,
¨ u(x) < u(a) + " ¤«ï ¢á¥å x 2 D \ 
. �­ «®£¨ç­®, äã­ªæ¨ï u(x) ­ §ë¢ ¥âáï ¬®­®â®­­®© ¢¢¥àå

ª ¬­®¦¥áâ¢ã E1 � D, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ a 2 D ¨ ¤«ï «î¡®£® " > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ª®­â¨­ãã¬

 � D [E1 â ª®©, çâ® a 2 
, 
 \E1 6= ; ¨ u(x) > u(a)� " ¤«ï ¢á¥å x 2 D \ 
.

� á«ãç ¥ D = Rn ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.1 ¯à¨­¨¬ ¥â ¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ¢¨¤: ¬®­®â®­­®áâì ¢­¨§ ª ¬­®¦¥-
áâ¢ã E0 ®§­ ç ¥â, çâ® «î¡ãî â®çªã a 2 Rn ¬®¦­® á®¥¤¨­¨âì ª®­â¨­ãã¬®¬ 
0 á ¬­®¦¥áâ¢®¬ E0

â ª, çâ® u(x) � u(a) ¤«ï ¢á¥å x 2 
0. �­ «®£¨ç­® ã¯à®é ¥âáï ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬®­®â®­­®áâ¨ ¢¢¥àå
ª ¬­®¦¥áâ¢ã E1. �â¬¥â¨¬, çâ® ­  ®âªàëâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Rn n (E0[E1) äã­ªæ¨ï u(x), ¬®­®â®­­ ï
¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 2.1, ï¢«ï¥âáï ¬®­®â®­­®© ¨ ¢ á¬ëá«¥ �¥¡¥£  ([10], á. 98, «¥¬¬  2.3). � áâ­ë¬
á«ãç ¥¬ â¥®à¥¬ ([4], á. 41) ¨ ([10], á. 98, 2.5) ï¢«ï¥âáï

�¥®à¥¬  2.1. �«ï «î¡®£® ª®­¤¥­á â®à  E = (E0; E1) ¢ Rn ¢¥«¨ç¨­  ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨

¢ ä®à¬ã«¥ (2) ®áâ ­¥âáï â®© ¦¥, ¥á«¨ ¨­ä¨¬ã¬ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ä®à¬ã«ë ¡¥à¥âáï ¯® ª« ááã

Adm�
E ¢á¥å â¥å ¤®¯ãáâ¨¬ëå äã­ªæ¨© u 2 Adm0

E, ª®â®àë¥ ¬®­®â®­­ë ¢­¨§ ª ¬­®¦¥áâ¢ã

E0 ¨ ¬®­®â®­­ë ¢¢¥àå ª ¬­®¦¥áâ¢ã E1.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.2 ([11], á. 517, 2.6). �®¬¯ ªâ­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® T � Rn ­ §ë¢ ¥âáï �-à ¢­®¬¥à-
­® á®¢¥àè¥­­ë¬ (uniformly perfect) á ¯ à ¬¥âà®¬ � > 0, ¥á«¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ª®­¤¥­á â®à  (F0; F1)
á® á¢ï§­ë¬¨ ¯« áâ¨­ ¬¨ â ª®£®, çâ® Mod(F0; F1) > � ¨ ¯à¨ íâ®¬

T � F0 [ F1; T \ F0 6= ; 6= T \ F1:
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�¥®à¥¬  2.2. �«ï «î¡®£® ª®­¤¥­á â®à  E = (E0; E1) á ­¥®¤­®â®ç¥ç­ë¬¨ à ¢­®¬¥à­® á®¢¥à-

è¥­­ë¬¨ ¯« áâ¨­ ¬¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï u(x) 2 AdmE â ª ï, çâ®

Cap(E) =
Z
Rn

jru(x)jndx:

(�â  äã­ªæ¨ï ­ §ë¢ ¥âáï íªáâà¥¬ «ì­®© ¤«ï ª®­¤¥­á â®à  E:) �à¨ íâ®¬ u(x) � 0 ­  «î-

¡®© ª®¬¯®­¥­â¥ ¤®¯®«­¥­¨ï ª E0, ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¥©áï á E1, ¨ u(x) � 1 ­  «î¡®© ª®¬¯®­¥­â¥

¤®¯®«­¥­¨ï ª E1, ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¥©áï á E0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Ei (i = 0; 1) ï¢«ï¥âáï �-à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¬ ­¥®¤­®â®ç¥ç­ë¬
¬­®¦¥áâ¢®¬ á ­¥ª®â®àë¬ � > 0, x0 2 Ei \Rn (i = 0; 1) ¨ '(t) = Cap(Rn nB(x0; 2t); Ei \B(x0; t)).
�§¢¥áâ­® ([11], á. 522, â¥®à¥¬  4.1(3)), çâ® â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â § ¢¨áïé ï «¨èì ®â n ¨ � ª®­áâ ­â 
C2 â ª ï, çâ® '(t) � C2 ¤«ï ¢á¥å t 2 (0; t0], £¤¥ t0 = diam(Ei). �âáî¤  á«¥¤ã¥â à áå®¤¨¬®áâì
¨­â¥£à «  Z t0

0

'(t)1=(n�1)

t
dt � C

1=(n�1)
2

Z t0

0

dt

t
= +1;

®§­ ç îé ï, çâ® ¢ â®çª¥ x0 ¢ë¯®«­¥­ ªà¨â¥à¨© à¥£ã«ïà­®áâ¨ ([10], á. 104, (3.3)). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
¢á¥ â®çª¨ ¬­®¦¥áâ¢  (E0 [ E1) ï¢«ïîâáï à¥£ã«ïà­ë¬¨, ¨ âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§
â¥®à¥¬ë �.�­£  ([10], á. 104, â¥®à¥¬  3.4), ®¡®¡é îé¥©  ­ «®£¨ç­ãî â¥®à¥¬ã �. �¥à¨­£  ¤«ï
ª®«ìæ¥¢ëå ®¡« áâ¥©.

�§ á¢®©áâ¢ ª®­¤¥­á â®à®¢ á à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¬¨ ¯« áâ¨­ ¬¨ ¯®âà¥¡ã¥âáï á«¥¤ãîé¨©
 ­ «®£ «¥¬¬ë �ï©áï«ï, ã¤®¡­ë© ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ­¨¦­¨å ®æ¥­®ª ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨.

�¥®à¥¬  2.3 ([1], â¥®à¥¬  3, á. 246). �ãáâì � > 0 ¨ �-à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ 

E0 ¨ E1 ¯¥à¥á¥ª îâáï á ª ¦¤®© ¨§ ª®¬¯®­¥­â ¤®¯®«­¥­¨ï ª è à®¢®¬ã á«®î D = fx 2 Rn : r1 <
jx� x0j < r2g. �á«¨ r2=r1 > 1 + 2e�, â®

Cap(E0; E1) � C Ln
�
r2
r1

�
;

£¤¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ª®­áâ ­â  C § ¢¨á¨â «¨èì ®â � ¨ n.

� ­ ª®­¥æ, ¯à¨¢¥¤¥¬ ®¤­® ¨§ á¯¥æ¨ «ì­ëå á¢®©áâ¢ íªáâà¥¬ «ì­®© äã­ªæ¨¨.

�¥®à¥¬  2.4 ([12], ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1, á. 232). �ãáâì u0(x) | íªáâà¥¬ «ì­ ï äã­ªæ¨ï ¤«ï ª®­-

¤¥­á â®à  (E0; E1) ¢ Rn, ¨¬¥îé¥£® ­¥­ã«¥¢ãî ª®­ä®à¬­ãî ¥¬ª®áâì. �ãáâì a 2 (0; 1), G0;a =
fx 2 Rn : u0(x) < ag, G1;a = fx 2 Rn : u0(x) > ag. �®£¤ Z

G0;a

jru0(x)jndx = aCap(E0; E1)

¨ Z
G1;a

jru0(x)jndx = (1� a)Cap(E0; E1):

�â¬¥â¨¬, çâ® ¡®«¥¥ ®¡é¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¨¢¥¤¥­® ¢ ([13], á. 575, â¥®à¥¬  25) á® ááë«ª®© ­ 
¯à¥¯à¨­â J. Ferrand.

�à¨¬¥ç ­¨¥. �®¢à¥¬¥­­®¥ ¨§«®¦¥­¨¥ ¢®¯à®á®¢, á¢ï§ ­­ëå á ®¡é¨¬ ¯®­ïâ¨¥¬ ¥¬ª®áâ¨ ¬­®-
¦¥áâ¢ ¨ ª®­¤¥­á â®à®¢, ¨¬¥¥âáï ¢ [14]. � ç áâ­®áâ¨, ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¨ á¢®©áâ¢ å íªá-
âà¥¬ «ì­®© äã­ªæ¨¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢ ([14], á. 186) ¤«ï ª®­¤¥­á â®à®¢, ¯« áâ¨­ë ª®â®àëå ¨¬¥îâ
£« ¤ªãî £à ­¨æã. �¡é¨© ¯®¤å®¤ ª ¨§ãç¥­¨î ­¥«¨­¥©­®© ¥¬ª®áâ¨ ª®­¤¥­á â®à®¢, à §¢¨âë© ¢
[14], ¢ë¤¥à¦ ­ ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨, § ¤ ­­®¬ à ¡®â ¬¨ �.�.� §ì¨ (­ ¯à., [15]), ¨ ­ æ¥«¥­ ­  ®¯¨á -
­¨¥ á¢®©áâ¢ äã­ªæ¨®­ «ì­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ á®¡®«¥¢áª®£® â¨¯ .
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x 3. � ¢­®¬¥à­ ï ­¥¯à¥àë¢­®áâì ª®­ä®à¬­®£® ¬®¤ã«ï

�¥¯à¥àë¢­®áâì ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨ ª®­¤¥­á â®à®¢ ¢ ¤®¢®«ì­® ®¡é¥© á¨âã æ¨¨ ¡ë«  ãáâ -
­®¢«¥­  ¢ â¥®à¥¬¥ 6 à ¡®âë ([1], á. 249). �®á¯®«ì§ã¥¬áï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ íâ®© â¥®à¥¬ë.

�¥®à¥¬  3.1 ([1], á. 250, â¥®à¥¬  7). �ãáâì � > 0 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®­¤¥­á â®à®¢

fEk = (E0k; E1k)g ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn â ª®¢ , çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ k = 1; 2; : : : ª®¬¯ ªâë E0k ¨ E1k

ï¢«ïîâáï �-à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨. �á«¨ ¯à¨ k ! 1 ¨¬¥¥âáï å ãá¤®àä®¢ 

áå®¤¨¬®áâì distq(E0k; E0) ! 0 ¨ distq(E1k; E1) ! 0 ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¯ à  ¬­®¦¥áâ¢ E = (E0; E1)
®¡à §ã¥â ª®­¤¥­á â®à, â®

lim
k!1

Cap(Ek) = Cap(E)

¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,

lim
k!1

Mod(Ek) = Mod(E):

�á«¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, E1k = E1 ¯à¨ ¢á¥å k, â® ¯®«ãç ¥¬ ­¥¯à¥àë¢­®áâì ª®­ä®à¬­®£® ¬®¤ã«ï
ª®­¤¥­á â®à  ¯® ¯¥à¢®© ¯« áâ¨­¥. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢ëïá­ï¥âáï ¢®¯à®á ® â®¬, ¡ã¤¥â «¨ íâ 
­¥¯à¥àë¢­®áâì à ¢­®¬¥à­®© ®â­®á¨â¥«ì­® ¢ë¡®à  ¢â®à®© ¯« áâ¨­ë ¨§ ­¥ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢ 
ª®¬¯ ªâ­ëå ¬­®¦¥áâ¢, á®¤¥à¦ é¥£® ¬­®¦¥áâ¢  áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®£® ¤¨ ¬¥âà . �â¢¥â®¬ ­ 
íâ®â ¢®¯à®á á«ã¦¨â

�¥®à¥¬  3.2. �ãáâì ¢ Rn § ¤ ­ ­¥¯ãáâ®© ª®¬¯ ªâ K ­¥­ã«¥¢®© ¥¬ª®áâ¨ ¨ ¯ãáâì �-à ¢-
­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  E, F â ª®¢ë, çâ®

minfdq(K;E [ F );diamq(E);diamq(F )g > d > 0; distq(E;F ) < �:

�á«¨ � < d=(2 + 4e�), â®

jMod(E;K)�Mod(F;K)j �
�
C(n; �)
Ln d

2�

� 1
n�1

= F (d=�) (3)

á ª®­áâ ­â®© C(n; �), § ¢¨áïé¥© «¨èì ®â n ¨ �.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¬¥¡¨ãá®¢®© ¨­¢ à¨ ­â­®áâìî ª« áá  �-à ¢­®¬¥à­® á®-
¢¥àè¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ([11], á. 517, 2.7(1)) ¨ ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨ ([5], á. 85), ¬®¦¥¬ ¯à¨¬¥­¨âì
¯®¤å®¤ïé¥¥ ¬¥¡¨ãá®¢® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ å®à¤®¢ë¥ à ááâ®ï­¨ï, ¨ áç¨â âì ¡¥§ ­ àã-
è¥­¨ï ®¡é­®áâ¨, çâ® 1 2 K.

�®¬¯ ªâ K ­¥ ®¡ï§ ­ ¡ëâì à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬, ¯®íâ®¬ã ¤«ï j = 1; 2; : : :
¯®áâà®¨¬ â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¥£® ¯®ªàëâ¨© ª®­¥ç­ë¬ ­ ¡®à®¬ § ¬ª­ãâëå è à®¢ Qji =
fx 2 Rn : q(x; aji) � rjg á å®à¤®¢ë¬¨ æ¥­âà ¬¨ aji 2 K ¨ å®à¤®¢ë¬¨ à ¤¨ãá ¬¨ rj < 1=j, çâ®¡ë
¢ë¯®«­ï«®áì ­¥à ¢¥­áâ¢® dq(Qji; E [ F ) > d ¨ çâ®¡ë ª®¬¯ ªâ­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  Tj = [

i
Qji ®¡à §®-

¢ «¨ ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ îéãî ¯® ¢ª«îç¥­¨î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì T1 � T2 � � � � � ª ª ª K = \
j
Tj ,

â®, ¨á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨ ¤«ï ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ îé¥© ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ª®­¤¥­á â®à®¢ ([16], á. 132, â¥®à¥¬  3.3), ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥­áâ¢ 

Mod(E;K) = lim
j!1

Mod(E; Tj); Mod(F;K) = lim
j!1

Mod(F; Tj):

� ¤ ¢ ¯à®¨§¢®«ì­® ¬ «®¥ " > 0, ­ ©¤¥¬ â ª®© ­®¬¥à j, çâ®¡ë ¤«ï ¬­®¦¥áâ¢  T = Tj ¢ë¯®«­ï-
«¨áì ­¥à ¢¥­áâ¢ 

jMod(E; T )�Mod(E;K)j < "=3; jMod(F; T )�Mod(F;K)j < "=3: (4)

�ãáâì Mod(E; T ) 6= Mod(F; T ) ¨ ¯ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨

Mod(E; T ) > Mod(F; T ); Cap(E; T ) < Cap(F; T ): (5)
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�­®¦¥áâ¢® T (ª®­¥ç­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ § ¬ª­ãâëå è à®¢) ï¢«ï¥âáï à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¬,
¨ ¯® â¥®à¥¬¥ 2.2 áãé¥áâ¢ã¥â íªáâà¥¬ «ì­ ï äã­ªæ¨ï u(x) ¤«ï ª®­¤¥­á â®à  (E; T ), ª®â®à ï
­¥¯à¥àë¢­  ¢ Rn, ¬®­®â®­­  ¢­¨§ ª ¬­®¦¥áâ¢ã E ¨ ¬®­®â®­­  ¢¢¥àå ª ¬­®¦¥áâ¢ã T . �ë¡¥à¥¬
â®çªã a 2 F â ª, çâ®¡ë u(a) = maxfu(x) : x 2 Fg = m0. �á«¨ m0 = 0, â® äã­ªæ¨ï u(x) ï¢«ï¥âáï
¤®¯ãáâ¨¬®© ¤«ï ª®­¤¥­á â®à  (E [F; T ), ¢ á¨«ã ç¥£® ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® Cap(E [F; T ) �R
Rn

jru(x)jndx = Cap(E; T ), ¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â ­¥à ¢¥­áâ¢®

Cap(F; T ) � Cap(E [ F; T ) � Cap(E; T );

¯à®â¨¢®à¥ç é¥¥ á®®â­®è¥­¨î (5). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, m0 > 0. � ª ª ª u(x) ¬®­®â®­­  ¢¢¥àå ª
¬­®¦¥áâ¢ã T , â® ­ ©¤¥âáï ª®­â¨­ãã¬ 
 â ª®©, çâ® a 2 
, 
 \ T 6= ; ¨ u(x) � m0 ¯à¨ ¢á¥å x 2 
.
�«ï D0 = fx : u(x) < m0g à áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î

v(x) =

(
u(x)=m0 ¯à¨ x 2 D0;

1 ¯à¨ x 2 Rn nD0;

ï¢«ïîéãîáï ¤®¯ãáâ¨¬®© ¤«ï ª®­¤¥­á â®à  (E; 
), â. ¥.

Cap(E; 
) �
Z
Rn

jrv(x)jndx = (m0)�n
Z
D0

jru(x)jndx: (6)

� ª ª ª distq(F;E) < �, â® ¨¬¥¥âáï â®çª  b 2 E, ¤«ï ª®â®à®© q(a; b) < �. � áá¬®âà¨¬ è à®¢®©
á«®© 
 = fx 2 Rn : � < q(x; b) < d=2g. � ª ª®­â¨­ãã¬ 
, â ª ¨ �-à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­®¥
¬­®¦¥áâ¢® E ¯¥à¥á¥ª îâáï á ª ¦¤®© ¨§ ª®¬¯®­¥­â ¤®¯®«­¥­¨ï ª 
, ¨ íâ® ¯®§¢®«ï¥â ¢®á¯®«ì-
§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© 2.3. �ãáâì ¬¥¡¨ãá®¢® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ � : Rn ! Rn á®åà ­ï¥â å®à¤®¢ë¥ à á-
áâ®ï­¨ï ¨ ¯¥à¥¢®¤¨â â®çªã b ¢ 0. �®£¤  �(
) = fx 2 Rn : r0 < jxj < r1g, £¤¥ r0 = �=

p
1� �2 ¨

r2 = (d=2)=
p
1� (d=2)2 ([5], á. 8, ã¯à ¦­¥­¨¥ 1.25(1)). �«ï ®â­®è¥­¨ï à ¤¨ãá®¢ íâ®£® è à®¢®£®

á«®ï á ãç¥â®¬ ­¥à ¢¥­áâ¢  d=2 > �(1 + 2e�) > � ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥­ªã

r1
r0

=
(d=2)
�

s
1� �2

1� (d=2)2
>

d

2�
> 1 + 2e�:

�à¨¬¥­¨¢ â¥®à¥¬ã 2.3 ª ª®­¤¥­á â®àã (�(
); �(E)), ¯à¨å®¤¨¬ ª ®æ¥­ª¥

Cap(
;E) = Cap(�(
); �(E)) � C Ln
r1
r0
� C Ln

d

2�
;

ª®â®à ï ¢ á®¥¤¨­¥­¨¨ á (6) ¤ ¥â á®®â­®è¥­¨¥
R
D0

jru(x)jndx � mn
0C Ln d

2�
. � ª ª ª ¯® â¥®à¥¬¥ 2.4R

D0

jru(x)jndx = m0 Cap(E; T ), â®

mn�1
0 � Cap(E; T )

C Ln(d=(2�))
:

�¥à¥å®¤ï ª ª®­ä®à¬­®¬ã ¬®¤ã«î ¯® ä®à¬ã«¥ (1), ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥­ªã

m0Mod(E; T ) �
�

!n�1
C Ln(d=(2�))

� 1
n�1

= F (d=�): (7)

� ª ª ª F � D0, â® Mod(F; T ) � Mod(D0; T ). �à¨¬¥­¨¢ â¥®à¥¬ã 2.4 ª fx : u(x) > m0g, ¯®«ãç ¥¬
à ¢¥­áâ¢®

Cap(D0; T ) = (1�m0)�n
Z
RnnD0

jru(x)jndx = (1�m0)1�n Cap(E; T );

¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, Mod(D0; T ) = (1 � m0)Mod(E; T ). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, Mod(F; T ) � (1 �
m0)Mod(E; T ), çâ® ¢¬¥áâ¥ á (7) ¨ (5) ¤ ¥â ®æ¥­ªã jMod(E; T ) �Mod(F; T )j � F (d=�). � ¬¥â¨¬,
çâ® ¢ á«ãç ¥ à ¢¥­áâ¢  Mod(E; T ) = Mod(F; T ) íâ  ¦¥ ®æ¥­ª  ®áâ ¥âáï âà¨¢¨ «ì­® ¢¥à­®©.

14



�®¥¤¨­¨¢ ¯®«ãç¥­­ãî ®æ¥­ªã á ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬¨ (4), ¯à¨å®¤¨¬ ª ­¥à ¢¥­áâ¢ã

jMod(E;K)�Mod(F;K)j � F (d=�) + 2"=3;

¨§ ª®â®à®£® ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®áâ¨ " > 0 ¢ëâ¥ª ¥â âà¥¡ã¥¬ ï ®æ¥­ª  (3).

x 4. �¥¯à¥àë¢­®áâì ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï

�®­ïâ¨¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ¯«®áª¨å ®¡« áâ¥©, ¢®áå®¤ïé¥¥ ª �à¥çã ¨ �¥©å¬î««¥àã [17],
¡ë«® à á¯à®áâà ­¥­® ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ë¥ ®¡« áâ¨ ¢ à ¡®â å [18]{[22]. �®«¥¥ â®­ª®¥ ¯®­ïâ¨¥
¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ¢ â®çª¥ ­  £à ­¨æ¥ ®¡« áâ¨ ¨§ãç «®áì ¢ [23]. � «ì­¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥ â¥®à¨¨,
¢ª«îç ï ¯®­ïâ¨¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ¢ á¨áâ¥¬¥ â®ç¥ª, è¨à®ª® ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ¢ [24]{[26]. �¡é ï
â¥®à¨ï ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ­  ¯«®áª®áâ¨ ¤®áâ â®ç­® ¯®«­® ¨§«®¦¥­  ¢ [27] ¨ [28].

�«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ¢ â¥à¬¨­ å å®à¤®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ¯®§¢®«¨â ­¥
¢ë¤¥«ïâì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®á®¡®£® á«ãç ï ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¬®¤ã«ì ¢ â®çª¥ 1 2 Rn.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.1. �ãáâì T | ­¥¯ãáâ®¥ ª®¬¯ ªâ­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢ Rn, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¥ â®ç-
ªã a. (�®à¤®¢ë¬) ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¬®¤ã«¥¬ ¬­®¦¥áâ¢  T ¢ â®çª¥ a ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨­ 

mq(a; T ) = lim
�!0

[Mod(Q(a; �); T ) + Ln(�)]: (8)

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¥á«¨ G | á¢ï§­ ï ª®¬¯®­¥­â  ¬­®¦¥áâ¢  Rn n T , á®¤¥à¦ é ï â®çªã a, â®
¢¥«¨ç¨­ 

m(a;G) =

8<
:
lim
r!0

[Mod(B(a; r); @G) + Ln(r)]; ¥á«¨ a 6=1;

lim
R!1

[Mod(Rn nB(0; R); @G) � Ln(R)]; ¥á«¨ a =1;
(9)

ï¢«ï¥âáï (¥¢ª«¨¤®¢ë¬) ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¬®¤ã«¥¬ ®¡« áâ¨ G ®â­®á¨â¥«ì­® â®çª¨ a ¢ á¬ëá«¥ ª« áá¨-
ç¥áª®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ([19], á. 1023) ¨«¨ ¢ á«ãç ¥ ¯«®áª®áâ¨ ([29], á. 3, 1.6). �¢ï§ì ¬¥¦¤ã å®à¤®¢®©
¨ ¥¢ª«¨¤®¢®© ¢¥àá¨ï¬¨ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ¢ëà ¦¥­  ä®à¬ã«®©

m(a;G) =

(
mq(a; @G) + Ln(1 + jaj2) ¯à¨ a 6=1;

mq(a; @G) ¯à¨ a =1:
(10)

�¥®à¥¬  4.1. �ãáâì � > 0 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fTjg ª®¬¯ ªâ­ëå �-à ¢­®¬¥à­® á®¢¥à-

è¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ Rn áå®¤¨âáï ¯® � ãá¤®àäã ª ª®¬¯ ªâ­®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã T 6= Rn. �®£¤  ¢

«î¡®© â®çª¥ a 2 Rn n T ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¬®¤ã«¥©

lim
j!1

mq(a; Tj) = mq(a; T ):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ á«ãç © ®¤­®â®ç¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  T = fbg. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®
§ ¤ ­­®£® 0 < � < q(a; b)=2 ­ ©¤¥âáï ­®¬¥à J(�), ­ ç¨­ ï á ª®â®à®£® ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ª«îç¥­¨¥
Tj � Q(b; �). � á¨«ã ¬®­®â®­­®áâ¨ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï, ¤«ï ¢á¥å ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å j á¯à -
¢¥¤«¨¢  ®æ¥­ª  mq(a; Tj) � mq(a;Q(b; �)). �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì å®à¤®¢®© ¨§®¬¥âà¨¥© � : Rn ! Rn,
­¥ ¨§¬¥­ïîé¥© å®à¤®¢®£® ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï, ¡¥§ ­ àãè¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ®
b = 1, ¨ â®£¤  @Q(b; �) = fx 2 Rn : jxj = R =

p
1� �2=�g, j�(a)j = p

1� q(a; b)2=q(a; b) ([5],
á. 8, 1.25). �®à¬ã«  (10) ¨ ¨§¢¥áâ­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï è à  ¢ ¥£®
¢­ãâà¥­­¥© â®çª¥ ¯à¨¢®¤ïâ ª à ¢¥­áâ¢ã

mq(a;Q(b; �)) = m(�(a); fjxj < Rg)� Ln(1 + j�(a)j2) = Ln
R2 � j�(a)j2
R(1 + j�(a)j2) ;

¨§ ª®â®à®£® ¢¨¤­®, çâ® mq(a;Q(b; �)) ! +1 ¯à¨ � ! 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï «î¡®£® M > 0
­ ©¤¥âáï ­®¬¥à J â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å j > J ¢ë¯®«­ï¥âáï ®æ¥­ª  mq(a; Tj) �M . �â® ¨ ®§­ ç ¥â,
çâ® lim

j!1
mq(a; Tj) = +1 = mq(a; T ).

15



�ãáâì â¥¯¥àì ¬­®¦¥áâ¢® T ­¥ ï¢«ï¥âáï ®¤­®â®ç¥ç­ë¬, â. ¥. diamq(T ) > 0. �« áá �-à ¢­®¬¥à­®
á®¢¥àè¥­­ëå ª®¬¯ ªâ®¢ § ¬ª­ãâ ¢ ¬¥âà¨ª¥ � ãá¤®àä , çâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2.2 ¨ â¥®-
à¥¬ë �.�¥à¨­£  ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨ ª®­¤¥­á â®à®¢ á® á¢ï§­ë¬¨ ¯« áâ¨­ ¬¨
(¨«¨ ¨§ ¡®«¥¥ ®¡é¥© â¥®à¥¬ë 3.1). �®íâ®¬ã T ï¢«ï¥âáï �-à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬.
�®«®¦¨¬ 2d = minfdiamq(T ); dq(a; T )g. �®£¤  ­ ©¤¥âáï ­®¬¥à J â ª®©, çâ® ¯à¨ ¢á¥å j > J ¢ë-
¯®«­ïîâáï ®æ¥­ª¨

diamq(Tj) > d; dq(Q(a; d=3); Tj ) > d; distq(Tj ; T ) <
d

2 + 4e�
:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ª ¦¤®£® j > J ¯à¨ «î¡®¬ r 2 (0; d=3) ª ¬­®¦¥áâ¢ ¬ K = Q(a; r), T ¨ Tj
¯à¨¬¥­¨¬  â¥®à¥¬  3.2, ¢ á¨«ã ª®â®à®©

��[Mod(Tj ; Q(a; r)) + Ln(r)]� [Mod(T;Q(a; r)) + Ln(r)]
�� � F

�
d

distq(Tj ; T )

�
;

£¤¥ F (t) ! 0 ¯à¨ t ! 1. �¥à¥å®¤ï ¯à¨ ª ¦¤®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ j>J ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ r ! 0,
¯®«ãç ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® jmq(a; Tj) �mq(a; T )j < F

�
d

distq(Tj ;T )

�
. �®áª®«ìªã ¯à ¢ ï ç áâì ¢ íâ®¬ ­¥-

à ¢¥­áâ¢¥ áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î ¯à¨ j !1, â® lim sup
j!1

jmq(a; Tj)�mq(a; T )j = 0. �â® ¨ ®§­ ç ¥â, çâ®

lim
j!1

mq(a; Tj) = mq(a; T ).

�¥®à¥¬  4.2. �ãáâì T | à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­®¥ ­¥®¤­®â®ç¥ç­®¥ ª®¬¯ ªâ­®¥ á®¡áâ¢¥­-

­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  Rn. �®£¤  äã­ªæ¨ï mq(x; T ) ­¥¯à¥àë¢­  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ RnnT .
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì T ï¢«ï¥âáï �-à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ë¬ á ¯ à ¬¥âà®¬ � > 0. �®§ì-

¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã a 2 Rn n T , ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ G âã ª®¬¯®­¥­âã á¢ï§­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ 
Rn n T , ª®â®à ï á®¤¥à¦¨â a, ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª xj 2 G,
áå®¤ïéãîáï ª a ¯à¨ j ! 1. �®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì å®à¤®¢ëå ¨§®¬¥âà¨© �j : Rn ! Rn

â ªãî, çâ® �j(a) = xj ¨ f�jg áå®¤¨âáï ­  Rn ª â®¦¤¥áâ¢¥­­®¬ã ®â®¡à ¦¥­¨î Id à ¢­®¬¥à­® ¢
å®à¤®¢®© ¬¥âà¨ª¥. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® j ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢® mq(xj ; T ) = mq(a; �

�1
j (T )). �®à¤®¢ ï

¨§®¬¥âà¨ï ­¥ ­ àãè ¥â á¢®©áâ¢  �-à ¢­®¬¥à­®© á®¢¥àè¥­­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢,   ¨§ à ¢­®¬¥à­®© áå®-
¤¨¬®áâ¨ ��1j ! Id ­  Rn á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì distq(�

�1
j (T ); T )! 0 ¯à¨ j ! 0. �®íâ®¬ã ¯à¨¬¥­¨¬ 

â¥®à¥¬  4.1, ¢ á¨«ã ª®â®à®© mq(xj ; T ) = mq(a; �
�1
j (T )) ! mq(a; T ) ¯à¨ j ! 1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

äã­ªæ¨ï mq(x; T ) ­¥¯à¥àë¢­  ¢ â®çª¥ a.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. � á«ãç ¥ ¯«®áª®© ®¡« áâ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ á¢®©áâ¢ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ª ª
äã­ªæ¨¨ â®çª¨ §­ ç¨â¥«ì­® ¯à®¤¢¨­ãâ® ¢ à ¡®â å �.�.�ªá¥­âì¥¢  [30], [31].

� ¬¥ç ­¨¥ 2. � à ¡®â å [18]{[20] ¢¢®¤¨âáï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¡®¡é¥­­®£® ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï
m(z0;�; G) ¢ â®çª¥ z0 2 G ¬­®£®á¢ï§­®© ®¡« áâ¨ G ®â­®á¨â¥«ì­® ¢ë¤¥«¥­­®© á¢ï§­®© ª®¬¯®­¥­-
âë � � @G. � ª ª ª ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ (¯à¨ � 6= @G) íâ  ¢¥«¨ç¨­  ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¨­ãî ¥¬ª®áâì
ª®­¤¥­á â®à , â® á¯®á®¡ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 4.1 ­¥ ã¤ ¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à¨¬¥­¨âì ª
¨áá«¥¤®¢ ­¨î ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ®¡®¡é¥­­®£® ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï m(z0;�; G) ¯® ¯¥à¥¬¥­­®© �
®â­®á¨â¥«ì­® å ãá¤®àä®¢®© ¬¥âà¨ª¨. �¤¥áì, ¢¨¤¨¬®, âà¥¡ãîâáï ¡®«¥¥ â®­ª¨¥ ¬¥â®¤ë.

x 5. �¥¯à¥àë¢­®áâì âà ­áä¨­¨â­®£® ¤¨ ¬¥âà 

� ¯®¬­¨¬ ª« áá¨ç¥áª®¥, ¢®áå®¤ïé¥¥ ª �.�¥ª¥â¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ âà ­áä¨­¨â­®£® ¤¨ ¬¥âà 
¯«®áª®£® ¬­®¦¥áâ¢ .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5.1 ([32], á. 286). �ãáâì T | ­¥¯ãáâ®¥ ª®¬¯ ªâ­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯«®áª®áâ¨
R2. � áá¬®âà¥¢ ¤«ï «î¡®£® ­ ¡®à  â®ç¥ª Z = (z1; : : : ; zN ) 2 TN ¢¥«¨ç¨­ã V (Z) =

Q
1�i<j�N

jzi�zjj ¨

¯®«®¦¨¢ VN = max
Z2TN

V (Z), �N = V
2

N(N�1)

N , ¯®«ãç ¥¬ ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

f�Ng, ¯à¥¤¥« ª®â®à®© �(T ) = lim
N!1

�N ­ §ë¢ ¥âáï âà ­áä¨­¨â­ë¬ ¤¨ ¬¥âà®¬ ¬­®¦¥áâ¢  T .
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�à¨ íâ®¬ �(T ) á®¢¯ ¤ ¥â á «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®© ¥¬ª®áâìî ¬­®¦¥áâ¢  T ([32], á. 302, â¥®à¥¬  2),
  ¢¥«¨ç¨­ã 
(T ) = �Ln �(T ) ­ §ë¢ îâ ¯®áâ®ï­­®© �®¡í­  ¬­®¦¥áâ¢  T (¢ á«ãç ¥ �(T ) = 0
¯®« £ îâ 
(T ) = +1).

�á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ (9) ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ¢ â®çª¥ 1 ¨ à ¢¥­áâ¢® (8), ¯®«ãç ¥¬ ¤«ï
ª®¬¯ ªâ­®£® ¬­®¦¥áâ¢  T � R2 à ¢¥­áâ¢®

mq(1; T ) = m(1; G) = lim
R!1

[Mod(@B(0; R); T ) � Ln(R)]; (11)

£¤¥ G| á¢ï§­ ï ª®¬¯®­¥­â  ¬­®¦¥áâ¢  R2nT , á®¤¥à¦ é ï1. �§¢¥áâ­® ([33], á. 324, â¥®à¥¬  4),
çâ® ¯à ¢ ï ç áâì ¢ (11) ¥áâì ¢ â®ç­®áâ¨ 
(T ). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï âà ­áä¨­¨â­®£® ¤¨ ¬¥âà 
¢¥à­® à ¢¥­áâ¢®

�(T ) = exp(�mq(1; T )): (12)

�¥®à¥¬  5.1. �ãáâì � > 0 ¨ fTjg | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì �-à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­­ëå ¬­®-

¦¥áâ¢ ¢ R2, áå®¤ïé ïáï ¢ ¬¥âà¨ª¥ � ãá¤®àä  ª ª®¬¯ ªâ­®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã T . �®£¤ 

lim
j!1

�(Tj) = �(T ): (13)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®à¥¬  4.1 ¤ ¥â áå®¤¨¬®áâì ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¬®¤ã«¥©mq(1; Tj)! mq(1; T ),
¨§ ª®â®à®© ¢ á¨«ã (12) á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì (13).

� ¬¥ç ­¨¥ 3. � «¨â¥à âãà¥ ®â¬¥ç¥­® «¨èì á¢®©áâ¢® ¬®­®â®­­®© ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ âà ­áä¨-
­¨â­®£® ¤¨ ¬¥âà  ¨ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®© ¥¬ª®áâ¨, â. ¥. ¢ë¯®«­¥­¨¥ à ¢¥­áâ¢  (13) ¯à¨ ãá«®¢¨¨
Tn+1 � Tn (­ ¯à., [34], á. 57, â¥®à¥¬  III.9).

x�¨â¥à âãà 

1. �á¥¥¢ �.�. �¥¯à¥àë¢­®áâì ª®­ä®à¬­®© ¥¬ª®áâ¨ ¤«ï ª®­¤¥­á â®à®¢ á à ¢­®¬¥à­® á®¢¥àè¥­-

­ë¬¨ ¯« áâ¨­ ¬¨ // �¨¡. ¬ â¥¬. ¦ãà­. { 1999. { �. 40. { ò2. { �. 243{253.
2. Pommerenke Ch. Uniformly perfect sets and the Poincare metric // Arch. Math. { 1979. { V. 32.

{ P. 192{199.
3. �á¥¥¢ �.�., � § à¥¢  �.�. � ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï ¨ âà ­áä¨­¨â­®£® ¤¨ -

¬¥âà  // �à. � â¥¬. æ¥­âà  ¨¬. �.�.�®¡ ç¥¢áª®£®. �. 23 / � § ­áª. ¬ â¥¬. ®¡-¢®. \�«£¥¡à 
¨  ­ «¨§{2004" // � â¥à¨ «ë ¬¥¦¤ã­ à®¤. ­ ãç. ª®­ä. { � § ­ì: �§¤-¢® � § ­áª. ¬ â¥¬.
®-¢ , 2004. { �. 80{81.

4. �ëç¥¢ �.�. �®¤ã«¨ ¨ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ë¥ ª¢ §¨ª®­ä®à¬­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï. { �®¢®á¨¡¨àáª:
� ãª , 1983 { 152 á.

5. Vuorinen M. Conformal geometry and quasiregular mappings // Lect. Notes in Math., Springer-
Verlag, Berlin e.o., 1988. { V. 1319. { P. I-XX, 1{209.

6. �¥à¤®­ �. �¥®¬¥âà¨ï ¤¨áªà¥â­ëå £àã¯¯. { �.: � ãª , 1986. { 304 á.
7. �ãà â®¢áª¨© �. �®¯®«®£¨ï. �. 1. { �.: �¨à, 1966. { 594 á.
8. � â ­á®­ �.�. �¥®à¨ï äã­ªæ¨© ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ¯¥à¥¬¥­­®©. { �.: � ãª , 1974. { 480 á.
9. �á¥¥¢ �.�., �ëç¥¢ �.�. � ¬­®¦¥áâ¢ å, ãáâà ­¨¬ëå ¤«ï ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ëå ª¢ §¨ª®­ä®à¬-

­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© // �¨¡. ¬ â¥¬. ¦ãà­. { 1974. { �. 15. { ò6. { �. 1213{1227.
10. Yang Sh. Monotone functions and extremal functions for condensers in Rn // Ann. Acad. Sci.

Fenn., Ser. A1. { 1991. { V. 16. { P. 95{112.
11. Jarvi P., Vuorinen M. Uniformly perfect sets and quasiregular mappings // J. London Math. Soc.

{ 1996. { V. 54. { ò 174. { Part 3. { P. 515{529.
12. �á¥¥¢ �.�. �®¯à ¢ª  ª áâ âì¥ \�¥ä®à¬ æ¨ï ¯« áâ¨­ ¬ «ëå ª®­¤¥­á â®à®¢ ¨ ¯à®¡«¥¬ 

�.�.�¥«¨­áª®£®" // �¨¡. ¬ â¥¬. ¦ãà­. { 2003. { �. 44. { ò1. { �. 232{235.
13. Caraman P. Relations between p-capacity and p-module (II) // Rev. Roumaine Math. Pures Appl.

{ 1994. { V. 39. { ò 6. { P. 555{577.

17



14. �®«ì¤èâ¥©­ �.�., �¥è¥â­ïª �.�. �¢¥¤¥­¨¥ ¢ â¥®à¨î äã­ªæ¨© á ®¡®¡é¥­­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë-

¬¨ ¨ ª¢ §¨ª®­ä®à¬­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï. { �.: � ãª , 1983. { 284 á.
15. � §ìï �.�. � ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¢ £à ­¨ç­®© â®çª¥ à¥è¥­¨© ª¢ §¨«¨­¥©­ëå í««¨¯â¨ç¥áª¨å

ãà ¢­¥­¨© // �¥áâ­. ��� { 1970. { ò 13. { �ë¯. 3. { C. 42{55.
16. Hesse J. A p-extremal length and p-capacity equality // Ark. Mat. { 1975. { V. 13. { ò1. { P. 131{

144.
17. Teichm�uller O. Untersuchungen �uber konforme und quasikonforme Abbildungen // Deutsche Math.

{ 1938. { Bd. 3. { S. 621{678.
18. �¨âîª �.�. �à¨¢¥¤¥­¨© ¬®¤ã«ì ã ¢¨¯ ¤ªã ¯à®áâ®àã // ��� ����. { 1964. { �. 5. { �. 563{

566.
19. �¨âîª �.�. �à® ª¢ §¨ª®­ä®à¬­i ¢i¤®¡à ¦¥­­ï ¢ ¯à®áâ®ài // �®¯®¢i¤i �� ����. { 1964. {

ò8. { �. 1022{1025.
20. �¨âîª �.�. �¡®¡é¥­­ë© ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¬®¤ã«ì ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¥£® á¢®©áâ¢  // �§¢. ¢ã§®¢.

� â¥¬ â¨ª . { 1964. { ò2. { �. 110{119.
21. �¥¢¨æª¨© �.�., �¨âîª �.�. \�§ª¨¥" â¥®à¥¬ë ® ¯à®áâà ­áâ¢¥­­ëå ¬®¤ã«ïå // ��� ����.

{ 1979. { �. 248. { ò4. { �. 780{783.
22. �¥¢¨æª¨© �.�. �à¨¢¥¤¥­­ë© p-¬®¤ã«ì ¨ ¢­ãâà¥­­¨© p-£ à¬®­¨ç¥áª¨© à ¤¨ãá // ��� ����.

{ 1991. { �. 316. { ò4. { �. 812{815.
23. �¨ª«îª®¢ �.�. � ­¥ª®â®àëå £à ­¨ç­ëå § ¤ ç å â¥®à¨¨ ª®­ä®à¬­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© // �¨¡.

¬ â¥¬. ¦ãà­. { 1977. { �. 18. { ò 5. { �. 1111{1124.
24. �ã¡¨­¨­ �.�.�à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¬®¤ã«¨ ®âªàëâëå ¬­®¦¥áâ¢ ¢ â¥®à¨¨  ­ «¨â¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨©

// �®ª«. ���. { 1998. { �. 363. { ò 6. { �. 731{734.
25. �ã¡¨­¨­ �.�., �©à¨å �.�. �¡®¡é¥­­ë© ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¬®¤ã«ì // � «ì­¥¢®áâ. ¬ â¥¬. ¦ãà­. {

2002. { �. 3. { ò2. { �. 147{162.
26. �®¢ «¥¢ �.�.�®­®â®­­®áâì ®¡®¡é¥­­®£® ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¬®¤ã«ï // � ¯. ­ ãç. á¥¬¨­. ����.

{ 2001. { �. 276. { �. 219{236.
27. �ã¡¨­¨­ �.�. �¨¬¬¥âà¨§ æ¨ï ¢ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ äã­ªæ¨© ª®¬¯«¥ªá­®£® ¯¥à¥¬¥­-

­®£® // ���. { 1994. { �. 49. { �ë¯. 1. { �. 3{76.
28. �ã¡¨­¨­ �.�. �¬ª®áâ¨ ª®­¤¥­á â®à®¢ ¢ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ äã­ªæ¨©. { �« ¤¨¢®áâ®ª:

�§¤-¢® � «ì­¥¢®áâ®ç­. ã­-â , 2003. { 116 á.
29. Kunzi H.P. Quasikonforme Abbildungen. { Springer-Verlag, Berlin{G�ottingen{Heidelberg, 1960. {

182 p.
30. �ªá¥­âì¥¢ �.�. �®ª «ì­®¥ áâà®¥­¨¥ ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¢­ãâà¥­­¥£® ª®­ä®à¬­®£® à ¤¨ãá  ¤«ï

¯«®áª®© ®¡« áâ¨ // �§¢. ¢ã§®¢. � â¥¬ â¨ª . { 2002. { ò 4. { �. 3{12.
31. �ªá¥­âì¥¢ �.�. �ë¯ãª«®áâì ¯®¢¥àå­®áâ¨ ª®­ä®à¬­®£® à ¤¨ãá  ¨ ®æ¥­ª¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¢

®â®¡à ¦ îé¥© äã­ªæ¨¨ // �§¢. ¢ã§®¢. � â¥¬ â¨ª . { 2004. { ò 4. { �. 8{15.
32. �®«ã§¨­ �.�. �¥®¬¥âà¨ç¥áª ï â¥®à¨ï äã­ªæ¨© ª®¬¯«¥ªá­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£®. { �.: � ãª ,

1966. { 628 á.
33. Bagby T. The modulus of plane condenser // J. Math. Mech. { 1967. { V. 17. { ò4. { P. 315{329.
34. Tsuji M. Potential theory in modern function theory. { Maruzen Co. Ltd., 1959. { 590 p.

�­áâ¨âãâ ¬ â¥¬ â¨ª¨ �®áâã¯¨« 

�¨¡¨àáª®£® ®â¤¥«¥­¨ï 04.01.2005
�®áá¨©áª®©  ª ¤¥¬¨¨ ­ ãª

�®¢®á¨¡¨àáª¨© £®áã¤ àáâ¢¥­­ë©

ã­¨¢¥àá¨â¥â

18


