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Краткое сообщение

Р.З.ДАУТОВ

ТОЧНАЯ ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ
АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ В ВЕСОВОМ L2(−1, 1)

Аннотация. Получена точная оценка погрешности наилучшего приближения алгебраически-
ми полиномами в пространстве Лебега L2(−1, 1) с весом 1 − x2 в степени λ > −1.
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Введение

В теории p-метода конечных элементов известна оценка

min
p∈Pm−1

|u − p|L2(−1,1) ≤ Cms |ρs/2u(s)|L2(−1,1), C2
ms =

(m − s)!
(m + s)!

, s = 0, 1, . . . ,m. (1)

Здесь Pm−1 — множество алгебраических полиномов степени не выше m − 1, m ≥ 1, ρ =
1 − x2 (см., например, [1], с. 72, теорема 3.11). Из (1) вытекает хорошо известная в теории
аппроксимации функций оценка

min
p∈Pm−1

|u − p|L2(−1,1) ≤ csm
−s|u(s)|L2(−1,1), s = 0, 1, . . . ,m,

поскольку 0 ≤ ρ ≤ 1, Cms ≤ (θ/m)s, θ = (e/2)s/m. Ясно, что наличие множителя ρs/2 делает
оценку (1) существенно более точной. Далее покажем, что постоянную Cms нельзя заменить
на меньшую.

Известны различные обобщения оценки (1), например, ([1], с. 85, теорема 3.28)

min
p∈Pm−1

|ρλ/2(u − p)|L2(−1,1) ≤ cλs m−s|ρ(λ+s)/2u(s)|L2(−1,1), s = 0, 1, . . . ,m, λ > 1/2.

Целью данного сообщения является уточнение этой оценки.

1. Точная оценка

Далее λ > −1, L2,λ(−1, 1) — весовое пространство Лебега с нормой

|u|20,λ =
∫ 1

−1
ρλu2dx,
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Hm
λ+m(−1, 1) есть весовое пространство Соболева — замыкание пространства C∞([−1, 1]) по

норме

‖u‖2
m,λ+m =

m∑
k=0

|u(k)|20,λ+k, m = 0, 1, . . . .

Отметим, что H0
λ(−1, 1) = L2,λ(−1, 1) ([2], сc. 303, 305). Далее через P

(λ)
n = P

(λ,λ)
n обознача-

ется полином Якоби степени n на отрезке [−1, 1].

Теорема. Пусть u ∈ Hk
λ+k(−1, 1) при некотором k ≥ 0 и m = 1, 2, . . . . Тогда

min
p∈Pm−1

|u − p|0,λ ≤ Cmsλ|u(s)|0,λ+s, C2
msλ =

(m − s)! Γ(m + 2λ + 1)
m! Γ(m + s + 2λ + 1)

,

для любого s = 0, 1, . . . ,min(m,k). Равенство в оценке достигается при u = P
(λ)
m .

Приведем схему доказательства теоремы при s ≥ 1. Поскольку

−
(
ρ1+λ(P (λ)

n )′
)′ = n(n + 2λ + 1)ρλ P (λ)

n ,
(
P (λ)

n

)′ = (n + 2λ + 1)/2P
(λ+1)
n−1 , (2)

d2
nλ =

∫ 1

−1
ρλ

(
P (λ)

n

)2
dx =

22λ+1Γ2(n + λ + 1)
n!(2n + 2λ + 1)Γ(n + 2λ + 1)

,

а система {P (λ)
n , n = 0, 1, . . . } образует ортогональный базис в L2,λ(−1, 1), то

u =
∞∑

n=0

cn λP (λ)
n , cnλ =

1
d2

nλ

1∫
−1

ρλuP (λ)
n dx,

для любого u ∈ L2,λ(−1, 1), причем

|u|20,λ =
∞∑

n=0

(
1

dnλ

∫ 1

−1
ρλuP (λ)

n dx

)2

. (3)

Обозначим через um−1 ∈ Pm−1 полином наилучшего приближения в L2,λ(−1, 1). Тогда

um−1 =
m−1∑
n=0

cn λP (λ)
n , u − um−1 =

∞∑
n=m

cn λP (λ)
n , |u − um−1|20,λ =

∞∑
n=m

d2
nλc2

n λ.

Преобразуем интеграл в определении cn λ, интегрируя по частям. Пусть I(f) =
x∫

−1

f dx. Из

(2) имеем

I
(
ρλP (λ)

n

)
=

−ρλ+1

2n
P

(λ+1)
n−1 .

Следовательно,

Is
(
ρλP (λ)

n

)
= (−1)s

ρλ+s

2sn(n − 1) · · · (n − s + 1)
P

(λ+s)
n−s = (−1)s ens ρλ+s P

(λ+s)
n−s ,

∫ 1

−1
ρλuP (λ)

n dx = (−1)s
∫ 1

−1
u(s) Is

(
ρλP (λ)

n

)
dx = ens

∫ 1

−1
u(s) ρλ+s P

(λ+s)
n−s dx.

Таким образом, при s ≤ m получаем

|u − um−1|20,λ =
∞∑

n=m

d2
nλc2

n λ =
∞∑

n=m

1
d2

nλ

(∫ 1

−1
ρλuP (λ)

n dx

)2

=
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=
∞∑

n=m

e2
nsd

2
n−sλ+s

d2
nλ

(
1

dn−sλ+s

∫ 1

−1
u(s) ρλ+s P

(λ+s)
n−s dx

)2

. (4)

Поскольку ens = 2−s(n − s)!/n!,
d2

n−sλ+s

d2
nλ

=
22sn! Γ(n + 2λ + 1)

(n − s)! Γ(n + s + 2λ + 1)
, (5)

то
e2
nsd

2
n−sλ+s

d2
nλ

=
(n − s)! Γ(n + 2λ + 1)
n! Γ(n + s + 2λ + 1)

= C2
nsλ.

Функция n → Cnsλ убывает, поэтому согласно (3) из (4) следует искомая оценка

|u − um−1|20,λ ≤ C2
msλ|u(s)|20,λ+s.

Точность оценки устанавливается следующим образом. Пусть u = P λ
m. Тогда um−1 = 0 и

|u − um−1|20,λ = |u|20,λ = d2
mλ. Далее, из (2) имеем

(
P (λ)

m

)(s) = fmλs P
(λ+s)
m−s , fmλs = 2−s(m + 1 + 2λ) · · · (m + s + 2λ) = 2−s Γ(m + s + 2λ + 1)

Γ(m + 2λ + 1)
.

Поэтому

|u(s)|20,λ+s = f2
mλs

∫ 1

−1
ρλ+s

(
P

(λ+s)
m−s

)2
dx = f2

mλsd
2
m−sλ+s.

Следовательно, учитывая равенство (5), получаем
|u − um−1|20,λ

|u(s)|20,λ+s

=
d2

mλ

f2
mλsd

2
m−sλ+s

=
(m − s)! Γ(m + s + 2λ + 1)
f2

mλs2
2sm! Γ(m + 2λ + 1)

= C2
msλ.
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